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ОБ ОДНОЙ ПЕРЕКРЕСТНОЙ СИСТЕМЕ ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
СТЕПЕНИ n ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНЫХ СО СВОЙСТВОМ ПЕНЛЕВЕ 

The necessary and sufficient conditions of Painleve property for cross system of two differential equations of n-degree are 
founded. 

Рассмотрим систему 
( ) ( ), , ,nx C x t y A x t′ = + ⋅  ( ) ( ), , ,ny D y t x B y t′ = + ⋅                                       (1) 

где ( ), ,A x t  ( ),C x t  и ( ), ,B y t  ( ),D y t  – функции, рациональные по x  и y  соответственно и анали-
тические по t , причем ( ),A x t  и ( ),B y t  не равны тождественно нулю, ,n N∈  ,t C∈  , { }.x y C∈ ∪ ∞  
Условия наличия свойства Пенлеве у системы (1) при 3n ≤  получены в [1–3]. Поскольку все утвер-
ждения, содержащиеся в настоящей работе, имеют место и при 3,n =  то в дальнейшем будем счи-
тать, что 3.n ≥  Найдем необходимые и достаточные условия, при которых рассматриваемая система 
имеет свойство Пенлеве. 

Основной результат 
Из (1) для компоненты x  построим уравнение 
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Для отсутствия подвижных критических особых точек у решений уравнения (2), согласно лемме из 

[4], необходимо требовать, чтобы 0t tC A CA
A

′ ′−
=  и 0.x xC A CA

A
′ ′−

=  Или 1 ,C K A= ⋅  где 1K  – постоян-

ная. В силу симметричности переменных в системе (1) заключаем, что 2 ,D K B= ⋅  где 2K  – постоянная. 
Таким образом, систему (1) можно записать в виде 

( ) ( )1 , ,nx y K A x t′ = + ⋅  ( ) ( )2 , .ny x K B y t′ = + ⋅  
С помощью линейного преобразования 1,y y K→ −  2x x K→ −  она приводится к виду 

( ), ,nx A x t y′ =  ( ), .ny B y t x′ =                                                          (3) 
Согласно лемме 1 из [5], чтобы система (3) не имела подвижных критических особых точек, необ-

ходимо, чтобы 1
1 0( , ) ... ,m m

m mA x t a x a x a−
−= + + +  1

1 0( , ) ... ,k k
k kB y t b y b y b−

−= + + +  где , {0},m k∈Ν∪  и 
,ia  0, ,i m=  ,jb  0, ,j k=  – аналитические по t  функции. 

Положим в (3) ,px X= λ  ,qy Y= λ  0 .rt t= + λ τ  Рассматривая систему нулевого приближения, полу-
чаем следующий результат. Если (3) обладает свойством Пенлеве, то необходимо, чтобы 
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где ( ), ( )i i i ia a t b b t= =  – аналитические функции ( )0,2 .i n=  
Из системы (3) при условиях (4) для компонент x  и y  построим соответственно уравнения 
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* Авторы статьи – сотрудники кафедры математического анализа ГрГУ им. Янки Купалы. 
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Для отсутствия подвижных критических особых точек у решений уравнений (5) и (6) согласно 
лемме из [4] необходимо требовать, чтобы 0,i ia b= =  {0,..., 2} { 2,...,2 }.i n n n∈ − ∪ +  

Таким образом, имеет место 
Теорема 1. Для того чтобы система (1) при 3n ≥  не имела подвижных критических особых то-

чек, необходимо, чтобы она имела вид 
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где , ,i ia b  1, 1,i n n= − +  – функции, аналитические по t , и 1 1 0,n n na a a+ −+ + ≠  1 1 0.n n nb b b+ −+ + ≠  
Система (7) при помощи линейного преобразования искомых функций и аналитической замены 

независимой переменной приводится к одному из следующих видов: 
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где 1 1 0;n n nb b b+ −+ + ≠  
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где 1 0;n nb b+ + ≠  

( )
( )

1 1
1

1 1
1 1

,

,

n n n n
n n

n n n n
n n n

x y x a x a x

y x b y b y b y

+ −
−

+ −
+ −

′ = + +

′ = + +
                                                    (10) 

где 1 0.nb + ≠  
Рассмотрим систему (8). Для компоненты x  построим уравнение 

( )2 2 2 1 2
1 1(1 ) .

n n n n n
n n nnxx n x b x x b x x b x+
+ −′′ ′ ′ ′+ − = + +                                    (11) 

Полагая в уравнении (11) 0 ,t t= + λτ  при 0λ =  получим упрощенное уравнение 

( )2 2 2
1 0(1 ) ( ) .

n n
nnxx n x b t x x++ − =&& & &                                                      (12) 

Выполняя в уравнении (12) замену переменной по формуле ,nx u=  получим дифференциальное 
уравнение вида 2

1 0( ) ,n
nu b t uu+= ε ⋅&& &  где 1,nε =  для однозначности решений которого необходимо тре-

бовать, чтобы 1 0( ) 0.nb t+ =  Поэтому для отсутствия подвижных критических особых точек у общего 
решения уравнения (11) необходимо требовать, чтобы 1( ) 0nb t+ ≡ (в силу произвольности выбора 0t ). 

Таким образом, уравнение (11) можно записать в виде 
2

1(1 ) .
n

n n
n n

xnx n b xx b x
x −

′⎛ ⎞
′′ ′+ − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                               (13) 

Требуя, чтобы общее решение уравнения 1 0n n
n nb xx b x−′ + =  было решением для уравнения (13) [7], 

получим, что необходимо выполнение одного из условий: 10, 0n nb b −= ≠  или 1 , 0,n n nb Mb b M− = ≠  − 
постоянная. 

При 0nb =  уравнение (13) запишем в виде 
2

111 0,
n

nbxx x
n x n

−ε ⋅′⎛ ⎞′′ − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 где 1.nε =  Это уравне-

ние, а значит, и система 
1 1

1, ,n n n n
nx y x y b x y− −
−′ ′= =                                                     (14) 

где 1 0,nb − ≠  обладают свойством Пенлеве [8]. 
При 1 , 0,n n nb Mb b− = ≠  построим относительно компоненты y  уравнение 

( )2 1 2 1( ) ( ( 1) ) ( ) ( ) .
n n n n

n n n nnb y y M y b ny n M y b y y M y b y y M+ +′′ ′ ′ ′+ − + − − + = +             (15) 
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Пусть 0.M ≠  Полагая 0t t= + λτ , при 0λ =  получим упрощенное дифференциальное уравнение 

21 1/ 1/ ,n ny y
y y M

⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟+⎝ ⎠

&& &  

которое не обладает свойством Пенлеве при 3n ≥  [6, с. 430–438], а, следовательно, в рассматривае-
мом случае этим свойством не обладает и система (8). 

Пусть 0.M =  Тогда уравнение (15) примет вид 
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Вводя замену ,ny u=  получим дифференциальное уравнение 
2
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u nb n

ε ⋅′′
′′ ′= + + ⋅                                                      (16) 

где 1,nε =  которое не имеет подвижных критических особых точек, если ,n n

Hb
t

=  где 0,H ≠  H  – по-

стоянная [8]. При этом уравнение (16) является частным случаем третьего уравнения Пенлеве. В этом 
случае система (8) со свойством Пенлеве примет вид 

1, ,n n n n
n

Hx y x y xy
t

−′ ′= =                                                         (17) 

где 0,H ≠  H  – постоянная. 
Рассмотрим систему (9). Для компоненты y  построим уравнение 
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Считая, что 1 0,nb + ≠  введем в уравнение (18) параметр λ  по формулам ( ),ny Y−= λ τ  2
0 .t t z= + λ  На-

ходя решение полученного уравнения в виде 
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для 1Y  имеем уравнение 
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допускающее решение 
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где 1C , 2C  – произвольные постоянные с логарифмической особенностью в точке 0.z =  
Значит, уравнение (18), а следовательно и система (9) при 1 0nb + ≠  не обладает свойством Пенлеве. 
Пусть 1 0.nb + =  Тогда система (9) запишется в виде 
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где 0.nb ≠  
Положим в (19) ,nx X−= λ  ,y Y=  0 .t t= + λτ  Требуя, чтобы решения системы нулевого приближе-

ния были однозначными, получаем, что 1 0.nb − ≡  Тогда с учетом симметричности независимых пере-
менных в системе (19) необходимо, чтобы 1 0.na − ≡  Итак, (9) принимает вид 

, .n n n n
nx yx y b xy′ ′= =  

Построив для компоненты x  уравнение 

( )2 1n n n
nnxx nx b x x+′′ ′ ′− =  
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и выполнив замену ,nx u=  получим 
2

,
n

nbuu uu
u n

ε ⋅′
′′ ′= + ⋅                                                            (20) 

где 1.nε =  

Уравнение (20) обладает свойством Пенлеве только при условии ( ) 0nb ′ =  [8]. Таким образом, сис-
тема (9) со свойством Пенлеве имеет вид 

, ,n n n nx yx y K xy′ ′= =                                                        (21) 
где K  – постоянная. 

Рассмотрим систему (10). Положим ,nx X−= λ  ,ny Y−= λ  2
0 .t t= + λ τ  Поскольку 1 0( ) 0,nb t+ ≠  то 

решения системы нулевого приближения имеют подвижные критические особые точки. Следова-
тельно, система (10) не обладает свойством Пенлеве. 

Таким образом, справедлива 
Теорема 2. Для того чтобы система (1) при 3n ≥  обладала свойством Пенлеве, необходимо и 

достаточно, чтобы она линейным преобразованием ,x  y  и аналитической заменой независимой пе-
ременной t  приводилась к одному из следующих видов: (14), (17) или (21). 
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А.П. САДОВСКИЙ, Т.В. ЩЕГЛОВА 

ЦЕНТРЫ КУБИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С ОДИННАДЦАТЬЮ ПАРАМЕТРАМИ 
We present nine conditions for the origin to be a centre for the system 2 2 3(1 ) ,x y Dx Px Hx Qx′ = + + + +  

2 2 3 2 2 33 3y x Ax Bxy Cy Kx Lx y Mxy Ny′ = − + + + + + + +  and determine Darboux integrating factors. 

Рассматривается система 
2 2 3

2 2 3 2 2 3

(1 ) ,
3 3 ,

x y Dx Px Hx Qx
y x Ax Bxy Cy Kx Lx y Mxy Ny

′ = + + + +
′ = − + + + + + + +

                                  (1) 

где , , , , , , , , , , .A B C D H K L M N P Q∈C  Для системы (1) в начале координат возникает проблема разли-
чения особой точки типа центр или фокус. Решение этой проблемы для различных классов кубиче-
ских систем рассмотрено в [1]. Решение проблемы для системы (1) в случае 0H N Q= = = изложено 
в [2]. Случай 0D H P Q= = = =  для системы (1) рассмотрен в [3, 4]. Достаточные условия центра 
при 0H Q= =  для (1) указаны в [5]. 

Рассмотрим проблему различения особой точки типа центр или фокус для системы (1). Существу-
ет формальный ряд 2 2

,3
,i j

i ji j
U x y q x y∞

+ =
= + +∑  для которого в силу (1) 2 2 1

1
( ) ,i

ii
U g x y∞ +

=
= +∑&  где 

, 1,2,...,ig i =  фокусные величины системы (1). Начало координат является центром тогда и только 
тогда, когда 0, 1,ig i= = ∞  [6]. 


