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О РАЗРЕШИМОСТИ СМЕШАННЫХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

Dirichlet problem for the nonstationary equation of the third order is considered. The existence and the 
unicity of the generalized solution are proved with the help of the averaging operator of variable step. 

В настоящее время хорошо разработана теория задач, корректно поставленных 
для уравнений эллиптического, гиперболического, параболического типов. В связи 
с расширением сферы приложений математических методов часто возникают 
задачи, связанные с исследованием уравнений в частных производных, которые не 
принадлежат ни к одному из классических типов. 

Данная работа посвящена изучению задачи типа Дирихле для уравнений 
третьего порядка с переменными коэффициентами, которые нельзя классифи­
цировать с помощью характеристического полинома и его корней. Методами 
функционального анализа, используя операторы осреднения переменного шага, 
доказано существование и единственность обобщенного решения. Получены 
достаточные условия разрешимости рассматриваемой задачи. Случай с посто­
янными коэффициентами проанализирован в [1]. 

Пусть линейные дифференциальные уравнения относительно неизвестной 
функции u(х) переменных х=(х0, х1, ..., хn)=(х0, х') имеют вид 

Здесь ak(x), bk(x) (k=1, 2, ..., п) - достаточно гладкие функции, рk(х) и ∂рk/∂хk 

(k=1, 2, ..., n) измеримы и ограничены. 

Пусть при В Ω рассмотрим уравнение 

(1) относительно функции u(х), которая удовлетворяет однородным граничным 
условиям типа Дирихле 

где 
Наряду с задачей (1), (2) будем рассматривать и сопряженную 
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где - оператор первого порядка, формально сопряженный к 
Обозначим через М множе ство индексов (1 ,2 , . . . , п). Пусть Q={k М|аk(х)<0}, 

Предположим, что коэффициенты аk(х), bk(х) (k=1, 2, ..., п) удовлетворяют 
следующим условиям: 

Условие I. а) 

б) bk(х')≠0 при k Q; 

в) если при k М, то 

β0=const>0; 
д) А>0. 
Условие II. а) Считаем, что выполняются требования а) - г) условия I; 

б) если А<0, то В>0 и 

Условие III. а) Считаем, что выполняются требования а) - г) условия I; 
б) если A=0, то В>0. 

Условие IV. Для любого > 0 при всех k М. 

Условие V. Для любого < 0 при всех k М. 

Пусть - подпространство пространства Соболе­
ва (Ω), элементы которого удовлетворяют однородным граничным услови-
ям (2) ((4)). 

Задачу (1 ) - (2 ) будем рассматривать как решение операторного уравнения 
= f (5) 

с областью определения D(L) = (Ω), а задачу (3), (4) - как решение опера­
торного уравнения 

= g (6) 

с областью определения . 

Для доказательства разрешимости уравнения (5) при любых строим 
расширение L оператора такое, что множество его значений R(L) совпадает с 
пространством . Аналогично для оператора строим расширение L* [см. 1]. 
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Докажем энергетические неравенства для операторов L и 
Теорема 1. При выполнении одного из условий I - IV для любых u и υ из 

при достаточно большом λ(х) справедливы неравенства 

где постоянные С и С* положительны и не зависят от функций и и υ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем неравенство (7) сначала для функций 

В этом случае 

В (9) полагаем υ(х)=ψ(х)u(х), ψ(x)=-ехр(-β0х0-φ(х')). С учетом условий (2) 
будем иметь 

Выберем функцию φ(x') и константу β0 таким образом, чтобы форма в первых 
скобках (10) была положительно определенной. Это будет верно тогда и только 
тогда, если главные миноры матрицы 
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будут больше нуля. Отсюда следует необходимость выполнения условий β0>0, 
+ ∂b і(х')/∂хі > 0 , і=1, 2, ...,п. 

Рассуждая аналогичным образом, как в [1] при доказательстве теоремы 1, 
получим, что главные миноры будут больше нуля, если 

Путем исследования на максимум функции fn(φx) можно убедиться, что при 
выполнении условий теоремы неравенство (11) всегда справедливо, если β0>0 и 

Пусть βkxk,где не зависит от xk, если 

а постоянные βk выбираем таким образом, чтобы + ∂bk(х') / ∂хk >0 

при . Функция должна удовлетворять системе 

которая в силу требований г) условия I всегда разрешима [4]. Если выполняется 
условие IV, то полагаем (х') = 0 для всех k М. Так как в силу 

доказанного форма в первых скобках положительна, то 

Выражение, стоящее в последних скобках (10), неотрицательно в силу дос­
таточно большой функции λ(х). Так как 

то верна следующая оценка снизу: 

Поскольку и в силу неравенства (12) 

Доказательство неравенства (7) в общем случае для u и υ и з (Ω) можно 

осуществить с помощью операторов осреднения [2, 3]. Если (Ω), то 

. На основании доказанного 
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В силу свойств операторов осреднения Jk и , <LJku, υ> можно записать в 
виде 

<LJku, υ>=<Lu, >+К(и,υ;k), (14) 
где для К(u, υ; k) справедлива оценка 

Кроме того, 

В силу (14)-(16) неравенство (13) можно продолжить следующим образом: 

В неравенстве (17) переходим к пределу при k→∞. Так как 

при k→∞, то в результате получим доказываемое неравен­

ство (7) для ­
Неравенство (8) доказывается аналогично. 
Теорема 2. При выполнении одного из условий I - IV и достаточно боль­

шом λ(х) для любого существует и единственно обобщенное 
решение задачи (1)- (2) ((3)-(4)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Единственность обобщенных решений следует из не­
равенств (7) и (8). 

При доказательстве существования обобщенного решения задачи (1) - (2) 
заметим, что оператор L является замкнутым. Следовательно, область значений 
этого оператора есть замкнутое множество. Поэтому достаточно установить 
плотность множества значений {Lu}, когда u пробегает множество 
Пусть 

для любого и некоторого В равенстве (18) вместо u возь­
мем Jku. Тогда будем иметь 

Обозначим = К (u, υ; k). Тогда получим равенство 

По свойству операторов осреднения, если . По­

этому в оценке (8) заменим υ на . Будем иметь 
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где постоянная C7>0. Отсюда после перехода к пределу при k→∞ следует, что 
при k→∞. Следовательно, υ=0 в (Ω). 

Вторая часть теоремы 2 доказывается аналогично. 
Замечание. Если коэффициенты аk(х), bk(х) (k=1, 2, ..., n) удовлетворяют ус­

ловию V, то в этом случае рассматривается задача (1), (4) (условие (4) для 
функции u) и сопряженная к ней задача (2), (3) (условие (2) для функции υ). 
Тогда задача (1), (4) рассматривается как решение операторного уравнения 

с областью определения (Ω), а задача (2), (3) - как решение опера­
торного уравнения 

с областью определения (Ω).Расширения операторов и 

строятся по предыдущей схеме и рассматриваются как операторы из (Ω) 

в (Ω).Аналогично решения операторных уравнений для называ­
ются обобщенными решениями уравнений (19) и (20) соответственно. 

Справедливы следующие теоремы, которые вытекают из доказательств тео­
рем 1 и 2. 

Теорема 3. При выполнении условия V для любых u и υ из (Ω)при дос­
таточно большом λ(х) справедливы неравенства 

где постоянные С и С* положительны и не зависят от функций и и υ. 

Теорема 4. При выполнении условия V и достаточно большом λ(х) для лю­

бого существует и единственно обобщенное решение 

(Ω) ( (Ω)) задачи (1),(4) ((2),(3)). 
Приведем примеры уравнений, для которых рассматриваемые задачи будут 

разрешимы. 
Пример 1. В произвольной замкнутой области с достаточно гладкой грани­

цей Ω={(x0, x1)|mах x0=mах x1=1, min x0=min x1=0} рассмотрим уравнение вида 

где а(х)=2х0+3х1-14, b(x)=x0+x1+1, (х, D) - многочлен первого порядка. То­

гда = 3 > 0 и 27b2(х)+4а3(х)<0. Поэтому рассматриваемое урав­

нение является гиперболическим и для него выполняется условие IV. 

Пример 2. Пусть задано уравнение 
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в замкнутой области Ω={(x0, x1)|max x0=max x1=2, min x0=min x1=l}. Так как 
27b2 (х) + 4а3 (х) = > 0, то уравнение является уравнением со­
ставного типа и его коэффициенты удовлетворяют условию IV. 

Пример 3. Уравнение вида 

является уравнением с кратными характеристиками, и, как легко видеть, его 
коэффициенты будут удовлетворять требованиям условия IV. 
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