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Подставляя (22), (23) в (20) и (21) с учетом (6) и (7), получим заключение 
теоремы. 

Замечание. Пусть функция С[0, 1] выпукла вниз и minf(x)=0. Тогда суще­
ствует такая точка [0, 1], что 

f(x) = f1(x) + f2(x) 

При этом функции f1(x) и f2(1-x) удовлетворяют условиям теоремы. По­
этому 

где Таким 
образом, оценка (1) следует из доказанной теоремы. 
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БАЗИС АВТОНОМНЫХ ПЕРВЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
СИСТЕМЫ ЯКОБИ - ФУРЬЕ 

The spectral method of building of the autonomous first integrals basis of the ordinary differen­
tial Jacobi - Fourier's system is elaborated. 

Рассмотрим обыкновенную дифференциальную систему 
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где х=(х1, ..., хn) - вектор из Rn, Х=(х1, ..., хn, 1), Аk(аk1, . . . ,а k , n+1), k = 

векторы из Rn+l, 

При n=2 уравнением траекторий системы (1) является уравнение Якоби, ме­
тоды интегрирования которого и обзор литературы приведены в [1] (см. также 
[2] и [3]). 

Используя подходы Г. Дарбу построения первого интеграла обыкновенной 
дифференциальной системы по ее частным интегралам [4] и учитывая наличие 
особых точек у системы (1), М. Лагутинский решил [5] задачу понижения по­
рядка этой системы, которую он назвал системой Якоби - Фурье. Используя метод 
частных интегралов полиномиальных многомерных (в частных произ­
водных и полных дифференциалах) дифференциальных систем [6], в работах [7-9] 
для системы Якоби - Фурье в частных производных были построены пер­
вые интегралы с точностью до последнего множителя. 

Построение первых интегралов и последних множителей системы (1) методом 
приведения матрицы преобразования этой системы к нормальной жордановой 
форме рассмотрено в [10]. Вместе с тем задача нахождения базиса первых 
интегралов системы (1) при п>2 оставалась открытой. 

Заметим, что в [11] спектральным методом для R-линейных систем уравне­ний 
в полных дифференциалах построен интегральный базис. В данной статье 
спектральным методом построен базис первых интегралов системы (1). 

Линейный частный интеграл. Уравнение det (В-λЕ)=0, где В есть матри­
ца, транспонированная к матрице ||аτk|| (τ - номер строки, k - номер столбца), Е есть 
единичная матрица, назовем интегральным характеристическим, а его корни - 
интегральными характеристическими корнями системы (1). 
Основу метода построения базиса первых интегралов составляет 
Теорема 1. Если Θ=(θ1, ..., θn+1) - собственный вектор матрицы В, то функ­
ция будет частным интегралом системы (1). 

Действительно, линейная неоднородная функция р является частным 
интегралом системы (1) тогда и только тогда, когда выполняется тождество 

где М=(μ1, ..., μn+1) - вектор из Rn+1, а - оператор 

дифференцирования в силу системы (1). Это тождество имеет место, если и 
только если совместна линейная система 

где δkτ, - символ Кронекера, а μi=-аn+1, i, i = , μn+1= -an+1, n+1 + λ. 
Первые интегралы системы (1). Методами, аналогичными изложенным в 

[12], доказываем следующие теоремы о построении автономных первых 
инте­гралов системы (1). 

Примем условные обозначения: 

рk(х) = ΘkХ, fk(x) = ФkХ, gk(x) = ΨkX, Θk=(θ1k, ..., θn+1, k), 

Ф k =(Rе θ1k, ..., Re θn+1, k), Ψk=(Im θ1k, ..., Im θn+1, k). 

Теорема 2. Пусть λi, i= ,- различные вещественные собственные числа 
матрицы В, которым соответствуют собственные векторы Θi, і = . Тогда пер­
вым интегралом на области G из Rn системы (1) будет функция 
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где числа h1, h2 и h3 находятся из системы h1+ h2 + h3=0, λ1h1+λ2h2+λ3h3=0 при ус­
ловии |h1|+|h2|+|h3|≠0. 

На основании теоремы 2 получаем следующие утверждения. 
Утверждение 1. Пусть вещественному собственному числу λ матрицы В 

соответствуют два линейно независимых собственных вектора Θ1 и Θ2. Тогда 
первым интегралом на области G пространства Rn системы (1) будет функция 

где h - произвольное фиксированное ненулевое вещественное число. 
Утверждение 2. Пусть существенно комплексному собственному числу 

λ1=ξ1+iζ1 матрицы В соответствует собственный вектор Θ1, а ее вещественному 
собственному числу λ3 - собственный вектор Θ3. Тогда первым интегралом на 
области G из Rn системы (1) будет функция 

Утверждение 3. Пусть существенно комплексным собственным числам 
λ1=ξ1+iζ1 и λ2=ξ2+iζ2 матрицы В соответствуют собственные векторы 
Θ1 и Θ2. Тогда функционально независимыми первыми интегралами на области 
G пространства Rn системы (1) будут функции 

При наличии у матрицы В кратных элементарных делителей вводится сле­
дующее понятие. 

Пусть λ - собственное число матрицы В, которому соответствует элемен­
тарный делитель кратности m и собственный вектор Век­
тор координатами которого являются решения системы 
уравнений 

назовем k-м присоединенным вектором матрицы В, соответствующим собст­
венному числу λ. 

Дополнительно обозначим: 

Первые интегралы в этом случае строим на основании следующих теорем.
Теорема 3. Пусть вещественному собственному числу λ1 матрицы В соот­

ветствуют двукратный элементарный делитель, собственный Θ1 и первый при­
соединенный векторы, а вещественному собственному числу λ2(λ2≠λ1) -
собственный вектор Θ2. Тогда первым интегралом системы (1) будет 
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Отсюда имеем. 
Если комплексному собственному числу λ1 = ξ1 +iζ1 матрицы В соответст­

вует собственный вектор Θ1, а ее вещественному собственному числу λ3 - соб­
ственный Θ3 и первый присоединенный векторы, то первым интегралом на 
области G системы (1) будет функция 

Если комплексному собственному числу λ1 = ξ1 +iζ1 матрицы В соответст­
вуют двукратный элементарный делитель, собственный Θ1 и первый присоеди­
ненный Θ(1)

1 векторы, то функционально независимыми первыми интегралами на 
области G системы (1) будут функции 

Теорема 4. Пусть вещественному собственному числу λ1 матрицы В соот­
ветствуют два двукратных элементарных делителя, линейно независимые соб­
ственные векторы Θ1, Θ2 и первые присоединенные векторы . Тогда 
первым интегралом на области G из Rn системы (1) будет функция 

Теорема 5. Пусть собственному  числу λ1 матрицы В соответствует m-крат-
ный (m≥3) элементарный делитель, собственный вектор и m-1 присоеди­

ненных векторов . Тогда функционально независимыми пер­
выми интегралами системы (1) будут функции 

где функции vq таковы, что в каждой точке х области G 

Теорема 5 предусматривает как случай вещественного собственного числа 
λ1 матрицы В, так и комплексного. При комплексном λ1 первые интегралы 

, распадаются на вещественные интегралы 
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В.Ю. ТЫЩЕНКО 

О КЛАССИФИКАЦИИ 
ВПОЛНЕ РАЗРЕШИМЫХ УРАВНЕНИЙ РИККАТИ 

Topological and smooth classifications of two classes of completely solvable real Riccati equations have 
been carried out. 

1. Постановка задачи. В работах [1-4] рассматривались различные класси­
фикации слоений, определяемых обыкновенными дифференциальными урав­
нениями Риккати. В данной работе проведем топологическую и гладкую клас­
сификации вполне разрешимых [5] вещественных уравнений Риккати с перио­
дическими коэффициентами и коэффициентами, голоморфными на простран­
стве Rm с n выколотыми точками. 

2. Топологическая эквивалентность. Рассмотрим вполне разрешимые 
уравнения Риккати 

где функции aijk(t1, ..., tm), i= j= m>1, k= будут голоморфны­
ми на Rm и 1-периодическими по каждому аргументу. Общие решения уравне­
ния (k) определяют накрывающие слоения [4] на многообразии , где 
есть вещественная прямая R, дополненная бесконечно удаленной, точкой ∞, Тm -
m-мерный тор. Уравнения (1) и (2) назовем топологически эквивалентными, 
если существует гомеоморфизм переводящий слои одного 
слоения в слои другого, причем проекции образа и прообраза на каждый со­
множитель совпадают. 

Группа Н1(Тm) изоморфна Zm. Обозначим через образующие этой груп­

пы; через - дробно-линейные преобразования голономии [4] 

уравнения (к), соответствующие этим образующим; через -

матрицы, соответствующие преобразованиям Pjk(x), j = k = Не ума­

ляя общности, будем считать, что det2Pjk=l, j = k= В силу коммута­
тивности группы Н1(Тm) приходим к выводу, что все преобразования Pjk(х), 
j = а также соответствующие им матрицы Pjk, j = 
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