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УДК 517.95 
Е.Е. КУЛЕШ 

О КЛАССАХ УРАВНЕНИИ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ СО СВОЙСТВОМ ПЕНЛЕВЕ 

Two classes of nonlinear partial differentia  equations of the order n≥2 with Painleve property have been 
obtained. 

Пусть D - оператор дифференцирования по x. Операторы L и В зададим
следующим образом: 

L=D-υ, (1) 
B = Dn+p1Dn-1+p2Dn-2+... + pn_2D2+pn_lD + pn, (2) 

где υ=υ(х, t), pk=pk(x, t), k=1, 2, ..., п. Пусть Bu=ut, Lu=λu, λ - собственное значение
оператора L. Тогда 

ux-υu=λu. (3) 
Имеет место 

Теорема 1. Чтобы собственное значение λ оператора L из (1) не зависело от
времени t, функция υ должна удовлетворять уравнению 
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Доказательство. Продифференцируем (3) по t. Получим
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uxt-υtu-υut=λtu λut. 
Пусть At=0. Тогда имеем 

uxt-υut=υtu+λut. (5) 
С учетом (1) перепишем (5) в виде 

Lut=υtu+λut. (6) 
Так как оператор В определяет эволюцию собственной функции и по времени, из 

(6) имеем 
L(Bu)=υtu+λ(Bu). 

В силу того, что λ=const, запишем 
L(Bu)-B(λu)=υtu 

или 
(LB-BL)u=υtu. (7) 

С учетом (1), (2) будем иметь 

где считаем p0= 1, D0u≡u. С учетом (8) из (7) получим 

Чтобы равенство (9) выполнялось тождественно, необходимо требовать ра-
венство нулю коэффициентов при . Тогда получим для функции  
уравнение 

где a=-Dpn, а коэффициенты рk заданы рекуррентными формулами 

Преобразуем формулу для рk. Выполним замену h=e-q, где  Так как 
то можно записать 

Докажем, что все коэффициенты рk можно найти по формуле 

Например, 
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где γi=γi(t). γ0=1. Мы уже убедились, что формула (10) верна при k=1, 2, 3. Допустим, 
что формула (10) верна при всех k<s. Докажем, что (10) имеет место при k=s. В
самом деле, 

Значит, формула (10) верна. Теорема 1 доказана. 
При n=2, 3, 4, 5 уравнение (4) соответственно примет вид 

Теорема 2. Нелинейное уравнение (4) имеет свойство Пенлеве. 
Доказательство. Выполним замену 

Поменяв порядок суммирования и записав отдельно слагаемые при k=i, получим 

Коэффициенты pk при этом примут вид 

С учетом (11), (12) перепишем уравнение (4) в виде

откуда найдем 

Методом математической индукции докажем
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Легко проверить, что при п=1 формула (14) верна. Пусть (14) имеет место при всех
n<s. Докажем, что (14) выполняется при n=s. В самом деле, 

Значит, формула (14) верна при любом натуральном п. Применив к первому
слагаемому уравнения (13) формулу (14), будем иметь 

откуда, выполнив во втором слагаемом замену j=s+i, получим 

Воспользовавшись во втором слагаемом формулой (14) и выполнив в последнем
слагаемом левой части последнего уравнения замену k=s+i, получим 

Обозначив a=-bx, перепишем последнее уравнение в виде 
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где b=b(х, t), h=h(t), γ0=l, γi=γi(t), i = 1, 2, ..., n-1. 
Итак, заменой (11) уравнение (4) приводится к виду (15). Уравнение (15) - ли-

нейное. Значит, оно не имеет никаких подвижных особенностей [1, с. 9, 25, 38]. 

Тогда функция также не имеет подвижных критических особенно- 

стей. Но в тех точках (х, t), где w(x, t)=0, функция и имеет полярные подвижные
особенности однозначного характера. Теорема 2 доказана. 

Рассмотрим далее уравнение Вu =ut. Из (3) найдем . Тогда с уче- 

том (2), (10), полагая рn=с, с=с(х, t), получим уравнение 

где и=u(х, t), γ0=l, γi=γi(t),  
Теорема 3. Нелинейное уравнение (16) имеет свойство Пенлеве. 
Доказательство. Выполним замену 

Итак, заменой (17) уравнение (16) приводится к виду (19). Уравнение (19) -ли-
нейное. Значит, оно не имеет никаких подвижных особенностей [1, с. 9, 25, 38]. 
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Умножая данное уравнение на -g2 и выделяя слагаемые при j = k, получим 

Воспользуемся в первой сумме формулой (14)

Выделяя слагаемые при j=n-i-k, получим

Можно показать, что имеет место равенство

Тогда уравнение (18) примет вид 
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Тогда функция 
   
также не имеет подвижных критических особенностей. 

Но в тех точках (х, t), где g(x, t)=0, функция и имеет полярные подвижные осо-
бенности однозначного характера. Теорема 3 доказана. 
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=y(1+Dx+Px2)≡ρ, 
= -х+Ах2+Су2+Кхъ+Мху2≡μ,                                    (1) 

где А, С, D, К, М, Р - комплексные постоянные. Начало координат системы (1) 
является особой точкой типа центра. Найдем условия, при которых О(0, 0) является
изохронным центром. 

Определение 1. Особая точка О(0, 0) системы
= Р(х,у), =Q(x,y), 

(2) 
где  Р,   Q -  аналитические  в  окрестности х=у=0  функции  вида Р(х, у)= 

называется центром, если система (2) 

имеет аналитический в окрестности х=у=0 интеграл х2+у2+  

Определение 2. Центр О(0, 0) системы (2) называется изохронным, если су-
ществует    аналитическое    в    окрестности    х=у=0    преобразование    u=х+ 

, приводящее систему (2) к системе =v,  = -u. 

1. Для системы (1) существует ряд h=x+ ,  для которого в 
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