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E-АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ СИСТЕМАМ С БЕСКОНЕЧНО

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

It is proved that for any linear system with piece-wise continuous bounded coefficients there 
exists an E-asymptotic equivalent linear system with infinitely differentiable bounded coefficients. 
The existence of linear systems which have not the C-asymptotic equivalent linear system with 
continuously differentiable bounded coefficients with bounded derivatives is proved. 
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Краткие сообщения 

Рассмотрим линейную дифференциальную систему 

с кусочно-непрерывной ограниченной  матрицей коэф- 
фициентов A(t)=(aij(t)), i,j=  Пусть - группа постоянных невырожденных
действительных n×n-матриц С, а - группа абсолютно непрерывных невырож-
денных на  действительных n×n-матриц L(t), Е - единичная n×n-матрица. 
Положим 

Определение. Систему 

с кусочно-непрерывными ограниченными на R+ коэффициентами назовем
С-асимптотически (E-асимптотически) эквивалентной системе (1), если существует
переводящее систему (1) в систему (2) линейное преобразование x=L(t)y, матрица L 
которого принадлежит  

Поскольку легко проверить, что    является подгруппой группы  
матриц Ляпунова, то С-асимпто-

тически и E-асимптотически эквивалентные системы являются также и асим-
птотически эквивалентными [1]. В [2-4] было показано существование для систем 
(1) таких систем (2) с бесконечно дифференцируемыми ограниченными ко-
эффициентами, что заданные асимптотические свойства решений систем (1) и (2) 
совпадают. Более того, справедлива следующая 

Теорема 1. Для любой системы (1) существует E-асимптотически эквива-
лентная ей система (2) с ограниченными бесконечно дифференцируемыми на R+ 
коэффициентами. 

Доказательство. Обозначим I(f, s, t)= Построим такую неограни- 

ченно возрастающую последовательность точек (tk), что t0=0 и для tk [т, т+1), 

В [5] было показано, что для каждой из функций аij существует такая принимающая
только два значения а и -а кусочно-постоянная функция ,  что 

  причем последовательность  точек разрыва

функции  является подпоследовательностью построенной последовательности 
(tk). Поэтому система (1) E-асимптотически эквивалентна [6] системе 

Рассмотрим функцию e(t, t1, t2), равную 0 при t (-∞, t1], равную
exp(-(t-t1)-2exp(-(t-t2)-2)) при t (t1, t2), t1<t2, и равную 1 при t [t2, +∞), которая
является бесконечно дифференцируемой на  функцией [7, с. 54]. Пусть
функции mij: N0→N0 таковы, что mij(k)=т, если  [т,т + 1). Коэффициенты 

искомой бесконечно дифференцируемой системы (2) определим на    сле- 

дующим     образом:    где 
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i, j = 1, п. Действительно, в силу такого определения при 

любом  в состав бесконечной суммы входит не более двух ненулевых

слагаемых.   Поэтому   коэффициента   bij(t),    i,j=  принадлежат   классу 
С∞( ) бесконечно дифференцируемых на  функций как сумма конечного числа
функций из того же класса. Кроме того, в силу леммы работы [8] при всех  
выполнены неравенства -a≤bij(t)≤a. Следовательно, функции bij(t), 

i, j =  ограничены на  
Докажем, что построенная система (2) E-асимптотически эквивалентна системе 

(4). В силу (3) для любого  имеем 

что гарантирует [6] E-асимптотическую эквивалентность систем (2) и (4). В силу
транзитивности отношения E-асимптотической эквивалентности системы (1) и (2) 
также E-асимптотически эквивалентны. Теорема доказана. 

В [9] показано, что любая система (1) асимптотически эквивалентна системе с
бесконечно дифференцируемыми и ограниченными вместе со всеми своими
производными коэффициентами. Подобное утверждение уже не имеет места для
С-асимптотической эквивалентности. Имеет место 

Теорема 2. Существуют такие лгнейные системы (1), что среди
С-асимп-тотически эквивалентных им с непре рывно дифференцируемыми
коэффициентами систем нет таких, коэффициенты которых обладают
ограниченными на R+ производными. 

Доказательство. Пусть (tk) - такая неограниченно возрастающая последо-
вательность,   что   t0=0,  для   всех.    Рассмотрим   систему 

где   р(t)=а   при   t [t2m, t2m+1)   и   p(t)=-a   при t [t2m+1, 
t2m+2), , a>0. Предположим, что этой системе С-асимптотически
эквивалентна система , с непрерывно дифференцируе-
мой на  функцией q(t). Тогда I(р-q; 0, t)→с≠0 при t→+∞. В силу теоремы 
Больцано - Коши [ 10, с. 161] имеем 

Из (5) при следует существование такого k0, что при всех k≥k0

выполнено неравенство I(p-q; tk, tk+1)≤ε0. Поэтому для всех четных k=2m>k0 

существует такое τ2т [t2m, t2m+1], что -ε0≤(a-q(τ2m))(t2m+1-t2m)≤ε0. Следовательно, 
0,5а ≤q(τ2т)≤1,5а. (6) 

Аналогично для всех нечетных k=2т+1>k0 существует такое τ2т+1 e [t2m+l, t2m+2], что 
-1,5а ≤q(τ2т+1)≤-0,5а. (7) 

Рассмотрим множество  q(t) ≥ 0,5а}. В силу (6) точка 

, т. е множество , и так как оно ограйичено сверху, то сущест- 

вует  Из определения супремума и непрерывности функции q сле-

дует,   что   = 0,5а.   Аналогично  из  (7)  для  множества 
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q(t)≤-0,5a} существует такое   и  

=-0,5а. Заметим, что при этом |q(t)|≤0,5a для всех t 

Если    то q(t) ≥ -0,5а > -a = p(t) для всех t  По- 

этому  и, следовательно, 

Такое же неравенство получаем и в случае, когда < t 2m+1. 

Если же    то аналогично получаем 

Для т таких, что 2т>k0, рассмотрим последовательность (δm), δт =  
Покажем, что δm→0 при т→+∞. Предположим от противного, что существует такое 
ε1>0, что для любого v>0 существует такое mv>v, что > ε1. Положим в (5)

ε=ε2=0,2аε1 и выберем v настолько большим, чтобы ≥T(ε2). Тогда в зависимости

от расположения  относительно  получим противоречие либо из (5) 

и (8): 0,2аε1 =ε2 |I(p-q; ≥ 0, 5aε1, либо из (5) и (9):   0,4аε1=2ε2≥|I(p 

- q; )| + |I(p - q;  ≥ 0,5aε1. 
Таким образом, действительно, δm→0 при т→+∞. 

В силу теоремы Лагранжа [10, с. 285] для всех достаточно больших т суще-
ствует такая точка <зт  что q'(σm)δm = =-а. Следовательно, 
q'(σm) = -  и |q'(σm)|→+∞ при т→+∞, т. е. производная функции q не является 
ограниченной на  функцией, что и доказывает требуемое утверждение. 
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