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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ВОЗМУЩЕНИЙ К ЗАДАЧЕ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ С БОЛЬШОЙ 

ДЛИТЕЛЬНОСТЬЮ ПРОЦЕССА 

The long horizon optimal control problem for a stable linear system is considered. The func­
tional equality-type constraints are imposed at the right-hand end of the trajectories, and the values 
of the multidimensional control are bounded in Euclidean norm. The asymptotic approximation to 
the solution of this problem is constructed using the results for optimization of singularly perturbed 
systems. 

Динамические процессы большой продолжительности часто встречаются в 
приложениях (см., например, [1-3]). При численном решении задач оптималь­
ного управления такими процессами приходится неоднократно интегрировать 
на больших промежутках прямые и сопряженные системы, что связано с серьез­
ными трудностями вследствие накопления ошибок усечения. В задачах с ма­
лыми управляющими воздействиями эффективным средством преодоления этих 
трудностей могут оказаться асимптотические методы типа усреднения [1-3]. 
Предлагаемый нами в данной статье асимптотический подход опирается на ре­
зультаты по оптимизации сингулярно возмущенных систем [4]. Он применим к 
устойчивым системам, но в отличие от методов усреднения не требует малости 
управляющих воздействий. 

В классе r-мерных управляющих воздействий u(t)=(u1(t), ..., ur(t)) с кусочно-
непрерывными компонентами рассмотрим задачу оптимального управления 
линейной стационарной системой 

где - малый положительный параметр, х - n-вектор, g - m-вектор 

- евклидова норма вектора и. 
Предположение 1. Матрица А устойчивая, т. е. действительные части всех 

ее собственных значений отрицательны. 
Предположение 2. Имеет место 

Определение. Управление , с кусочно-непрерывными компо­
нентами назовем асимптотически субоптимальным в задаче (1), если 

, и для любого натурального числа N выполняются соот­
ношения 
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где - оптимальное управление в задаче (1), а 

- траектория, порожденная управлением 
Ниже будет показано, что рассмотренная задача сводится к сингулярно воз­

мущенной задаче терминального управления и асимптотически субоптималь­
ное управление в ней может быть построено с помощью алгоритма, изложен­
ного в [4]. 

Переходя к «медленному времени» и полагая 
запишем задачу (1) в виде 

Задача (2), в свою очередь, эквивалентна задаче терминального управления 

в которой 
В [4] предложен алгоритм построения асимптотических приближений к ре­

шению сингулярно возмущенной задачи терминального управления. Применим 
этот алгоритм к задаче (3). На первом этапе алгоритма решается вырожденная 
задача, которая в данном случае имеет вид 

При выполнении предположения 2 ее решением, очевидно, будет управле­
ние 

Далее решается задача оптимального управления с бесконечной длитель­
ностью процесса 

Предположение 3. Задача (4) имеет решение и является нормаль­
ной. 

При таком предположении согласно принципу максимума [5] 

где 

а - решение сопряженной системы 

в которой - вектор множителей Лагранжа размерности т. Заметим, что в то 
же время 

где Ф(s)=G(s)B, a G(s), - матричная функция, являющаяся решением на­
чальной задачи 

dG/ds = -GA, G(0) = En. 

Предположение 4. Выполнены условия где 
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При выполнении первого из этих условий оптимальное управление в задаче 
(4), как видно из (5), допускает представление 

Введем обозначение 

где , - решение начальной задачи 

Из доказанной в [4] теоремы следует, что при выполнении предположений 1-4 
в задаче (3) с достаточно малым существует оптимальное управление вида 

при этом имеет место асимптотическое разложение 

старший коэффициент которого есть вектор множителей Лагранжа, соответст­
вующий решению задачи (4). 

Заметим, что в силу (6), (7), (9), (10) 

В [4] приведен алгоритм, с помощью которого можно вычислить коэффициен­
ты разложения (11). Применяя его, обнаруживаем, что в данном случае 

Вернемся к исходной задаче (1). Оптимальное управление в ней имеет вид 

а управление 

будет асимптотически оптимальным. Как видно из (8), (12), оно представимо в 
виде 

Обратим внимание на то, что это асимптотическое приближение к решению 
исходной задачи не зависит от начального состояния x0 динамической системы. 

1. Б о г о л ю б о в Н.Н. , М и т р о п о л ь с к и й Ю.А. Асимптотические методы в теории 
нелинейных колебаний. М., 1963. 

2. Ч е р н о у с ь к о Ф.Л., Акуленко Л.Д., Соколов Б . Н. Управление колебаниями. 
М., 1980. 

З . П л о т н и к о в В.А. Метод усреднения в задачах управления. Киев, 1992. 
4. К а л и н и н А . И . , Семенов К. В .//Изв. РАН. Теория и системы управления. 2004. 

№ 5. С. 32. 
5 . П о н т р я г и н Л . С , Б о л т я н с к и й В.Г., Г а м к р е л и д з е Р.В., Мищенко Е.Ф. 

Математическая теория оптимальных процессов. М, 1983. 

Поступила в редакцию 06.04.2004. 

Анатолий Иосифович Калинин - доктор физико-математических наук, профессор, заведую­
щий кафедрой методов оптимального управления. 

Константин Вячеславович Семенов - аспирант кафедры методов оптимального управления. 
Научный руководитель - А.И. Калинин. 

111 


