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практически не изменяя своего вида. При кривая аналогична кривой 

для =0. Напряжения при изменении угла от 0 до озрастают и 

меняют ориентацию в координатной плоскости (x10х2), например, максималь­

ные напряжения при =0 и составляют 1,224 и 4,05 соответственно. 

Это обстоятельство целесообразно учитывать при проектировании конструк­
ций из стеклопластика, чтобы уменьшить значения напряжений, возникающих 
при динамических воздействиях. 

Распределение напряжений , 

возникающих в стеклопластике с уг­
лом намотки =0, при распростране­
нии квазипоперечной волны показано 
на рис. 3 (числовые данные прежние). 

Сравнительный анализ кривых нор­

мальных напряжений (см. рис. 2) и 

(см. рис. 3) показывает, что рас­

пределение последних имеет более 

сложный характер, что можно объяс­

нить наличием лакун на волновом 

фронте квазипоперечной волны [1]. 

При изменении угла намотки ориен­

тация напряжений также изменяется, однако значения напряжений при 

этом существенно не возрастают. 
В заключение отметим, что распределения динамических напряжений, по­

лученные для стеклопластиков с углом намотки =0, имеют тот же вид для ор-
тотропных материалов. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОЦЕНКИ ИМПУЛЬСНОЙ 
ПЕРЕХОДНОЙ ФУНКЦИИ ДВУМЕРНОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 

In this paper, the statistical estimator of the pulse transfer function of a two-dimensional linear 
system disturbed by the white noise is proposed. The performance of this estimator is studied. Con­
ditions for the asymptotic normality of the finite dimensional distributions of the normalized error 
in estimation of the pulse transfer function are given. 

Пусть задана двумерная линейная система с импульсной переходной функ­

цией ­­­­ ­­ Компонента 
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предполагается неизвестной, а вторая компонента 
известна и может изменяться в зависимости от параметра Система возмуща­
ется гауссовским белым шумом, т. е. наблюдаются процессы 

где - стандартная случайная винеровская мера на R. 
По наблюдениям за реализациями процессов необходимо оценить 

функцию , что является одной из задач теории линейных систем. При ее 
решении наряду с различными детерминированными методами рассматрива­
ются статистические подходы (см., например, [1, 2]). В работе [3] изучено по­
ведение погрешности оценивания импульсной переходной функции одномер­
ной линейной системы. В предлагаемой работе рассматривается более слож­
ный случай - двумерная линейная система. В качестве оценки для Н использу­
ются совместные коррелограммы между случайными процессами . Уста­
навливаются условия, при которых имеет место асимптотическая нормальность 
конечномерных распределений нормированной погрешности оценки импульс­
ной переходной функции. 

Пусть - семейство действительнозначных функций та­

ких, что g(t)=0 при t<0, удовлетворяющих следующим условиям: 

в) существует такое число что для всех и, 

более того, для 

Из условий (1а), (1б) следует, что функция (преобразование Фурье 

функции является ограниченной и непрерывной и, кроме того, 

Пусть В качестве оценки для рассматриваем статистику 

Из соотношения (2) следует, что 

Ясно, что т. е. оценка является смещенной и дальнейший анализ 

связан с изучением ее асимптотического поведения при Положим 

Лемма 1. Пусть Тогда для всех справедливо равенство 
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Доказательство проводится прямым вычислением. 
Положим 

Лемма 2. Пусть 1) ; 2) существует такое р>2, что ; 
3) функция Н* непрерывна почти всюду (относительно меры Лебега) на R. То­
гда для всех справедливо равенство 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Подход к доказательству аналогичен [3] и поэтому 
опускается. 

Пусть - центрированный гауссовский процесс с корреляционной 
функцией , определенной в (4). Запись обозначает сходимость 
при всех конечномерных распределений процесса к 
соответствующим конечномерным распределениям процесса Z. 

Лемма 3. Для любого натурального числа и любых 
справедливо равенство 

где с - константа из условия (1 в), сумма берется по всем неупорядоченным 

разбиениям (D1, ..., Dn) таблицы 

на непересекающиеся 

двухэлементные подмножества Dk, k=1, 2, ..., п, таблицы D, которые не совпа­
дают с ее строками; 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь теоремой Фубини - Тонелли, равенством (3) 
и Формулой Леонова - Ширяева [4], можно исследовать соотношение (5). 

Теорема 1. Пусть 1) функция Н* непрерыв­
на почти всюду на R. Тогда для всех 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку процессы и Z имеют нулевое среднее, 
соотношение (6 а) выполнено при п=1. При п=2 это соотношение установлено в 
лемме 2, поэтому в дальнейшем . Следуя принятой терминологии, скажем, 
что элементы образуют простой блок, если их объединение совпадает 

с двумя какими-либо строками таблицы D. Соответственно разбиение D1, ..., Dn 

таблицы D будем называть простым, если его элементы можно разбить по па­
рам, образующим простые блоки. Ясно, что это может иметь место лишь в слу­
чае четных п. Разбиение D1, ..., Dn, не являющееся простым, будем называть 
сложным. Разобьем сумму в правой части равенства (5) на сумму 

по простым разбиениям и сумму по 

сложным разбиениям. Для доказательства теоремы нужно показать, что для 
любых 
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Докажем соотношение (7 а). Число при этом четное. Если пара 

элементов разбиения образует простой блок, то найдутся такие j, 
что либо 

Элементы первого типа обозначим , а второго типа - . Яс­

но, что 

где сумма берется по всем неупорядоченным разбиениям множества {1, ..., п} 
на непересекающиеся двухэлементные подмножества. Так как (см. лемму 1) 

Отсюда в силу леммы 2 и формул Леонова - Ширяева (см., например, [4]) вы­
текает соотношение (7 а). 

Перейдем к доказательству соотношения (7 б). Каждое сложное разбиение 
можно представить в виде объединения конечного числа неразложимых бло­
ков, т. е. блоков, объединение элементов которых совпадает с каким-либо чис­
лом строк таблицы D, никакое их подмножество таким свойством не обладает. 
Минимальным неразложимым блоком является простой блок. Следовательно, в 
представлении сложного разбиения всегда присутствует неразложимый блок, 
содержащий не менее трех строк таблицы D. Заметим, что, переставив соответ­
ствующим образом строки, которые образуют неразложимый блок, можно до­
биться того, что элементы этого блока соединяют первую строку со второй, 
вторую - с третьей и т. д., а последняя строка соединяется с первой. Соответст­
венно сумму можно записать в виде 

где d - число неразложимых блоков, представляющих сложное разбиение; 

причем всегда найдется такое р, что - интегралы вида 
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где (см., например, [5]); равняется 0, или , или 

равняется , или , или в зависимости от 

конкретной структуры неразложимого блока {D1, ..., Dm}. Причем всегда при­
сутствуют хотя бы два различных типа этих функций. Поскольку по условию 

(16) и условию 2) теоремы 1 функции ограничены и 

, то (см., например, [5]) . Отсюда и из соотно­

шений (8), (9) вытекает соотношение (7 б). 
Теорема 2. Пусть 1) ; 2) существует р>2, функция Н* 

непрерывна почти всюду на R; 4) так, что для любого 

тогда имеют место соотношения (6). 

Д о к а з а т е л ь с т в о в целом повторяет схему доказательства теоремы 1. 

Отличие состоит в обосновании сходимости к нулю интегралов (10). По­

скольку функция Н* не предполагается интегрируемой и ограниченной, то вме­
сто работы [5] воспользуемся работой [6]. При этом нужно учитывать возмож­
ный вид функций gj,j=l, ..., т (см. (10)). Пусть k1, k2, k3 - соответственно число 

функций gj в интеграле (10), совпадающих с функциями 

Ясно, что k1+k2+k3=m. При этом , поскольку функции соответ­

ствует элемент разбиения Dk, содержащий два элемента первого столбца таб­

лицы D. Кроме того, среди функций gj всегда присутствует хотя бы одна функ­

ция, отличная от . Циклической заменой переменных можно добиться то­

го, что аргументом этой функции является х\. Согласно работе [6] при 
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где , А - кон­

станта, фигурирующая в работе [6]. В силу условий 1), 2) теоремы 2 

Поскольку то можно считать, что . Таким образом, 

для любых возможных значений k1, k2, k3, при 

Рассмотрим случай т=3. В этой ситуации только одна из функций {gj, j=1, 

2, 3} может совпадать с . Производя циклическую замену переменных, мож­

но добиться того, что ее аргументом будет х3, то (см., например, [6]) 

Из неравенств (12), (13) и соотношений (11) следует, что для любого 

Асимптотическая нормальность процесса лишь частично характеризует 

качество оценки . Более важная информация содержится в асимптотиче­

ских свойствах погрешности где 

Погрешность представим в виде суммы 

Пусть Аналогично определяется процесс Z(S). 

Определение. Пусть Скажем, что точка принадлежит 

множеству если функция Н удовлетворяет в точке условию Липшица с 
показателем т. е. найдутся такие что при 

Пусть функции и константа с определены в условиях (1) и 
Рассмотрим условия так, что 

Из равенства и равенства (3) следует, что для любого 
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Лемма 4. Пусть . Если и дополнительно к условиям 

(1) так, что выполняются условия (14), то 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий (14) и равенства (15) следует, что 

Теорема 3. Пусть (0, 1] и выполнены условия: 1) 
2) ; 3) функция H* непрерывна почти всюду на R. Тогда, если 

так, что выполняются условия (14), то 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема 3 непосредственно следует из теоремы 1, 
леммы 4 и свойства сходимости случайных процессов (см., например, [7]). 

Теорема 4. Пусть (0, 1] и выполнены условия: 1) ; 2) существует 

такое р>2, что ; 3) функция Н* непрерывна почти всюду на R. Тогда, 
если так, что выполняются условия (14) и, кроме того, для любого 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема 4 непосредственно следует из теоремы 2, 
леммы 4 и свойства сходимости случайных процессов (см., например, [7]). 
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