
2013 
Минск

специальностей

техническихматематическихфизикостудентовдляПособие

РЯДЫ

ЧИСЛОВЫЕ

Козадаев. . , Прохорович. . , Ахраменко. . 

системинтеллектуальныхкафедра
ТЕХНОЛОГИЙКОМПЬЮТЕРНЫХРАДИОФИЗИКИФАКУЛЬТЕТ

физикиматематическойматематикивысшейкафедра
ФАКУЛЬТЕТФИЗИЧЕСКИЙ

УНИВЕРСИТЕТГОСУДАРСТВЕННЫЙБЕЛОРУССКИЙ   
 

  
   и   

 

  И   
   

 
 
 
 
 
 
 

В К М А К В  
 
 

 

 
 
 

   -  и  
 

 
 
 
 
 
 
 

 



95

Поляков. . 
  наукматематическихфизикокандидат

Берник. . 
  наукматематическихфизикодоктор

:  Р е ц е н з е н ты

Козадаев. . , Прохорович. . , Ахраменко. . 
: А в т о р ы

 8 протокол.,  2013 марта26 
технологийкомпьютерныхрадиофизикифакультета

советомРекомендовано

95           
73-1   22.161ББК

 517.521(075.8) УДК

я

А

 
 

  
  и   

г  №
 
 

 

В К М А К В  
 
 
 

 -  
В И ; 

 -  
А В  

 
 
 
 

А  

, 2013 БГУ© 

73-1   22.161ББК

 517.521(075.8) УДК

. специальностей

техническихматематических--физикопреподавателямстудентам

также», электроникаФизическая», 1-31 04 03 «Радиофизика

», 1-31 04 02 безопасностьКомпьютерная 1-98 01 01 «специальностямпо

обучающимся, университетагосударственногоБелорусскоготехнологий

компьютерныхрадиофизикифакультетастудентамАдресуется

. , 2013. – 52 БГУ. : Минск. – Козадаев. . , Прохорович. . 
, Ахраменко. .  / Пособие : рядыЧисловые. . , Ахраменко В К  В К

М А К В с
 

 
 

    и  
    

  
«  а  

 и   и  

 

я

 
 



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 52

Ïðèëîæåíèå 46

Îòâåòû è óêàçàíèÿ 42

3.12 Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü . . . . . . . . . . 37
3.11 Ïðèçíàê Ëåéáíèöà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.10 Ïðèçíàê Àáåëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.9 Ïðèçíàê Äèðèõëå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû 30

2.8 Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè�Ìàêëîðåíà 26
2.7 Ïðèçíàê Êîøè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.6 Ïðèçíàê Äàëàìáåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.5 Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . 19
2.4 Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè 17

1.3 Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà . . . . . . . . . . . . 12
1.2 Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà . . . . . . . . 9
1.1 Ñóììà ðÿäà. Ñõîäèìîñòü . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1 ×èñëîâûå ðÿäû 5

Ââåäåíèå 4

Ñîäåðæàíèå



ïðåäúÿâëÿåìûì ê ñîâðåìåííîìó îáðàçîâàíèþ
ãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Îíî îòâå÷àåò âñåì òðåáîâàíèÿì,
òåðíûõ òåõíîëîãèé, à òàêæå ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Áåëîðóññêî-
íèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé íà ôàêóëüòåòå ðàäèîôèçèêè è êîìïüþ-
Äàííîå ïîñîáèå íàïèñàíî àâòîðàìè íà îñíîâå ÷òåíèÿ ëåêöèé è âåäå-

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

                 

   молодец, нашел! 

æèâàíèÿ.
ïðèâåäåí ðàñ÷åò ïàðàìåòðîâ Ìàðêîâñêèõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëó-

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ â ïðèëîæåíèè
åòñÿ êðàòêèì òåîðåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì.
âåòñòâèè ñ äåéñòâóþùèìè ïðîãðàììàìè. Êàæäàÿ òåìà ñîïðîâîæäà-
ñòóäåíòîâ ïî ðàçäåëó ¾×èñëîâûå ðÿäû¿. Ïîñîáèå íàïèñàíî â ñîîò-
äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû
ñòâî ïðèìåðîâ ñ ðåøåíèÿìè, ïîýòîìó îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî

Â ïîñîáèè äàåòñÿ ïîäáîðêà çàäàíèé, à òàêæå äîñòàòî÷íîå êîëè÷å-
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Íàïèñàòü ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ðÿäîâ, ïî âîç-Óïðàæíåíèå 3

òåëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.
íå èçìåíèòñÿ, åñëè âñå åãî ñëàãàåìûå óìíîæèòü íà ëþáîå äåéñòâè-

Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäàÓïðàæíåíèå 2

ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ñòîÿùèõ íà ïðîèçâîëüíûõ ìåñòàõ.
äà íå èçìåíèòñÿ, åñëè â íåì èçìåíèòü (óáðàòü, äîáàâèòü, çàìåíèòü)

Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿ-Óïðàæíåíèå 1

ñóììû íå èìååò.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðÿä íàçûâàþò ðàñõîäÿùèìñÿ è ãîâîðÿò, ÷òî îí

S.=ia
=1i

∑n
→∞n

= limnS→∞n
= limna

=1n

∑∞âàþò ñóììîé ðÿäà è ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ
, òî åãî íàçû-S=nS→∞nlimÅñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

.ia=1i
n∑=nSîáîçíà÷àåòñÿ

-îé ÷àñòè÷íîé ñóììîé èn÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿnÑóììà ïåðâûõ
-ûì) ÷ëåíîì.n� îáùèì (èëèna

íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà, à ÷èñëî. . .,3a,2a,1aÏðè ýòîì ÷èñëà

. . . .+na+. . .+3a+2a+1a=na
=1n

∑∞×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå âèäà

.}, . . .n, . . . , a3, a2, a1a{==1n
∞}na{

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

1.1 Ñóììà ðÿäà. Ñõîäèìîñòü

1 ×ÈÑËÎÂÛÅ ÐßÄÛ
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√
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√ 1
+

n
√ 1

+
n
√ 1

+. . .+
n

√︸ n︷︷
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√
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n

√
Î÷åâèäíî, ÷òî

n.

√
→∞n
lim≥nS→∞n

lim

, ïîýòîìó→∞nïðè→∞n

1
1 +

(
ln

=1n

∑∞
)1

Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿäûÓïðàæíåíèå 13

�è ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

∞=n

1

=1n

∑∞
)2,

)
n

11

ñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ.
ÿâëÿþòñÿ ðàñõîäÿùèìèñÿ. Ðàñõîäèìîñòü ðÿäîâ äîêàçàòü íåïîñðåä-
óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè, íî òåì íå ìåíåå

( ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä )
n



1

=1n

∑∞ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà
Íàéòè îøèáêó â ¾äîêàçàòåëüñòâå¿ ñõîäèìîñòèÓïðàæíåíèå 15

15:
. Ýòî õîðîøî äåìîíñòðèðóåò ñëåäóþùåå óïðàæíåíèåpçàâèñåòü îò

íå äîëæíîεNøè íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî óïîìÿíóòîå â íåì ÷èñëî
Ïðè èññëåäîâàíèè íà ñõîäèìîñòü ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êî-

òåëüíîñòåé.
ñòè÷íûõ ñóìì, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-

åãî ÷à-=1n
∞}nS{ðÿäà â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòèÓïðàæíåíèå 14

< ε.|p+na+. . .++3na++2na++1na|=∣∣∣∣
∣
ia

+1n=i

∑p+n

∣∣∣∣
∣íåðàâåíñòâî

áûëî ñïðàâåäëèâîpè ëþáîãî íàòóðàëüíîãîεn > N÷òî äëÿ âñåõ
) òàêîå,ε(çàâèñÿùåå òîëüêî îòN∈εN,0>εNñòâîâàëî ÷èñëî
ñóùå-0ε >ñõîäèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî

. . . .+na+. . .+3a+2a+1a=na
=1n

∑∞Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä

1.3 Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà

1
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1
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3

1∣∣∣∣=∣∣∣∣
∣
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∑p+n

∣∣∣∣
∣Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Êîøè. ÒîãäàJ
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+
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=

ñëàãàåìûõp
︸
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→∞n
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pÒàê êàê ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

1∣∣∣∣
=|p+na+. . .++2na++1na|=∣∣∣∣

∣
ia

+1n=i

∑p+n

∣∣∣∣
∣ áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîpäëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãîεn > N

, ÷òî äëÿ âñåõ0>εNñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî0ε >òî äëÿ ëþáîãî

,= 0
+ 1n

1
+

+ 1n

1
+. . .+

+ 2n

p≤∣∣∣∣p+n

xcos

çàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà c ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè
� ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Äîêà-xÏóñòüÏÐÈÌÅÐ 6

I÷òî è äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà.

< ε,
+ 1n

2xcos
+

21
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+1nxcos∣∣∣∣=∣∣∣∣
∣
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< ε.∣∣∣∣
∣
ia

+1n=i

∑p+n

∣∣∣∣
∣ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâîN∈pòàêîå, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì

εNè íàéäåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî0ε >ÇàôèêñèðóåìÐåøåíèå.
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è ïðîäîëæèì îöåíêèαäëÿ ëþáîãî1| ≤αcos|Äàëåå çàìåòèì, ÷òî
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Íàêîíåö, îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
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+. . .+
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ìîñòü ðÿäîâ
Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè äîêàçàòü ñõîäè-Óïðàæíåíèå 17

?N∈pêðèòåðèÿ Êîøè? À óñëîâèå
â ôîðìóëèðîâêåN∈εNíûì. ßâëÿåòñÿ ëè îáÿçàòåëüíûì óñëîâèå

âûáèðàëîñü íàòóðàëü-εNÂ ïðèìåðå 6 ÷èñëîÓïðàæíåíèå 16

�Ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè.

îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.]·[ãäå ñèìâîë,+ 1

]
ε
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+. . .+

2π

)xsin(1 +
)2

. . . ,+
nπ

2)x/sin(4 +
+

13

)x/n+nnsin(
+. . .+

213
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).òàêîå, ÷òî. . .0ε >ñóùåñòâóåòÊîøè:
ìóëèðîâàòü êðèòåðèé ðàñõîäèìîñòè ðÿäà êàê îòðèöàíèå êðèòåðèÿ
÷òî äëÿ äàííîãî ðÿäà íå âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè (òî åñòü ñôîð-

Ñòðîãî ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå î òîì,Óïðàæíåíèå 18

ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
� ëþáîåx, à1984n >äëÿ ëþáîãî< π|na|÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ=0n
∞}na{Çäåñü

. . . .+
n13
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Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè äîêàçàòü ðàñõîäè-ÏÐÈÌÅÐ 7
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�ðàñõîäèìîñòè ðÿäà.
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íà ñõîäèìîñòü
Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîøè ïðîâåðèòü ðÿäûÓïðàæíåíèå 20
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=1n

∑∞Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 8

äà, òî êàê èçìåíèòñÿ åãî ôîðìóëèðîâêà?
? Åñëè0<nb≤naáóäåò âûïîëíåíînäëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

Îñòàíåòñÿ ëè â ñèëå ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ, åñëèÓïðàæíåíèå 21

2) èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (5) ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (6).
1) èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (5),

. Òîãäànb≤naâûïîëíåíîn

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, ïðè÷åì äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

(6). . . .+nb+. . .+3b+2b+1b=nb
=1n

∑∞
(5). . . ,+na+. . .+3a+2a+1a=na

=1n

∑∞Ïóñòü äàíû äâà ðÿäà

2.4 Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ

×ËÅÍÀÌÈ

2 ÐßÄÛ Ñ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÛÌÈ

1

=1n

∑∞Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþÐåøåíèå.
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n+ 1)(ln 3)n(

n

çàìåòèòü, ÷òî
. Îñòàëîñü1<ln 3/= 1qÎíà ñõîäèòñÿ, òàê êàê åå çíàìåíàòåëü
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n⇒1 =<
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n+ 1)(ln 3)n(
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�íèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíå-
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n(ln 3)
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∑∞êà ñðàâíåíèÿ
Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ ïðèçíà-Óïðàæíåíèå 22
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∑∞Äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 9
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Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 10

�ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
� îáùèé ÷ëåí ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, òî äàííûé/n1à
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000.30n >ýòîìó íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

æåì íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Ïî-
Ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà î ñõîäèìîñòè ðÿäà ìû ìî-Ðåøåíèå.
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�÷ëåíîâ ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà.
î÷åâèäíî ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî ÷ëåíû áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ

. . .+
n
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→∞n
lim

Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé è îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë
ðÿä (5) èññëåäóåòñÿ íà ñõîäèìîñòü, à ïîâåäåíèå ðÿäà (6) èçâåñòíî.
Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâ òàêæå è â ïðåäåëüíîé ôîðìå � ïóñòü

2.5 Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ

na

→∞n
lim

Åñëè æå
äÿòñÿ.
òî îáà ðÿäà ëèáî îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ, ëèáî îäíîâðåìåííî ðàñõî-

A,=
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→∞n
lim

òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (6) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (5); à åñëè

,= 0
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=1n

∑∞Äîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 11

òî èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (5) ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (6).

,∞=
nb

1

Ñðàâíèì ðÿä ñ ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîìÐåøåíèå 1.
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. À òîãäà2≥nòàòü äàëåå, ÷òî
. Ìîæåì ñ÷è-2≥näëÿn < nlnÂíîâü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

ðåêòèðóåì îöåíêó (7).
ñëåäîâàòåëüíî, îí ìîæåò êàê ñõîäèòñÿ, òàê è ðàñõîäèòñÿ. Ïîäêîð-
Êàê âèäíî, íàø ðÿä ìåíüøå ðàñõîäÿùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà,
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ôîðìå, ñðàâíèâàÿ íàø ðÿä ñ òåì æå ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì. Èìååì
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîéÐåøåíèå 2.
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îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ, ëèáî îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿòñÿ.
, òî îáà ðÿäà ëèáî→ ∞nïðènb∼naíåíèÿ, äîêàçàòü, ÷òî åñëè
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�ñÿ, òî è íàø ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
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,
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√
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√
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∑∞
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n2π
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+1na

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâînÅñëè äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

(8). . . ,+na+. . .+3a+2a+1a=na
=1n

∑∞Ïóñòü äàí ðÿä

2.6 Ïðèçíàê Äàëàìáåðà

+1na

òî ðÿä (8) ñõîäèòñÿ, åñëè æå íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà

,1<
na

+1na

→∞n
limçíàêà Äàëàìáåðà: åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

Íà ïðàêòèêå êàê ïðàâèëî ïîëüçóþòñÿ ïðåäåëüíîé ôîðìîé ïðè-
òî ðÿä (8) ðàñõîäèòñÿ.

,1≥
na

+1na

→∞n
lim

ðÿäà ñî ñâîéñòâîì
Ïðèâåñòè ïðèìåð ê ïóíêòó iii) � óêàçàòü äâàÓïðàæíåíèå 25

� ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.
òî íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ= 1qiii) åñëè æå

, òî ðÿä (8) ðàñõîäèòñÿ,1q >ii) åñëè
, òî ðÿä (8) ñõîäèòñÿ,1q <i) åñëè

, òîq=
na

n(99!)

=1n

∑∞Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 12

îäèí èç êîòîðûõ ñõîäèòñÿ, à äðóãîé ðàñõîäèòñÿ.

,= 1
na

n(99!)
=na

Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà. ÇäåñüÐåøåíèå.

.
!n

+1n(99!)
=+1n, a

!n
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+ 1)!n(



+1na

→∞n
lim

!n+1n(99!)

→∞n
= lim

na

99!

→∞n
= lim

+ 1)!n(n(99!)

4

Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 13

�ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

,1<= 0
+ 1n

7·4
+

2

10·7·4
+

6·2

+ 1)n(3·. . .·10·7·4
=na

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òîÐåøåíèå.

. . . .+
10·6·2

+ 4n3·na=+1n, a
2)−n(4·. . .·10·6·2

+1na

→∞n
lim

Òåïåðü ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà

.
6−n4

+ 4n3

→∞n
= lim

na

3
=

6−n4

2(1!)

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 14

�ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

,1<
4

2(2!)
+

20πlog

2(3!)
+

420)π(log

2(4!)
+

920)π(log

2!)n(
=na

ÇäåñüÐåøåíèå.

. . . .+
1620)π(log

+1na

→∞n
lim

, òî1>20πlogÏîñêîëüêó

.2n20)π(log

2n20)π(log2+ 1)!)n((

→∞n
= lim

na

2+ 1)n(

→∞n
= lim2+1)n(20)π(log2!)n(
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�è ðÿä ñõîäèòñÿ ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà.

,= 0
+1n220)π(log



1024n

=1n

∑∞
)1

ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà
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n1024

=1n

∑∞
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n2

+ 1024n+ 10243n

=1n

∑∞
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,
)!n(2

!n

=1024n

∑∞
)4,

+ 1)2n(+1024n2

1)!−n(2

=1n

∑∞
)5

,
nn

√
=1n

∑∞
)6,

!n

n+ 1)32n(

2n
sin2n

=1n

∑∞
)7

,
2n/2·n

1
arctg3n

=1n

∑∞
)8,

n2

√
nñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâînâñåõ

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà äëÿ

(9). . . ,+na+. . .+3a+2a+1a=na
=1n

∑∞Ïóñòü äàí ðÿä

2.7 Ïðèçíàê Êîøè

íàðóøèòü ñõîäèìîñòü óêàçàííûõ ðÿäîâ?
òàê, ÷òîáû íå1024íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü äâîéêè ìîæíî çàìåíèòü

ôèãóðèðóåò â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ðÿäàõ. Íà êàêóþ101024 = 2×èñëî

.
n3

√
næå íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà

, òî ðÿä (8) ñõîäèòñÿ, åñëè1<na

√
n

→∞n
limåñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

Íà ïðàêòèêå óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïðåäåëüíóþ ôîðìó ïðèçíàêà:
, òî ðÿä (9) ðàñõîäèòñÿ.1≥na

√
n

→∞n
limêàê ïðåäåë

Îòìåòèì, ÷òî ïðèçíàê Êîøè ñèëüíåå ïðèçíàêà Äàëàìáåðà, òàê
òî ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.= 1qiii) åñëè æå

, òî ðÿä (9) ðàñõîäèòñÿ,1q >ii) åñëè
, òî ðÿä (9) ñõîäèòñÿ,1q <i) åñëè

, òîq=na
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�n/a+1na→∞n
limìîæåò ñóùåñòâîâàòü, à ïðåäåëna



√
n

→∞n
limùåñòâóåò è ïðåäåë

, òî ñó-n/a+1na→∞n
limÎòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

. Ýòî èëëþñòðèðóåò ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð 15.1íåò

√
∼!n

ôàêòîðèàëû:
ïðèçíàê Êîøè ïðè ðàáîòå ñ ðÿäàìè, îáùèå ÷ëåíû êîòîðûõ ñîäåðæàò

Ïðèâåäåì ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
áîé.

, ïðè÷åì îáà ïðåäåëà ðàâíû ìåæäó ñî-na

n(
πn2

√
n

→∞n
lim

ðÿäà ñî ñâîéñòâîì
Ïðèâåñòè ïðèìåð ê ïóíêòó iii) � óêàçàòü äâàÓïðàæíåíèå 27

(10).→∞nïðè
n)

e

1
3 +

Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 15

îäèí èç êîòîðûõ ñõîäèòñÿ, à äðóãîé ðàñõîäèòñÿ.

,= 1na

3
+

2

1
+

2

3
+

22

1
+

22

3
+

32

1
+
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2a

ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Âîñïîëüçóåìñÿ ñíà÷àëà ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà � ðàñ-Ðåøåíèå.

. . . .+
42

3a
,

1a
4a

,
2a

5a
,

3a
+1na

, . . . ,
4a

1

Îíà èìååò âèä

, . . . .
na

1
,3,

6

1
,3,

6

1
,3,

6

+1na

Î÷åâèäíî ÷òî óñëîâèå

, . . . .3,
6

+1na

íå âûïîëíåíî, ðàâíî êàê è óñëîâèå

,1<
na

.1≥
na
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âàíèÿ íà ïðàêòèêå.
Íåñìîòðÿ íà ýòî ïðèçíàê Äàëàìáåðà â ðÿäå ñëó÷àåâ ãîðàçäî áîëåå óäîáåí äëÿ èñïîëüçî-1



1
=n2a

øè. Çàìåòèì ÷òî
Ïðèçíàê Äàëàìáåðà îòâåòà íå äàë. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Êî-

3
=1−n2, a

n2√
n

→∞n
limè âû÷èñëèì

1−n2

√
n2

→∞n
lim
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1

→∞n
= limn2a √

n2

1
=
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√

√
1−n2

→∞n
lim

2√
1−n2

→∞n
= lim1−n2a

3 1
=

n2
√

√
n

→∞n
lim⇒=




2

1
=na √

1−n
(

=1n

∑∞Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 16

�Ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè.

.1<
2

√
n

→∞n
lim

ÏîñêîëüêóÐåøåíèå.

.
1)−n(n)

+ 1n

1−n
(

→∞n
= limna

2−1
(

→∞n
lim

=
1−n)

+ 1n

1)−n2(−
→∞n
lim

e=
1−n)

+ 1n

1
=+1n

!n

=1n

∑∞Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 17

�òî íàø ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè.

,1<
2e

√
n

√
n

→∞n
lim

ëèíãà (10)
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Êîøè è ôîðìóëîé Ñòèð-Ðåøåíèå.
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√
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√
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√
n2

→∞n
= lim

n
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e
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�Ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè.
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n−2n3
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� íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî)?0x(0x > xïðè
íåîòðèöàòåëüíà è íå âîçðàñòàåòfíà îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè ôóíêöèÿ

Ïî÷åìó ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè � Ìàêëîðå-Óïðàæíåíèå 31

dx.)x(f

1

∫∞+íûì èíòåãðàëîì
ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ íåñîáñòâåí-)n(f=1n

∞∑ðÿä
è íå âîçðàñòàåò, òî0x >íåîòðèöàòåëüíà ïðè)x(fÅñëè ôóíêöèÿ

2.8 Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Êîøè�Ìàêëîðåíà

?n
nab

=1n

∑∞
)2,n

nba
=1n

∑∞
)1

ðàñõîäèòñÿ. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè ðÿäîânb=1n
∞∑ ñõîäèòñÿ, à ðÿäna=1n

∞∑Èçâåñòíî, ÷òî ðÿäÓïðàæíåíèå 30
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1
=na

äîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ îáùèì ÷ëåíîì
Ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Êîøè�Ìàêëîðåíà èññëå-ÏÐÈÌÅÐ 18

1
) =x(f

ÔóíêöèÿÐåøåíèå.

.R∈, p
p)n(lnn

dx

1

∫∞+ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðèçíàê Êîøè�Ìàêëîðåíà
çíàêó ïðîèçâîäíîé). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ñõîäèìîñòè ðÿäà

(óáûâàíèå ôóíêöèè ìîæíî ïðîâåðèòü ïîxè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
pÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è óáûâàþùåé ïðè ëþáîì1x >ïðè

p)x(lnx

)x(lnd
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∫∞+
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p)x(lnx
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1

=1n
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�.1p >Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ ïðè

.1p >ïðè∞<
1−p2·1)−p(

1

=1n

∑∞ðÿäà ñ îáùèì ÷ëåíîì ðÿäà
ìîæåò îêàçàòüñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Ñðàâíèì îáùèé ÷ëåí äàííîãî

Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëàÐåøåíèå.

.
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�ïðèìåð 18).
ðÿäîì (11), à ðÿä (11) ðàñõîäèòñÿ ïî èíòåãðàëüíîìó ïðèçíàêó (ñì.
ñëåäîâàòåëüíî, íàø ðÿä ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ

,
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÷åñêîãî ðÿäà
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1
+

p2

1
+

p3
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+. . .+

p4
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→∞n
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ïðèçíàê Êîøè íå ðåøàþò âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà, òàê êàê
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî íè ïðèçíàê Äàëàìáåðà, íèÐåøåíèå.
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√
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dx
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. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë)∞+,[1

ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò íà ïðîìåæóòêåp/x) = 1x(fÔóíêöèÿ
Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì Êîøè�Ìàêëîðåíà.
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∫∞+ áóäåò1p >i) â ñëó÷àå
èíòåãðàë â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ:

ê áåñêîíå÷íîñòè è âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ ëè íå íåñîáñòâåííûéNìèòü
×òîáû âûÿñíèòü âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà (12) îñòàëîñü óñòðå-
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∑∞
)8,

23)−2n(

n

√
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1∣∣∣∣
∣∣

=∣∣∣∣
∣

kxsin
=1k

∑n∣∣∣∣
∣îãðàíè÷åíû. Çàïèøåì

(14)nxsin
=1n

∑∞Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäàÐåøåíèå.

.Z∈πm, m= 26x3Rnx,cosna
=1n

∑∞
;R∈nx, xsinna

=1n

∑∞ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ðÿäîâ
ìîíîòîííî=1n

∞}na{Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüÏÐÈÌÅÐ 21

ñÿ ê íóëþ, òî ðÿä (13) ñõîäèòñÿ.
ìîíîòîííî ñòðåìèòü-=1n

∞}na{), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòüN∈nëþáîãî
äëÿM| ≤kb=1k

n∑|(òî åñòü0M >îãðàíè÷åíû íåêîòîðûì ÷èñëîì

nb
=1n

∑∞ðÿäà
Ïðèçíàê Äèðèõëå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè ÷àñòè÷íûå ñóììû

(13). . . .+nbna+. . .+3b3a+3b2a+1b1a=nbna
=1n

∑∞Áóäåì èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

3.9 Ïðèçíàê Äèðèõëå

áåñêîíå÷íî ìíîãî êàê ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ.
Ðÿä íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, åñëè ñðåäè åãî ÷ëåíîâ èìåþòñÿ

3 ÇÍÀÊÎÏÅÐÅÌÅÍÍÛÅ ÐßÄÛ

x
2 sin

x
sinkx2 sin

(
=1k

∑n
2

1∣∣∣∣
∣∣

=∣∣∣∣
∣∣)

2

x
2 sin

x−kx
(

cos
[

=1k

∑n
2

x
+kx

(
cos−

)
2
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=∣∣∣∣
∣∣)]
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1∣∣∣∣ x
2 sin

x
cos

([
2

x3
cos−

2

x−nx
(

cos
[

+. . .

. . .+

]
2

x
+nx

(
cos−

)
2

x
cos

∣∣∣∣
∣∣∣

=∣∣∣∣))]
2

x
+nx

(
cos−

2

)
2

x
2 sin

x
cos∣∣∣

≤∣∣∣∣
∣∣∣

2

x
+nx

(
cos∣∣∣+∣∣∣

2
∣∣∣)

2
x

2 sin∣∣∣ 1≤∣∣∣
2

x
sin∣∣∣

1≤∣∣∣∣
∣

nxcosna
=1n

∑∞∣∣∣∣
∣Ïîâòîðÿÿ ñõåìó ðàññóæäåíèé (15), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

.xòî ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå ïðè ëþáîì
ìîíîòîííî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ,=1n

∞}na{Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
, òî ñõîäèìîñòü ðÿäà î÷åâèäíà).Z∈m,πm(åñëè æåZ∈m,πm

=6xÈòàê, ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (14) îãðàíè÷åíû ïðè ëþáîì

(15).∣∣∣
2

x
sin∣∣∣

nxsin

=1n

∑∞
)1

êîì Äèðèõëå
Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ, ïîëüçóÿñü ïðèçíà-Óïðàæíåíèå 34

Äîêàçàòü îöåíêó (16).Óïðàæíåíèå 33

�.=1n
∞}na{ìîíîòîííîãî ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

� âòîðîé ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå â ñèëó (16) è

(16)∣∣∣
2

1
1 +

(
=1n

∑∞
)2,

n

1
+

2

1
+. . .+

3

πn
sin
·

)
n

8

n
cos

=1n

∑∞
)3

,
2n

π√
3
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(17). . . .+nbna+. . .+3b3a+3b2a+1b1a=nbna
=1n

∑∞Êàê è â ïðèçíàêå Äèðèõëå, áóäåì èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

3.10 Ïðèçíàê Àáåëÿ

.
n



)/narccos(1·)πncos(

=1n

∑∞
)1

ìîñòü ðÿäîâ
Ïîëüçóÿñü ïðèçíàêîì Àáåëÿ äîêàçàòü ñõîäè-Óïðàæíåíèå 35

), òî ðÿä (17) ñõîäèòñÿ.M| ≤na|âûïîëíåíî
N∈n, ÷òî äëÿ ëþáîãîM(ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà=1n
∞}na{ñõîäèòñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

nb
=1n

∑∞Ïðèçíàê Àáåëÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: åñëè ðÿä

√
+12n1)−(

=1n

∑∞
)2,

n

√
sin

+ 12n

n

2n1)−(

=1n

∑∞
)1

çóÿñü ïðèçíàêîì Àáåëÿ èëè Äèðèõëå
Äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ðÿäîâ, ïîëü-Óïðàæíåíèå 36

.
+ 12n

π
arcsin·

n
√
3n

n000.10ln

=1n

∑∞
)2,

n

n2π
cos·

n

narctg·n1)−(
=1n

∑∞
)3

,
000.10

√ 1


=1n

∑∞
)4,

n 1
sin·n

1
cos−

n

32

ïîëîæèòåëüíû.. . .,na,. . .,2a,1aãäå

(18). . . ,+6a−5a+4a−3a+2a−1a=na
+1n1)−(

=1n

∑∞êè, òî åñòü ðÿäû âèäà
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿäû, ÷ëåíû êîòîðûõ èìåþò ÷åðåäóþùèåñÿ çíà-

3.11 Ïðèçíàê Ëåéáíèöà

πn.cos·


n



π(
cos

=1n

∑∞
)1

çíàêî÷åðåäóþùèìèñÿ:
Óêàçàòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿÓïðàæíåíèå 37

π
cos
(

=1n

∑∞
)6,)πncos(n)πn−(

=1n

∑∞
)5,

2n+3n71)−(
=1n

∑∞
)4

,
2n1)−(

=1n

∑∞
)3,

nn3)−(
=1n

∑∞
)2,

)
πn+ 3

8

π9
sin

(
=1n

∑∞
)8,

n1)−(n1)−(
=1n

∑∞
)7

,
2+1)n()

2n

√
1)−(

=1n

∑∞
)11,

nnn1)−(
=1n

∑∞
)10

,n2)π(log
=1n

∑∞
)9,

n)
8

2nn3)−(1)−(

=2n

∑∞Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 22

êàæåì ýòî íà ïðèìåðå.
Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (19) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ïî-

ïðèçíàêè Ëåéáíèöà è Àáåëÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî èç ïðèçíàêà Äèðèõëå ñëåäóþòÓïðàæíåíèå 38

âîãî ÷ëåíà.
òî ðÿä (18) ñõîäèòñÿ, åãî ñóììà ïîëîæèòåëüíà è íå ïðåâîñõîäèò ïåð-

(20),= 0na→∞n
lim

è

(19)> . . .5> a4> a3> a2> a1a

çíàêî÷åðåäóþùåìñÿ ðÿäå (18) ÷ëåíû òàêîâû, ÷òî
Ïðèçíàê Ëåéáíèöà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè â

.n)n−(500
=1n

∑∞
)12,n

√

33

(21).3n1)−+ (n



2nn3)−(1)−(
=na

ðÿäà â âèäå
íèå 37) è óñëîâèå (20) î÷åâèäíî âûïîëíåíî. Ïðåäñòàâèì îáùèé ÷ëåí

Ðÿä (21) ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ (ñì. óïðàæíå-Ðåøåíèå.

√
n1)−(

=3n1)−+ (n
√

√
n1)−(

=
n1)−+ (n

n1)−(−n
√

n1)−= (
1−n

n 1−
1−n

√
n1)−(

=2n

∑∞Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ðÿä

.
1−n

n

1

=2n

∑∞ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, à ðÿä

1−n

1−1

èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ïðèçíàêà Ëåéáíèöà èÓïðàæíåíèå 40

÷ëåíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íå ìîíîòîííî.
êî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ, äàæå åñëè ìîäóëü åãî îáùåãî
íåíèå ïðèçíàêà Ëåéáíèöà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì: çíà-

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà âûïîë-

íåðàâåíñòâà (19) âûïîëíÿþòñÿ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà?
Áóäåò ëè ñïðàâåäëèâ ïðèçíàê Ëåéáíèöà, åñëèÓïðàæíåíèå 39

�õîäèòñÿ.
ðàñõîäèòñÿ êàê ãàðìîíè÷åñêèé. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä (21) ðàñ-

1−n

1
+

22

1−
33

1
+. . .+

24

1−
31)−n(2

34

÷ëåíîâ (èëè ñäâèíóòûõ îáùèõ ÷ëåíîâ) êîòîðûõ åñòü êîíñòàíòà.
çäåñü ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, ðàâíî êàê è äâà ðÿäà, îòíîøåíèå îáùèõ

Äâà ðÿäà, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ,
íå ìîíîòîííî.
ðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ, ìîäóëü îáùåãî ÷ëåíà êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

Ïðèâåñòè ñåìü ïðèìåðîâ ñõîäÿùèõñÿ çíàêî÷å-Óïðàæíåíèå 41

. . . .+
2)n(2



1−1
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1
+

2

1−
3

1+1n1)−+ (. . .+
4

1
>1

Ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, òàê êàêÐåøåíèå.

. . . .+
n

1
>

2

1
>

3

1

→∞n
= limna→∞n

lim> . . . ,
4

√
n1)−(

=2n

∑∞Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 24

�.= 0
n

n

√

→∞n
= limna→∞n

lim

÷òî
Ðÿä (22) ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ è î÷åâèäíî,Ðåøåíèå.

(22).
1−n

n

√(Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèå (19). Âîñïîëüçóåìñÿ ïðîèçâîäíîé:

.= 0
1−n

x + 1x−=
′)

1−x
√
2

n1)−(

=1n

∑∞
)1

ñëåäóþùèå ðÿäû íà ñõîäèìîñòü
Ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà èññëåäîâàòüÓïðàæíåíèå 42

�(22) ñõîäèòñÿ.
Îáà óñëîâèÿ ïðèçíàêà Ëåéáíèöà âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

.1x >ïðè0<
21)−x(x

√
7

2−
(

=1n

∑∞
)2,

nln

1010
sin·n1)−(

=1n

∑∞
)3

,

2n)
+ 5n3

π(
sin

=1n

∑∞
)4,

n

)
πn+

4√
82

1
arctg−

(
=1n

∑∞
)5

,
n

1−
(

=1n

∑∞
)6,

n)
n

+1n+22n1)−(

=1n

∑∞
)7

,
n)

eπ
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)nπ/ncos(n1)−(

=1n

∑∞Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 25

)xπ/xcos(
) =x(f

ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè
òàê êàê äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè (19) ïðèäåòñÿ áðàòü

Ïîëüçîâàòüñÿ ïðèçíàêîì Ëåéáíèöà çàòðóäíèòåëüíî,Ðåøåíèå.

(23).
+ 1)n(3ln2ln ln

n1)−(
=nb

Ïðèìåíèì ê ðÿäó (23) ïðèçíàê Àáåëÿ. Ïóñòü

.
+ 1)x(3ln2ln ln

n1)−(

=1n

∑∞
=nb

=1n

∑∞Ðÿä

.)nπ/n= cos(n, a
+ 1)n(3ln2ln ln

2πn
cos

=2n

∑∞
Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 26

�íîòîííà è îãðàíè÷åíà � ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (23) ñõîäèòñÿ.
ìî-=1n

∞}na{ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

+ 1)n(3ln2ln ln

+ 1n

2πn
cos

Çàìåòèì, ÷òîÐåøåíèå.

(24).
n2ln

2n
π

(
cosn1)−= (

+ 1n

π
cos+1n1)−= (

)
πn−

+ 1n

2πn
cos

=2n

∑∞
è ïåðåïèøåì ðÿä (24) â âèäå

+ 1n

+ 1n
+1n1)−(

=2n

∑∞
=

n2ln

π
cos

n2ln

36

.
+ 1n



+1n1)−(

=2n

∑∞Ðÿä

π
cos∣∣∣∣

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

n2ln

1n1)−(
=1n

∑∞
Îáðàòíîå íå âåðíî � íàïðèìåð, çíàêîïåðåìåííûé ðÿä

ñõîäèìîñòè ðÿäà (26) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (25).
Âñÿêèé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, òî åñòü èç

(26). . . .+|na|+. . .+|3a|+|2a|+|1a|=|na|
=1n

∑∞èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ
íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä, ñîñòàâëåííûé

(25). . .+na+. . .+3a+2a+1a=na
=1n

∑∞Ðÿä

3.12 Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü

�ïðèçíàêó Àáåëÿ.
ìîíîòîííà è îãðàíè÷åííà � ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (24) ñõîäèòñÿ ïî

1≤∣∣∣∣+ 1n

1

=1n

∑∞
íè÷åñêèé ðÿä

íûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ, åñòü ðàñõîäÿùèéñÿ ãàðìî-
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà (ñì. ïðèìåð 23), à ðÿä, ñîñòàâëåí-

n

37

óñëîâíî.
õîäèòñÿ, íî è îòâåòèòü íà âîïðîñ êàê îí ñõîäèòñÿ: àáñîëþòíî èëè
ãîâîðÿ, çíà÷èò íå òîëüêî îòâåòèòü íà âîïðîñ ñõîäèòñÿ îí èëè ðàñ-

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûé ðÿä � ýòî, âîîáùå
óñëîâíî èëè íåàáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì.
íûé èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ ðÿäà (25), ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä (25) íàçûâàþò

Åñëè çíàêîïåðåìåííûé ðÿä (25) ñõîäèòñÿ, à ðÿä (26), ñîñòàâëåí-

.
n



1−1
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÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ.
iv) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, îäíàêî ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ,
iii) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, îäíàêî ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå
ii) ñîñòîèò òîëüêî èç îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ,
i) ñîñòîèò òîëüêî èç ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ,

Ìîæåò ëè óñëîâíî ñõîäèòüñÿ ðÿä, êîòîðûé:Óïðàæíåíèå 43

1−
22︸ 23︷︷ 1

+

äâà ìèíóñà
︸ 1

+
24

1
+

25︸ 26︷︷ 1−

òðè ïëþñà
︸ 1−

27

1−
28

1−
29︸ 210︷︷

1
1 +

(
ln

=1n

∑∞Äîêàçàòü àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 28

�ðÿä (27), ïðè÷åì àáñîëþòíî.
(ñì. ïðèìåð 20). Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ è1>= 2pêàçàòåëåì

Ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ êàê îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ñ ïî-

.2/n1
=1n

∑∞Ñîñòàâèì ðÿä èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ ðÿäà (27):Ðåøåíèå.

Åñëè ðÿä (27) ñõîäèòñÿ, óêàçàòü òèï ñõîäèìîñòè.

(27). . . .+

÷åòûðå ìèíóñà
︸

√
3

ncos
arctg·

)
n

1
1 +

(
ln∣∣∣∣=|na|

è çàïèøåì

R∈xïðè ëþáîìx,| ≤xarctg|0;≥xïðèx,≤)xln(1 +≤0

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè íåðàâåíñòâàìèÐåøåíèå.

.
n

√
3

ncos
arctg·

)
n

1
1 +

(
ln

=∣∣∣∣n

√
3

ncos
arctg∣∣∣·)

n

1≤∣∣∣
n

√
3

ncos∣∣∣
n

1≤∣∣∣
n
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�Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
ñõîäèòñÿ êàê îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä.3/4/n1=1n

∞∑Ðÿä

.
3/4n



+1na∣∣∣∣→∞n
lim

íî, åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ
ñõîäèòñÿ àáñîëþò-na=1n

∞∑Äîêàçàòü ÷òî ðÿäÓïðàæíåíèå 45

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.na=1n
∞∑ , òî ðÿäN∈näëÿ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõnb| ≤na|÷òî

òàêîé,nb=1n
∞∑ñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

ñóùå-na=1n
∞∑Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ðÿäàÓïðàæíåíèå 44

√
n

→∞n
lim,∣∣∣∣

na

1

→∞n
lim,|na|

na∣∣∣∣(·n

n)n−(

=1n

∑∞Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäÏÐÈÌÅÐ 29

ñóùåñòâóåò è ìåíüøå åäèíèöû.

)
1−∣∣∣∣

+1na

+1na∣∣∣∣→∞n
lim

|na|=1n
∞∑ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà ê ðÿäó

Áóäåì èññëåäîâàòü ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü �Ðåøåíèå.
Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, óêàçàòü òèï ñõîäèìîñòè.

.
)!n(2

)!n(2·+1n+ 1)n(

→∞n
= lim∣∣∣∣

na

1
1 +

(
→∞n
lim

=
nn·+ 2)!n(2

1·
n)

n

1−n3)−(

=1n

∑∞Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäÏÐÈÌÅÐ 30

�ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Òàêèì îáðàçîì ðÿä èç ìîäóëåé ñõîäèòñÿ � çíà÷èò èñõîäíûé ðÿä

.1<= 0
+ 1)n2(2
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Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè óêàçàòü åå òèï.

.
+ 12nn3



+ 1)2nn(3/1−n3

→∞n
lim

2/n1=1n
∞∑ðÿäîì

� ñðàâíèì åãî ñî ñõîäÿùèìñÿ|na|=1n
∞∑÷èí ÷ëåíîâ èñõîäíîãî ðÿäà

Ðàññìîòðèì ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè-Ðåøåíèå.

1
=

2/n1

2nn3

→∞n
lim

3 1
1 +

(
2nn3

1
=)

2nn3

nsin

=1n

∑∞Èññëåäîâàòü òèï ñõîäèìîñòè ðÿäàÏÐÈÌÅÐ 31

�ñõîäèòñÿ, à èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Ïðåäåë êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íóëÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä èç ìîäóëåé

.
3

nsin∣∣∣∣
Ñõîäèìîñòü ðÿäà ñëåäóåò èç ïðèìåðà 21. ÎöåíêàÐåøåíèå.

(28).
n

1≤∣∣∣∣n

nsin∣∣∣∣
=1n

∑∞äîêàæåì ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
êàæåì, ÷òî ðÿä (28) íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, òî åñòü

� ðàñõîäÿùèéñÿ. Äî-/n1=1n
∞∑íå äàåò ýôôåêòà, ïîñêîëüêó ðÿä

n

ncos 2−1
=n2sinèn2sin| ≥nsin|

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà

.∣∣∣∣n

nsin∣∣∣∣
èìååì

,
2

n2sin≥∣∣∣∣n

ncos 2−1
=

n

1
=

n2

ncos 2−
n2

ncos 2

=1n

∑∞Ïîñêîëüêó ïåðâûé ðÿä

.
n2
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n2



1

=1n

∑∞ñõîäèòñÿ â ñèëó òîãî æå ïðèìåðà 21, à ðÿä

ncos 2−1

=1n

∑∞ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä

n2

1−n1)−(

=2n

∑∞
)1

äèìîñòü ñëåäóþùèå ðÿäû
Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü è àáñîëþòíóþ ñõî-Óïðàæíåíèå 46

�ðàñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (28) ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

n2

√
n1)−(

=2n

∑∞
)2,

nln
√
n

+1n1)−(

=1n

∑∞
)3,

nln

1
tg

3n1)−(
=1n

∑∞
)4

,
n7·n

10n1−n1)−(

=1n

∑∞
)5,

n4

1−
(

=1n

∑∞
)6,

+ 333n

nln
100n1)−(

=1n

∑∞
)7

,
n)

n

√
3

2n1−n1)−(

=1n

∑∞
)8,

n+4n 1
2 +

(

)n(f1)−(

=1n

∑∞
)1

Ïóñòü çàäàíû äâà ðÿäà:Óïðàæíåíèå 47

.n)
n

)n(f1)−(

=1n

∑∞
)2,

n

)n(f1+π

=1n

∑∞
)1

Ïóñòü çàäàíû äâà ðÿäà:Óïðàæíåíèå 48

âî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë?
îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåëZ→N:fôóíêöèÿ

×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

.
2n

)n(f−2e

=1n

∑∞
)2,

n

41

?1],[0íà îòðåçîê
îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë1],[0→N:fôóíêöèÿ

×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

.
2n



2n·+1n1)−= (na2),2−n=na1)Óïðàæíåíèå 3:

ÎÒÂÅÒÛ È ÓÊÀÇÀÍÈß

1
=na3)

,
+ 1n

+1n1)−+ (n
=na4),

+ 1n1000
+ 1)n1)(−n(

=naè= 1nïðè= 11a5)

,
1−2n2

42

.pÓïðàæíåíèå 15: Óêàçàíèå: â âûðàæåíèè (3) îñòàëàñü çàâèñèìîñòü îò

. Ñóììà ðÿäà ðàâíà íóëþ.N

∈näëÿ ëþáîãî= 0na, ïðè÷åìna
=1n

∑∞
Óïðàæíåíèå 12: Ðÿä èìååò âèä

.1)ëèøü ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
Áåç äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé ìîæíî óòâåðæäàòü

äà;4)äà,3)äà,2)íåò,1)Óïðàæíåíèå 11:

.= 1nÓïðàæíåíèå 10: Íåðàâåíñòâî (2) íåâåðíî ïðè

ìàì.
ê îïðåäåëåíèþ ðÿäà ïî çàäàííûì åãî ÷àñòè÷íûì ñóì-

(ïîêàæèòå ýòî). Çàäà÷à ñâåëàñüA=nS→∞nlimêàÿ ÷òî
òà-nSñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

ñóùå-AÓïðàæíåíèå 9: Óêàçàíèå: Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

íåò íè îäíîãî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.=1k
∞}kA{Óïðàæíåíèå 8: Âî ìíîæåñòâå

ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.nôîðìóëó ñóììû
. Äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàòü1−=q,= 1q,1>|q|,1

<|q|Óïðàæíåíèå 7: Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

Óïðàæíåíèå 6: Âñå ðÿäû ðàñõîäÿòñÿ.

.12/7
5),12/14),3/23),3/12),2/31)Óïðàæíåíèå 5: Ñóììû ðÿäîâ:

.18/11
5),90/234),4/13),3/12),2/11)Óïðàæíåíèå 4: Ñóììû ðÿäîâ:

., . . .4,3,= 2níûõ

äëÿ îñòàëü-
!n



1
(

=1n

∑∞
)1

ñòâóþùèå ïðèìåðû:
Óïðàæíåíèå 30: Ðÿäû ìîãóò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. Ñîîòâåò-

.k−2òó
êàê ãàðìîíè÷åñêèé, óìíîæåííûé íà êîíñòàí-këþáîãî

ìåòðîì. Ïðàâèëüíûé îòâåò òàêîé: ðÿä ðàñõîäèòñÿ äëÿ
ÿâëÿåòñÿ ïàðà-kÓïðàæíåíèå 29: Â çàïèñè ðÿäà íåò îïå÷àòêè � ÷èñëî

ñõîäèòñÿ.8)ñõîäèòñÿ,7)ðàñõîäèòñÿ,6)ñõîäèòñÿ,5)
ñõîäèòñÿ,4)ñõîäèòñÿ,3)ðàñõîäèòñÿ,2)ñõîäèòñÿ,1)Óïðàæíåíèå 28:

Óïðàæíåíèå 27: Óêàçàíèå: ñì. óïðàæíåíèå 25.

äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ ìû îïðåäåëÿëè ïîêà òîëüêî ëèøü

�4)âûòåêàåò èç ïðèìåðàkÒðåáîâàíèå íàòóðàëüíîñòè

.kðàâíî êàê è ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ïîäîéäåò ëþáàÿ ñòåïåíü äâîéêè,101024 = 2Âìåñòî

ñõîäèòñÿ.8)ñõîäèòñÿ,7)ðàñõîäèòñÿ,6)ðàñõîäèòñÿ,5)
ñõîäèòñÿ,4)ñõîäèòñÿ,3)ñõîäèòñÿ,2)ñõîäèòñÿ,1)Óïðàæíåíèå 26:

Óïðàæíåíèå 25: Óêàçàíèå: ñì., íàïðèìåð, óïðàæíåíèå 13 è ïðèìåð 1.

ðàñõîäèòñÿ.10)ñõîäèòñÿ,9)
ñõîäèòñÿ,8)ðàñõîäèòñÿ,7)ñõîäèòñÿ,6)ðàñõîäèòñÿ,5)
ñõîäèòñÿ,4)ðàñõîäèòñÿ,3)ñõîäèòñÿ,2)ñõîäèòñÿ,1)Óïðàæíåíèå 24:

ñõîäèòñÿ.2)ñõîäèòñÿ,1)Óïðàæíåíèå 20:

.4/1>|nS−n2S|�2), à äëÿ ðÿäà6/1>|n3S−n6S|
âûïîëíåíî1)Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðÿäà

.n=pè4/= 1εâçÿòü
Óïðàæíåíèå 19: Óêàçàíèå: äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ìîæíî, íàïðèìåð,

1
(

=1n

∑∞
,

2/1)
2n

43

.
2/n1(1)

=1n

∑∞
,

2/n1−)2n2n(
=1n

∑∞
)2

;
2)

2n



√
1)−= (2aïëåêñíûõ ÷èñåë (íàïðèìåð,

ñîñòîèò, âîîáùå ãîâîðÿ, èç êîì-11)Ïðèìå÷àíèå: ðÿä

, çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ.11)è6),4)Óïðàæíåíèå 37: Âñå ðÿäû, êðîìå

ðàññìîòðåííûõ â ïðèìåðå 21.
Óïðàæíåíèå 34: Óêàçàííûå ðÿäû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðÿäîâ,

ðàñõîäèòñÿ.8)ñõîäèòñÿ,7)ñõîäèòñÿ,6)ñõîäèòñÿ,
5)ñõîäèòñÿ,4)ñõîäèòñÿ,3)ðàñõîäèòñÿ,2)ñõîäèòñÿ,1)Óïðàæíåíèå 32:

√
e=2

44

.|na|
=1n

∑∞Óïðàæíåíèå 44: Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ 1 ê ðÿäó

îíè ñõîäÿòñÿ, òî îíè ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî.
Óïðàæíåíèå 43: Âñå óêàçàííûå ðÿäû íå ìîãóò ñõîäèòüñÿ óñëîâíî � åñëè

Óïðàæíåíèå 42: Âñå ðÿäû ñõîäÿòñÿ.

äîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.
Óïðàæíåíèå 41: Óêàçàíèå: ñãðóïïèðîâàòü ðàçíîñòü äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ðÿ-

íóëþ, íî íå ìîíîòîííî.
àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê

Óïðàæíåíèå 40: Ðÿä ñõîäèòñÿ, õîòÿ ïðèçíàê Ëåéáíèöà è íå âûïîëíåí �

.na→∞n
= limaãäå,nb

=1n

∑∞
a+nb)a−na(

=1n

∑∞
=nbna

=1n

∑∞âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì
ìîæíîii), à â ïóíêòå+1n1)−= (nbíåîáõîäèìî âçÿòü

nbâ êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèi)Óïðàæíåíèå 38: Óêàçàíèå: â ïóíêòå

íàÿ ñòåïåíü ÷åòíîãî ÷èñëà � ÷åòíîå ÷èñëî.
÷åòíîãî ÷èñëà åñòü íå÷åòíîå ÷èñëî, à ëþáàÿ íàòóðàëü-
Óêàçàíèå: äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü íå-

.500n >÷åðåäîâàíèå çíàêà íà÷èíàåòñÿ ñ12)
) � òàêèå ðÿäû ìû ïîêà íå ðàññìàòðèâàåì; ó ðÿäàZ∈k

,πi+1)k2(2
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ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.2)ðàñõîäèòñÿ,1)Óïðàæíåíèå 48:

.Z→N:f

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè2)Ðÿä

).1≡f
), òàê è ðàñõîäèòüñÿ (íàïðèìåð, åñëè2n) =n(fåñëè

ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ (íî òîëüêî óñëîâíî, � íàïðèìåð,
íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ � îí1)Óïðàæíåíèå 47: Ïðî ñõîäèìîñòü ðÿäà

äèòñÿ àáñîëþòíî.
ñõî-8)ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,7)ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,6)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,5)ñõîäèòñÿ óñëîâíî,4)ëþòíî,
ñõîäèòñÿ àáñî-3)ðàñõîäèòñÿ,2)ñõîäèòñÿ óñëîâíî,1)Óïðàæíåíèå 46:

.|na|
=1n

∑∞
àáå ê ðÿäó

Óïðàæíåíèå 45: Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü ïðèçíàêè Äàëàìáåðà, Êîøè è Ðà-



îæèäàíèå

ïîòîê
âõîäíîé

−−−−−−−−−−−→
òðåáîâàíèé
ïðèõîä

ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
Â îáùåì âèäå ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ìîæíî ïðåä-

Îïðåäåëåíèå ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ

äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ Ìàðêîâñêèõ ñèñòåì

Ïðèìåíåíèå ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

îáñëóæèâàíèå

−−−−−−−−−→

(î÷åðåäü)
íàêîïèòåëü
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íèå ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ÑÌÎ.
ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ èìååò òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-

Ðàñ÷åò îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ÑÌÎ â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò
âàíèÿ, êîëè÷åñòâîì îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ è ìåñò â î÷åðåäè.
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé è èõ îáñëóæè-
íèå ÑÌÎ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: òèï ôóíê-
ëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè è èìåþò ñâîÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîâåäå-
îæèäàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü è ò.ä.) òàêæå ÿâ-
ïîäîáíûõ ñèñòåì (êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ÑÌÎ, ñðåäíåå âðåìÿ
èõ îáñëóæèâàíèÿ íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð, îñíîâíûå ïàðàìåòðû

Ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññû ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé è
ñÿ â î÷åðåäü, ãäå è îæèäàåò îñâîáîæäåíèÿ ëþáîãî ïðèáîðà.
ñóòñòâèÿ ñâîáîäíûõ îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ òðåáîâàíèå ñòàíîâèò-
ïåðåäàþòñÿ íà îáñëóæèâàþùèå ïðèáîðû (èëè ïðèáîð). Â ñëó÷àå îò-

Íà âõîä ÑÌÎ ïîñòóïàåò ïîòîê òðåáîâàíèé, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè

Îáùèé âèä ÑÌÎÐèñ. 1.

ïîòîê
âûõîäíîé

−−−−−−−−−−−→
òðåáîâàíèé

âûõîä

îáñëóæèâàþùèå ïðèáîðû



ñîñòîÿíèé òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå:
ìàòü îáùåå êîëè÷åñòâî íàõîäÿùèõñÿ â íåé òðåáîâàíèé, òîãäà ãðàô

Ïîä îòäåëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè Ìàðêîâñêîé ñèñòåìû áóäåì ïîíè-
çàãðóçêîé ñèñòåìû.

, íàçûâàåìûé1−)nµ(a=ρçàïèñåé òàêæå ìîæåò ââîäèòñÿ ïàðàìåòð
. Äëÿ óïðîùåíèÿm, à êîëè÷åñòâî ìåñò â î÷åðåäè �nîáîçíà÷àòü

Â òåðìèíîëîãèè ÑÌÎ ÷èñëî îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ ïðèíÿòî
.µðîì

êîâñêèõ ÑÌÎ òàêæå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð ñ ïàðàìåò-
Òèï ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ â Ìàð-

.1−a) =t(t dF

0

∫∞+
=ξE

ëåíèÿìè òðåáîâàíèé) ñîñòàâèò
(ñðåäíèé èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ïîñòóï-ξ÷åñêîå îæèäàíèå ÑÂ

ðîñòü ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè-
ðîì à â ýòîì ñëó÷àå ïîíèìàþò èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà (ñðåäíÿÿ ñêî-

Òàêèå âõîäíûå ïîòîêè íîñÿò íàçâàíèÿ ïðîñòåéøèõ. Ïîä ïàðàìåò-
� ïàðàìåòð ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.aãäå

,0, a >0, t >at−e−= 1}ξ < t{P) =t(F

ïîä÷èíÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ:
èξïîñòóïëåíèÿ êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ÑÂ)

áëèæåíèå îäíîðîäíûõ îðäèíàðíûõ òðåáîâàíèé, èíòåðâàëû âðåìåíè
ÿâëÿþòñÿ Ìàðêîâñêèå ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ïðè-
Îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òèïîâ ÑÌÎ

Ìàðêîâñêèå ÑÌÎ

0

µ
←−−−

−−−→a

1

µ1)−n(
←−−−

−−−→
a

. . .

µ2
←−−−

−−−→a

n-1

nµ
←−−−

−−−→a

n

nµ
←−−−

−−−→
a

n+1
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(è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäèò â ñòàðøèå ñîñòîÿíèÿ).añòüþ
Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ñèñòåìà ïîëó÷àåò òðåáîâàíèÿ ñ èíòåíñèâíî-

Ãðàô ñîñòîÿíèé Ìàðêîâñêîé ÑÌÎÐèñ. 2.

. . .

nµ
←−−−

−−−→
a



(ñì. ðèñ. 3).+ 1m+nè ðàâíÿåòñÿ
Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÑÌÎ êîíå÷íî

∞m <≤1,∞n <≤1Ìàðêîâñêàÿ ÑÌÎ ïðè

.mèn
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ âîçìîæíûõ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé

ñÿ î÷åðåäü îæèäàþùèõ òðåáîâàíèé.
è ïåðåñòàåò ðàñòè; â ýòîì ñëó÷àå íà÷èíàåò ôîðìèðîâàòü-nµðàâíîé

), îáùàÿ èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ ñòàíîâèòñÿnñèñòåìå ðàâíî
êàê âñå îáñëóæèâàþùèå ïðèáîðû çàíÿòû (êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â

). Âèäíî, ÷òî ïîñëå òîãîµêîòîðûõ èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ
ïðîïîðöèîíàëüíîé êîëè÷åñòâó çàíÿòûõ ïðèáîðîâ (äëÿ êàæäîãî èç
èç ÑÌÎ â ðåçóëüòàòå îáñëóæèâàíèÿ) ïðîèñõîäèò ñ èíòåíñèâíîñòüþ,

Âîçâðàùåíèå â ìëàäøèå ñîñòîÿíèÿ (òî åñòü âûõîä òðåáîâàíèé

0

µ
←−−−

−−−→a

1

←−−−

−−−→

. . .

←−−−

−−−→

n

←−−−

−−−→

. . .

nµ
←−−−

−−−→a

n+m-1

nµ
←−−−

−−−→a

n+m

a
=kp

Èç (29) ñëåäóåò, ÷òî
òðåáîâàíèé).kâ ñèñòåìå áóäåò

íàðíîì ðåæèìå (èëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå
� âåðîÿòíîñòü ïðèñóòñòâèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè k â ñòàöèî-kpãäå

(29)
m,+n≤k≤, nknµp=1−kap

n,≤k≤1,kkµp=1−kap


âåñèÿ:

â êàæäîì èç ñîñòîÿíèé, êîòîðîå ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèé ðàâíî-
íîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû

, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-∞<)nµ(a=ρÌîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

∞m <≤1
,∞n <≤1Ãðàô ñîñòîÿíèé Ìàðêîâñêîé ÑÌÎ ïðèÐèñ. 3.

nρ
=1−kp

kµ

k)nρ(
=1−kp

k
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;n≤k≤1ïðè0p
!k



a
=kp

kρnn
=np

n−kρ=1−kρp=1−kp
nµ

k)nρ(




=kp

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

m.+n≤k≤nïðè0p
!n

kρnn

n,≤k≤1,0p
!k

k)nρ(

=0k

∑n[
0p

îòêóäà

,= 1kp
=0k

∑m+n

íàéäåì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòåé0pÂåðîÿòíîñòü

m,+n≤k≤, n0p
!n

n)nρ(
+

!k

)mρ−(1ρ
=kρ

=1k

∑mïðîãðåññèþ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ
Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðàÿ ñóììà â (30) ïðåäñòàâëÿåò ãåîìåòðè÷åñêóþ

(30).= 1

]
kρ

=1k

∑m
!n

k)nρ(

=1k

∑n[
=0p

Òîãäà â èòîãå èìååì

.
ρ−1

)mρ−(1+1nρnn
+

!k

k)nρ(

=1k

∑n(
0ρ

=kkp
=0k

∑m+n

=ηE

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñòâî), íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, âû÷èñëÿåòñÿ

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà òðåáîâàíèé (èõ ñðåäíåå êîëè÷å-

.

1−]
)ρ−!(1n

+1nρnn
+

1)!−k(

mρ−1
+mρ)m+n(−n

[
)ρ−!(1n
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.

)]
ρ−1



Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÑÌÎ áåñêîíå÷íî (ñì. ðèñ. 4).

∞=m,∞n <≤1Ìàðêîâñêàÿ ÑÌÎ ïðè

0

µ
←−−−

−−−→a

1

←−−−

−−−→

. . .

←−−−

−−−→

n-1

nµ
←−−−

−−−→a

n

nµ
←−−−

−−−→a

n+1

k)nρ(




=kp

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì:

∞=m,∞n <≤1Ãðàô ñîñòîÿíèé Ìàðêîâñêîé ÑÌÎ ïðèÐèñ. 4.

. . .

←−−−

−−−→

kρnn

n,≤k≤1,0p
!k

k)nρ(

=0k

∑n[
0p=kp

=0k

∑∞Óñëîâèå íîðìèðîâêè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

.+ 1n≥, k0p
!n

nn
+

!k

ρ
=kρ

=1k

∑∞ñèþ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ:
Çäåñü âòîðàÿ ñóììà â (31) ïðåäñòàâëÿåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåñ-

(31).= 1

]
kρ

+1n=k

∑∞
!n

k)nρ(

=0k

∑n[
=0p

Òîãäà â èòîãå èìååì:

.
ρ−1

+1nρnn
+

!k

k)nρ(

=1k

∑n(
0ρ=kkp

=0k

∑∞
=ηE

ñèñòåìå, â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ñòàöèîíàðíûé ïåðâûé ìîìåíò ÷èñëà òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ â

.

1−]
)ρ−!(1n

)]ρ−(1n[1 ++1nρnn
+

1)!−k(
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.

)
2)ρ−!(1n



ñîñòîÿíèé ýòîé ÑÌÎ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.
âñå ïðèáûâàþùèå òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ áåç îæèäàíèÿ. Ãðàô
Â òàêîé ÑÌÎ ÷èñëî îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ áåñêîíå÷íî. Ïîýòîìó

∞=nÌàðêîâñêàÿ ÑÌÎ ïðè

0

µ
←−−−

−−−→a

1

←−−−

−−−→

. . .

←−−−

−−−→

k-1

kµ
←−−−

−−−→a

k

µ+ 1)k(
←−−−

−−−→
a

k+1

ky
=kp

ñëåäóåò, ÷òî
, îòêóäà, . . .2,= 1k,kkµp=1−kapëèòü èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

÷èñëà òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå, êîòîðîå ìîæíî îïðåäå-
ñëó÷àå âñåãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

. â ýòîì1γ <≤1−)kµ(aèìååìkÄëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

∞=nÃðàô ñîñòîÿíèé Ìàðêîâñêîé ÑÌÎ ïðèÐèñ. 5.

. . .

←−−−

−−−→

a
=yãäå,0p

!k

ky

=0k

∑∞[
0p=kp

=0k

∑∞Òîãäà óñëîâèå íîðìèðîâêè:

.
µ

ky

=0k

∑∞[
=0p

â ðÿä Òåéëîðà ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñïîíåíòû. Ñëåäîâàòåëüíî:
Çäåñü âûðàæåíèå â ñêîáêàõ (32) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå

(32).= 1

]
!k

ky
=kpè,y−e=

1−]
!k

ky
k

=0k

∑∞
=kkp

=0k

∑∞
=ηE

ñèñòåìå, ïðè ýòîì âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ñòàöèîíàðíûé ïåðâûé ìîìåíò ÷èñëà òðåáîâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ â

, . . . .2,1,= 0, ky−e
!k

1−ky

=1k

∑∞
yy−e=y−e

!k
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