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Физика 

УДК 539.12:530.145 
В.А. ПЛЕТЮХОВ, В.И. СТРАЖЕВ 

ВЕЩЕСТВЕННОЕ ПОЛЕ ДИРАКА – КЭЛЕРА И ДИРАКОВСКИЕ ЧАСТИЦЫ 
It is shown, that the system of two Dirac fields is invariant under transformations of the internal symmetry group SO(3,2). The 

real Dirac – Kaehler field has the same symmetry group. 

1. Уравнение Дирака – Кэлера (Д – К) представляет собой максимально общее линейное диффе-
ренциальное уравнение первого порядка над полем комплексных чисел для полного набора антисим-
метричных тензорных полей в пространстве Минковского. Его тензорная формулировка, как извест-
но, имеет вид (см., например [1–8]): 

m 0 0,µ µ∂ Ψ + Ψ =  
i i 0 0,mµµ∂ Ψ + Ψ =  

[ ] 0 0,mν µ µµν∂ Ψ + ∂ Ψ + Ψ =                                                        (1) 

[ ]
i i0

1 0,
2 

m µµναβ ν µαβε ∂ Ψ + ∂ Ψ + Ψ =  

i
[ ] 0,m βµ ν ν µ µναβ α µν−∂ Ψ + ∂ Ψ + ε ∂ Ψ + Ψ =  

где i [ ]
1 
3!

µ µναβ ναβΨ = ε Ψ  – аксиальный вектор, i [ ]0 
1
4! µναβ µναβΨ = ε Ψ  – псевдоскаляр, µναβε  – тензор 

Леви-Чивита ( 1234 iε = − ). 
Система (1) может быть записана в матричной форме 

( ) 0,mµ µΓ ∂ + Ψ =                                                               (2) 

где Ψ – 16-компонентная волновая функция-столбец 

i i
[ ]( )0 0 , , , , µ µ µνΨ = Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ                                                          (3) 

и матрицы µΓ  размерности 16×16 удовлетворяют перестановочным соотношениям алгебры матриц 

Дирака. Вводя собирательный индекс [ ], , , , ,A = µ µ µν� �ο ο  пробегающий значения от 1 до 16,  матри-

цы µΓ  можно выразить через элементы ABe  полной матричной алгебры [2] следующим образом: 

( ) ( ) ,+ −
µ µ µΓ = β + β  

( ) [ ] [ ] ,e e e eλ λµ λµ λ+ µ µ
µβ = + + +� �� �ο ο  

( ) [ ] [ ]( ).2
ie e e eλ αβ αβ λ− µ µ

µ λµαββ = + + ε +
� �ο ο  
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С точки зрения теории релятивистских волновых уравнений система Д – К описывает частицу с на-
бором спинов 0, 1 и двукратным вырождением состояний по пространственной четности. Лагранжева 
формулировка теории Д – К инвариантна относительно преобразований группы внутренней (диаль-
ной) симметрии ( )4,2SO  [3], генераторами которой являются матрицы 

[ ] ( )5 5
1, , , .
2µ µ µ ν ν µµ ν

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′Γ Γ Γ Γ Γ Γ = Γ Γ − Γ Γ                                             (4) 

Здесь µ′Γ  – второй набор матриц размерности 16 16,×  удовлетворяющих, как и ,µΓ  алгебре матриц 
Дирака, взаимно коммутирующих с матрицами µΓ  и имеющих в базисе (3) вид 

( ) ( ) .+ −
µ µ µ′Γ = β − β  

Диальная симметрия позволяет сопоставить полю Д – К набор из четырех дираковских полей с не-
компактной группой внутренней симметрии ( )2,2SU  [1, 3–5], т. е. описывать на его основе (причем 
как на классическом, так и на квантовом уровне) дираковскую частицу с дополнительными (помимо 

спина) внутренними степенями свободы. Рассмотрим возможность описания частиц со спином 1
2

 и 

дополнительными внутренними степенями свободы на основе вещественного поля Д – К. 
Вещественным полем Д – К называется такой выбор полевых функций в (3), при котором система 

исходных тензорных уравнений (1) становится вещественной. Это возможно, например, если выбрать 
компоненты i i

[ ]00 , , , ,ii i jΨ Ψ Ψ Ψ Ψ  вещественными, а i
[ ]44 4, , iΨ Ψ Ψ  – чисто мнимыми (либо наоборот, 

что, по существу, одно и то же). Поскольку число независимых компонент (степеней свободы) у такого 
поля в два раза меньше, чем у комплексного поля Д – К, то очевидно, что речь в данном случае может 
идти о сопоставлении вещественному полю Д – К набора из двух дираковских полей. Необходимое 
условие эквивалентности этих теорий – соответствие их свойств внутренней симметрии. Прямое уста-
новление указанного соответствия в матричном подходе и является целью настоящей работы. 

2. Будем исходить из определения преобразований внутренней симметрии лагранжевой формули-
ровки теории вещественного поля, описываемого уравнением вида (2), как преобразований 

( ) ( ) ,x Q xµ µ′Ψ = Ψ  
удовлетворяющих следующим требованиям: 

1) матрица Q  коммутирует со всеми матрицами µΓ ; 

2) для матрицы Q  выполняется условие Q Q+ η = η  
(η  – матрица билинейной формы), которое для бесконечно малых однопараметрических преобразований 

1Q J= + ω                                                                          (5) 
(ω  – параметр, J  – генератор) принимает вид 

( ) ;J J+ω η = −ηω                                                                  (6) 
3) преобразование Q  оставляет вещественные (мнимые) компоненты волновой функции Ψ  веще-

ственными (мнимыми) в том смысле, что если AΨ  – вещественная (мнимая) функция, то и 

A AB BQ′Ψ = Ψ  – также вещественная (мнимая) функция. 
Для удобства выберем базис, в котором волновая функция Ψ  имеет структуру 

[ ] [ ] [ ]
i( 41 2 3 023 31 12, , , , , , , ,iΨ = Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ i

[ ]
i

[ ]
i

[ ]
i )1 2 3 0414 24 34, , , , , , ,i i i iΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ  – столбец,   (7) 

где первые восемь компонент являются вещественными, а последние восемь – чисто мнимыми. В ба-
зисе (7) генераторы (4) и матрица билинейной формы 4 4′η = Γ Γ  принимают соответственно вид 
                                             1 2 5 2 4 ,′Γ = − γ γ ⊗ γ γ       2 2 5 2 5 ,′Γ = γ γ ⊗ γ γ       3 4 2 ,′Γ = γ ⊗ γ  
                                             4 4 5 1 3 ,′Γ = γ γ ⊗ γ γ          5 5 4 ,I′Γ = γ ⊗                [ ] 2 2 41 5 ,′ ′Γ Γ =−γ ⊗ γ γ  

[ ] 2 2 52 5 ,′ ′Γ Γ =γ ⊗ γ γ        [ ] 4 5 23 5 ,′ ′Γ Γ =γ γ ⊗ γ       [ ] 4 1 34 5 ,′ ′Γ Γ =γ ⊗ γ γ                (8) 

                                             [ ] 1 3 52 3 ,′ ′Γ Γ =γ γ ⊗ γ         [ ] 1 3 43 1 ,′Γ Γ = γ γ ⊗ γ      [ ] 4 5 41 2 ,I′ ′Γ Γ = ⊗ γ γ  

                                             [ ] 2 4 51 4 ,′ ′Γ Γ =−γ γ ⊗ γ       [ ] 2 4 42 4 ,′ ′Γ Γ =−γ γ ⊗ γ   [ ] 5 4 53 4 ,′ ′Γ Γ =γ ⊗ γ γ  

4 1 2.iη = − γ ⊗ γ γ  
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Принимая во внимание блочную структуру генераторов (8), записанных в явном виде, структуру 
(7) волновой функции и исходя из приведенного определения 1) – 3) преобразований внутренней 
симметрии вещественного поля, устанавливаем, какие из параметров в (5) должны быть веществен-
ными, а какие – мнимыми. Далее, с учетом этого находим однопараметрические преобразования, ко-
торые удовлетворяют условию (6). Тем самым выделяем искомую группу внутренней симметрии ла-
гранжиана вещественного поля Д – К с одновременной ее явной параметризацией. 

Проделав данный анализ, находим, что «хорошими» являются генераторы 
[ ], ,µ µ ν

′ ′ ′Γ Γ Γ                                                                            (9) 

при этом шесть параметров [ ],i i jω ω  – вещественные, а четыре [ ]4 4, iω ω  – мнимые. Таким образом, 

устанавливаем группу инвариантности ( )3,2SO  внутренней симметрии лагранжевой формулировки 
вещественного поля Д – К (см. также [6], где указанная симметрия рассмотрена в рамках кватернион-
ного подхода). 

3. Теперь рассмотрим систему из двух уравнений Дирака 
( ) I 0,mµ µγ ∂ + Ψ =                                                                (10а) 

( ) II 0mµ µγ ∂ + Ψ =                                                                 (10б) 
с лагранжианом 

I II ,L L L= −                                                                        (11) 
который соответствует выбору 

3 4η = σ ⊗γ                                                                           (12) 
матрицы билинейной формы. Для решения поставленной задачи запишем данную полевую систему в 
вещественной форме. Возьмем от уравнений (10) комплексное сопряжение и, учитывая, что ,i i

∗∇ = ∇  

4 4 ,∗∇ = −∇  1 1,∗γ = −γ  2 2 ,∗γ = γ  3 3 ,∗γ = −γ  4 4 ,∗γ = γ  получим 
( )1 1 2 2 3 3 4 4 0,m ∗−γ ∇ + γ ∇ − γ ∇ − γ ∇ + Ψ =I                                      (13а) 

( )1 1 2 2 3 3 4 4 II 0.m ∗−γ ∇ + γ ∇ − γ ∇ − γ ∇ + Ψ =                                     (13б) 
Объединяя уравнения (10а), (10б) с (13а), (13б), приходим к системе из четырех (шестнадцати) урав-
нений, которая может быть записана в матричной форме (2). Матрицы µΓ  16×16 и матрица билиней-
ной формы η  в базисе 

( )I II I II, , ,∗ ∗Ψ = Ψ Ψ Ψ Ψ  

для такой системы будут иметь вид 
1 4 1 2 4 2 3 4 3 4 4 4, , , ,IΓ = γ ⊗γ Γ = ⊗γ Γ = γ ⊗γ Γ = γ ⊗γ  

( )2 3 4 1 2 4 .I iη = ⊗ σ ⊗γ = − γ γ ⊗γ                                                    (14) 
Складывая и вычитая уравнения (10а) и (13а), а также (10б) и (13б) и вводя функции 

( ) ( )I I I I
1 1, ,
2 2

r i∗ ∗Ψ = Ψ +Ψ Ψ = Ψ −ΨI I  

( ) ( )II II II II II
1 1, ,
2 2

r i ∗Ψ = Ψ +Ψ Ψ = Ψ −Ψ*
II  

получаем систему, которая также может быть записана в форме (2). При этом волновая функция Ψ  
имеет структуру 

( )I II I II, , ,r r i iΨ = Ψ Ψ Ψ Ψ                                                        (15) 

I II( ,r rΨ Ψ  – вещественные, I II,i iΨ Ψ  – чисто мнимые компоненты), а матрицы µΓ  трансформируются к 
виду 

1 5 1 2 4 2 3 5 3 4 5 4, , , ,IΓ =−γ ⊗γ Γ = ⊗γ Γ = − γ ⊗γ Γ = − γ ⊗γ                         (16)  
где 5 1 2 3 4.γ = γ γ γ γ  Для матрицы η  сохраняется выражение (14). 

Система (2), (14), (16) удовлетворяет определению вещественного поля. Поэтому будем называть 
ее вещественной формой исходной комплексной системы (10) – (12), или 16-компонентным вещест-
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венным полем Дирака. Как видно, размерность этого поля совпадает с размерностью вещественного 
поля Д – К. Волновые функции (7) и (15) имеют одинаковое число вещественных и мнимых компо-
нент. Наконец, оба поля являются диракоподобными в смысле алгебры матриц .µΓ  Указанные об-
стоятельства облегчают сопоставление свойств внутренней симметрии данных полевых систем. 

Диракоподобность матриц µΓ  (16) позволяет привести их к виду 

4Iµ µΓ = ⊗ γ  
(соответствующий базис называем «фермионным»). Этот переход осуществляется посредством уни-
тарного преобразования базиса в пространстве волновой функции ,Ψ  задаваемого матрицей 

( ) ( )4 4 2 5 4 2
1 ,
2

A I I i I i= ⎡ ⊗ + γ − γ ⊗ − γ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( )1
4 4 2 5 4 2

1 .
2

A A I I i I i− += = ⎡ ⊗ − γ − γ ⊗ + γ ⎤⎣ ⎦                                           (17) 

Группа внутренней симметрии лагранжиана 16-компонентного комплексного поля Дирака, как и 
комплексного поля Д – К, может быть параметризована с помощью генераторов типа (4), где µ′Γ  – 
четверка квадратных матриц, имеющих в фермионном базисе вид 

4.Iµ µ′Γ = γ ⊗                                                                     (18) 
Очевидно, что генераторы внутренней симметрии 16-компонентного вещественного поля Дирака со-
держатся среди этих генераторов. Для того чтобы найти их, поступим следующим образом. С помо-
щью преобразования 1A−  (17) переведем генераторы (4), (18) обратно в базис (15), в котором вещест-
венные и мнимые компоненты волновой функции разделены. В результате получим 
                                      1 1 5 2 ,i′Γ = γ γ ⊗ γ        2 2 5 2 ,i′Γ = γ γ ⊗ γ       3 3 5 2 ,i′Γ = γ γ ⊗ γ  

4 4 5 2 ,i′Γ = γ γ ⊗ γ       5 5 4 ,I′Γ = γ ⊗              1 5 1 2 ,i′ ′Γ Γ = γ ⊗ γ  

2 5 2 2 ,i′ ′Γ Γ = γ ⊗ γ       3 5 3 2 ,i′ ′Γ Γ = γ ⊗ γ        4 5 4 2 ,i′ ′Γ Γ = γ ⊗ γ                                (19) 
                                     [ ] 2 3 42 3 ,I′ ′Γ Γ =γ γ ⊗     [ ] 3 1 43 1 ,I′Γ Γ = γ γ ⊗     [ ] 1 2 41 2 ,I′ ′Γ Γ = γ γ ⊗  

                                      [ ] 1 4 41 4 ,I′ ′Γ Γ = γ γ ⊗    [ ] 2 4 42 4 ,I′ ′Γ Γ =γ γ ⊗     [ ] 3 4 43 4 .I′ ′Γ Γ =γ γ ⊗  
Затем, по аналогии с п. 2, принимая во внимание блочную структуру генераторов (19) и определение 
преобразований внутренней симметрии вещественного поля, устанавливаем вещественность (мни-
мость) параметров ω  для бесконечно малых однопараметрических преобразований, задаваемых ге-
нераторами (19). После этого проверяем, для каких преобразований (генераторов) выполняется усло-
вие (6), и находим группу внутренней симметрии лагранжиана рассматриваемого 16-компонентного 
вещественного поля Дирака. Искомая группа задается в данном случае десятью генераторами 

2 ,′Γ  3 ,′Γ  4 ,′Γ  5 ,′Γ  2 5 ,′ ′Γ Γ  3 5 ,′ ′Γ Γ  4 5 ,′ ′Γ Γ  [ ]2 3 ,′ ′Γ Γ  [ ]2 4 ,′ ′Γ Γ  [ ]3 4 ,′ ′Γ Γ                       (20) 
которым соответствует шесть мнимых и четыре вещественных параметра. 

Заметим, что набор генераторов (20) отличается от набора (9) заменой 1′Γ  на 5′Γ . Это отличие не 
имеет принципиального значения, поскольку с помощью унитарного преобразования базиса 

1
11

12
1

i
i

U
i

i

−
−

=
− −
− −

 , 1

1
11

12
1

i
i

U U
i

i

− += =
−

−

 

матрицу 5γ  можно перевести в 1γ , не изменяя при этом вида матриц 2 3 4, , .γ γ γ  Это означает, что сис-
тема двух дираковских полей, как и вещественное поле Д – К, обладает внутренней симметрией 

( )3, 2 .SO  В рамках релятивистской квантовой механики эта симметрия соответствует перемешива-
нию в том числе состояний с противоположными значениями энергии для решений из двух различ-
ных уравнений Дирака. 

4. Итак, вещественному полю Д – К может быть поставлена в соответствие система двух дираков-
ских полей. С теоретико-групповой точки зрения данная возможность объясняется тем, что рассмот-
ренная выше группа преобразований ( )3,2SO  образует для случая поля Д – К полупрямое произве-
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дение с преобразованиями группы Лоренца. При переходе от полупрямого произведения этих групп к
прямому, что достигается соответствующим переопределением лоренцевских трансформационных
свойств волновой функции, получаем уже систему дираковских полей (см. [1]). В работах [7, 8] было
показано, что обе полевые системы допускают непротиворечивое квантование (с использованием ин-
дефинитной метрики) как по статистике Ферми – Дирака, так и Бозе – Эйнштейна. 

С физической точки зрения наличие симметрии ( )3,2SO  у системы двух дираковских полей вместо 
ожидаемой группы ( )2SU  или ( )1,1SU  объясняется в рамках квантовой теории тем, что в отсутствие
(электромагнитного) взаимодействия состояния частицы и античастицы являются неразличимыми.  
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