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Введение 
Поверхностные поляритопы, представляющие 

собой электромагнитные возбуждения, локализо­
ванные вблизи границ раздела сред, можно разде­
лить на два класса. К первому классу относятся 
хорошо исследованные поверхностные волны на 
границе изотропных сред с разными знаками ди­
электрических (или магнитных) проницаемое гей и 
сильной частотной дисперсией [1]. Сравнительно 
недавно был теоретически предсказан другой класс 
поверхностных поляритонов [2-4}, возникающих 
вследствие анизотропии пограничных материалов, 
названных сингулярными поверхностными волнами. 
В отличие от поверхностных поляритонов первого 
типа сингулярные поверхностные поляритопы мо­
гут распространяться вдоль границ раздела сред с 
положительно определенными тензорами диэлект­
рических проницаемостей. Возбуждение таких по­
верхностных воли возможно лишь вдоль некоторых 
направлений, совокупность которых образует сек­
торы в плоскости раздела сред. В работах [2, 4] 
были впервые теоретически предсказаны сингуляр­
ные поляритопы на границах немагнитных одно­
осных кристаллов и изотропных сред. Сингулярные 
поверхностные поляритопы также исследовались на 
границах немагнитных одноосных кристаллов с 
разной ориентацией оптических осей [5-8], фара-
деевских и изотропных сред [9], на границах нла-
нальных бианизотропных и изотропных сред [10], 
немагнитных двуосных кристаллов и изотропных 
сред [11, 12]Л 

В 2000 году были экспериментально созданы сре­
ды (метаматериалы) с одновременно отрицательны­
ми значениями магнитной и диэлектрической про­

ницаемостей в микроволновом диапазоне [13, 14]. 
Впервые свойства таких сред были теоретически 
исследованы в работе [15]. 

Позднее в работах [16, 17] рассматривалась воз­
можность существования поверхностных электро­
магнитных волн на границах метаматериалов с е < 0, 
[I < 0 и изотропных сред. Оказалось, что в зависимо­
сти от значений материальных параметров сред па 
таких границах возможно возбуждение только одной 
поверхностной моды СУ- или/?-поляризацией [16, 17]. 
В работе |17| также исследовались направления 
потоков энергии поверхностных поляритонов. Было 
показано, что на плоских поверхностях сред с отри­
цательными диэлектрической и магнитной проница­
емостями могут существовать прямые и обратные 
поверхностные волны, для которых направления вол­
нового вектора и потока энергии параллельны и 
антипараллельны соответственно. Этот факт согла­
суется с теоретическими работами [15,18], где была 
показана противонаправленпость волнового векто­
ра и вектора 11ойнтинга. Вещества е е < 0 и |т < 0 ча­
сто называют "левыми" средами, так как напряжен­
ности электрического и магнитного полей и волно­
вой вектор в них образуют левую тройку векторов, в 
то время как в средах с положительными проница­
емостями ("правых" средах)- правую тройку2. На 
сегодняшний день левые материалы созданы только 
для микроволновою диапазона электромагнитных 
волн (в 118| сообщается о таких средах, работающих 
на частотах до 300 ГГц). Вполне возможно, что такие 
материалы будут созданы и для других диапазонов 
частот спектра электромагнитных волн. 

В литературе, как правило, исследуются свойства 
поверхностных поляритонов в веществах, у которых 
отрицательна только о/та ич ппнимиярип^н »,,л„ 



териальных тензоров е или ц (см.. например, [1, 3] и 
цитируемую там литературу), или свойства сингуляр­
ных поверхностных поляритонов на границах раз­
дела анизотропных сред. Целью настоящей работы 
является исследование поверхностных поляритонов 
на границах раздела левых метаматериалов и ани­
зотропных диэлектрических сред. Для таких поля­
ритонов характерны свойства как сингулярных по­
верхностных поляритонов (возможность распрост­
ранения только в определенных направлениях вдоль 
границы раздела), так и поверхностных волн на гра­
ницах изотропных левых и правых сред (иротиво-
направленность волнового вектора и вектора Умо-
ва -Пойнтинга). Показывается, что в отличие от гра­
ницы двух правых сред (или границы изотропных 
правых и левых сред) в рассматриваемом случае мо­
гут существовать несколько поверхностных волн, 
распространяющихся в одном направлении с разны­
ми фазовыми скоростями. Такие волны мы называ­
ем изоиормаиьиыми поверхностными волнами по 
аналогии с изонормальными объемными волнами в 
неограниченных анизотропных кристаллах [19]. 

В первом разделе статьи проводится общий ана­
лиз существования решений дисперсионного урав­
нения для поверхностных поляритонов на границах 
раздела левых изотропных сред и правых одноосных 
кристаллов. На основе этого анализа во втором 
разделе указаны соотношения для материальных 
параметров граничащих сред, при которых диспер­
сионное уравнение имеет одно, два или три реше­
ния. В третьем разделе изучено влчяние слабой ани­
зотропии на характеристики поверхностных элект­
ромагнитных волн на границах левых и правых сред. 

1. Дисперсионное уравнение 
для поверхностных поляритонов 

Рассмотрим границу раздела правого одноосно­
го кристалла и левой изотропной среды. Вектор 

В (3) используется обозначение с/ = ясо52а + 6ят2а, 
где а - угол между направлением распространения 
поверхностной волны и оптической осью кристал­
ла. Безразмерная приведенная частота V = (о/ск 
представляет собой фазовую скорость поверхност-

единичной нормали к плоскости раздела сред обо­
значим ^. Одноосный кристалл описывается тен­
зором обратной диэлектрической проницаемости 
е"'1 = а + (Ь - а)с® с, где с - единичный вектор оп­
тической оси кристалла, а символом ® обозначено 
тензорное произведение векторов (диада). Левая 
изотропная среда характеризуется отрицательными 
диэлектрической и магнитной проиицаемостямн 
Е' = а' ' и ц' (|л' < 0). Пусть оптическая ось кристал­
ла лежит в плоскости границы. 

Поверхностная электромагнитная волна в одно­
осном кристалле представляет собой суперпозицию 
неоднородных парциальных волн и описывается 
уравнениями 

2 

Н(г,/) - ]^СД?ехр[/*(Ь + 1у|)г - /со/ ], 

Е(г,/) = ] Г с Х ехр[/*(Ь + ЧА)Г */0)/} 
л I 

где к - проекция волнового вектора на направление 
распространения волны Ь вдоль границы раздела, 
НЛ° и Ел° - амплитуды неоднородных парциальных 
волн на границе раздела; Г|Л комплексные коэффи­
циенты, характеризующие ослабление этих волн 
при удалении от границы раздела (1\щх < 0); Сх 
весовые коэффициенты. Поля во второй среде опи­
сываются аналогичными уравнениями, в которые 
будут входить штрихованные амплитуды Н °̂, Е'у° и 
коэффициенты Сх, г|'у, при этом 1тг|у > 0. 

В рассматриваемом случае дисперсионное урав­
нение для поверхностных возбуждений может быть 
получено с помощью общих соотношений для 
поверхностных волн в линейных бианизотронных 
средах произвольной симметрии, установленных в 
работе [10]: 

/ ^ , а ) = 0, (2) 
где функция Г(У, а) имеет вид 

ной волны в единицах скорости света с в вакууме. 
Из симметрии задачи следует, что если волна мо­
жет распространяться в некотором направлении Ь, 
то она будет распространяться и в противоположном 
направлении ~Ь, ПОСКОЛЬКУ гЬунк-пма РУЧ/ <̂Л »Й •*•».. 

Р,(у,а)-\[аЬ^ \а-у 
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ь» 
меняется при замене а -» п + а. Кроме того, Р(у, а ) 
инвариантна при замене а -> - а . Таким образом, 
множество направлений Ь, вдоль которых возмож­
но распространение поверхностных волн, зеркаль­
но симметрично при отражениях в плоскости раз­
дела относительно оси кристалла и при отражени­
ях относительно прямой, перпендикулярной к оси. 
Полому достаточно рассматривать только направ­
ления Ь, определяемые углами а е [0, я/2| . 

При заданных материальных параметрах сред а, 
Ь, а', ц' и угле а из уравнения (2) можно определить 
приведенную частоту V = уу и, следовательно, про­
екцию к волнового вектора поверхностной волны 
на направление Ь. При этом предполагается, что 

О < VЛ. < У, = ПИП ( У ; , Уд ) , (4) 

где У7 = пи']](>/с7,л/с*) и У[ - л/а'/ц' - так называе­
мые предельные частоты поверхностных волн [10] 
в одноосном кристалле и изотропной среде соот­
ветственно. Условие (4) равносильно тому, что ко­
эффициенты пЛ и ц'х в уравнениях (1) комплексны, 
т. е. энергия подя электромагнитной волны локали­
зована вблизи границы раздела в обеих погранич­
ных средах, и волна является поверхностной. Вели 
оно не выполняется, то хотя бы один из коэффици­
ентов т),, г)'х (у = 1,2) действительный, т. е. хотя бы 
одна из парциальных волн является объемной. Та­
кие случаи м{»1-исключаем из рассмотрения. 

Отметим, что уравнения (2), (3) верны при лю­
бых знаках проницаемостей Б' И Ц' или, иными сло­
вами, независимо от того, является ли пограничная 
изотропная среда правой или левой. В работе [20] 
для границы раздела анизотропных сред с положи­
тельно определенными тензорами проницаемостей 
была доказана единственность решения дисперси­
онного уравнения для поверхностных поляритонов 
(если для заданного направления распространения 
волны Ь решение существует, то оно единственно). 
При этом использовался факт положительности 
плотности энергии магнитного поля 

IV. = — НцН. 
16л 

(5) 

В то же время для левых сред плотность энергии 
электромагнитного поля рассчитывается по следу­
ющей формуле [18]: 

^ = Э(юе((р))|Е|2 + д(срц(со)).р 
д(о Зсо 

(6) 

а формула (5) неверна и приводит к не имеющим 
физического смысла отрицательным значениям плот-

сред. Поэтому ниже при анализе дисперсионного 
уравнения (2) учитывается также возможность нали­
чия нескольких его решений при заданном направ­
лении распространения волны Ь. Эти решения опи­
сывают поверхностные волны, распространяющие­
ся в одном направлении с разными фазовыми 
скоростями. Такие волны мы называем изонормаль-
ными поверхностными волнами но аналогии с изо-
нормальиыми объемными волнами в неограничен­
ных анизотропных кристаллах [19]. 

Функция Р(у9 а) (3) сложным образом зависит 
от У и найти решения уравнения (2) в общем случае 
можно только численно. Аналитически возможно 
лишь установить области углов а, для которых дис­
персионное уравнение имеет решения. Для этого не­
обходимо исследовать знаки функции Р(ч, а) на 
границах интервала [0, у;) (см. (4)) и производной 
дР(у> а)/ду внутри этого интервала. Необходимым 
условием существования нечетного числа корней 
дисперсионного уравнения является несовпадение 
знаков у функций /*'((), а) и Мт /<(у,а): 

Р(0, а) \\т Л>,а )<0 . (7) 

Для существования четною числа корней (в част­
ности, двух корней) необходимы наличие локаль­
ного экстремума функции Р(У, а) в интервале [0, V,) 

дР(у,а) 
ду = 0 (8) 

и несовпадение знака функции ^ ( У , а ) в точке экст­
ремума с одинаковыми знаками функции на грани­
цах интервала [0, УА). 

Таким образом, важно установить соотношения 
между параметрами а, />, а', ц', при которых функ­
ция ^ ( У , а ) (3) имеет тот или иной знак при V = 0 и 
у = у, . 

2. Анализ решений 
дисперсионного уравнения 

Мри У = 0 функция /*'(у, а ) принимает вид,, 

/Ч0,а) = (1+ц') 
с!(а) т- а (9) 

Знак функции Р(0, а) может быть как положитель­
ным, так и отрицательным в зависимости от сочета­
ния знаков сомножителей в (9). Знак сомножителя 
(1 + ц') зависит только от значения ц'. Множитель 

зависит от угла а между огни ческой 



Таблица 2. Предельные частоты V, поверхностных поляритонов на границах одноосных кристаллов и левых изотроп­
ных сред 

Примечание. В случае (IV) для углов а е [0, а()) предельная частота V, =^/7р ' , а для а € (а(), я/2] V, ~ 7<7, где 

а0 = агсяш у/(а - а'1\х')1(а - Ь). Функции А .(а). ААа) и А.(а) чяллны Лптшпями п т л 1\ •* ми\ —« 



Таблица 3. Количество корней дисперсионного уравнения 
для различных комбинаций материальных параметров 

Комбинация случаев 

(1)-(|У), ( 'И') 
(5НН), (5И»|) 
ОНО. (ЬНш) 
ОН"). ОН'") 
(5Н0. (5)-(1У) 

(2Ь(1) 
(2) (ж) 
(4) (!) 
ИМШ) 
(2)-(1У) 

(З)-(ПО 

а'ц' 

(4) (и) если /?<« 
и'ц' 

(6)-(|) если я > 6 
(6)-(|) если 6> а 

М) (IV) 

(6) (Л) 
(2Н«0. (6И1У) 
(ЗН«). ИМ") 

«V 
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невозможно. В 8 случаях дисперсионное уравнение 
может иметь не более одного решения. Совокупно­
сти разрешенных направлений распространения 
поляритонов здесь определяются условием (7) и 
образуют секторы в плоскости раздела. 

В случаях (3)—(IV) и (6)-(п) могут существо­
вать сразу два решения дисперсионного уравнения. 
Здесь условие Р(0> а)/г(у/, а) < 0 выполнено, если 
а е (а+, а2) (случай (3)- (IV)) или а е (а*, а,) (слу­
чай (6)-(п)). Для направлений распространения, за­
даваемых углами а е [0, а*), дисперсионное урав­
нение имеет два решения (рис. 1). Здесь мы исполь­
зуем величины а,, а2, а3 и а*, определенные выше. 

В оставшихся случаях (2)-(н), (З)-(п), (4)-(|у), 
(6)-(|у) число решений дисперсионного уравнения 
(2) при заданном а может достигать трех. Рассмот­
рим эти случаи отдельно. 

Случай (2)-(и). Если Ь < Ь*, то неравенство (7) вы­
полняется при любых а, т. е. существует одно 

сти от значения параметра Ь возможно различное рас­
положение ветвей решений дисперсионного урав­
нения, в том числе и приводящее к наличию целого 
интервала углов а, для которых это уравнение имеет 
одновременно три решения (вставка на рис. 2). 

Случай (З)-(и). При Ъ <Ь* существует только 
одно решение для углов а е [0, а*). Если Ь > Ь*, то 
появляется еще одна ветвь решения в области 
а е (а,, я/2]. Для некоторых значений параметра Ь 
угол а, может стать больше, чем а*. При этом ветви 
решений перестраиваются, появляются интервалы 
углов а направлений распространения, для которых 
существуют одновременно три решения диспер­
сионного уравнения (рис. 3). 

Случай (4)-(1У). Имеются две ветви решений в об­
ластях а е [0, а2) и а € (а3, тс/2]. По расположению 
возможных направлений распространения поверхно­
стных волн этот случай противоположен случаю, ис-

V 

0,6 

0,4 ^ 

0,2 V 

и, град 
Рис. 1. Решения V = у(сс) дисперсионного уравне­
ния (2) (случай (6)-(п)). а = 0,5, Ь = 0,9, а' = -0,66, 
ц' = -1,2. Два решения при одинаковом значении 
а соответствуют двум изонормальным поверхно­
стным волнам, распространяющимся в заданном 
направлении с различной фазовой скоростью. 

а, град 
Рис. 2. Решения V = у(сс) дисперсионного уравне­
ния (2) (случай (2Нп)). а - 0,4, а' = -0,34, ц/ = -0,94. 
Ь = (\й\(1Л С\АОС)\ (\А1<Г\ (\ЛЛ(4\. 



Рис. 3. Решения V = у(а) дисперсионного уравне­
ния (2) (случай (3) (п)). а = 0,4, а' = -0,41, ц' = - 0,94. 
Л - 0,43 (/), 0,442 (2), 0,46 (.?), 0,48 (</), 0,482 (5), 
0,5 (б). График / представлен одной кривой в ин­
тервале [0, сс+), при этом А < А* = 0,441; графики 2, 
5, 4 состоят из двух ветвей в интервалах [0, а*) и 
(а,, я/2]; графики 5, б состоят из двух ветвей пре­
имущественно в интервалах [0, а,) и (а*, я/2]. При 
увеличении параметра А от 0,480 до 0,482 проис­
ходит преобразование структуры ветвей диспер­
сионного уравнения. 

следованному в работе [4]. В ней рассматривалась гра­
ница раздела правого немагнитного одноосного кри­
сталла и правой изотропной среды, а решения дис­
персионного уравнения существовали при а е (а2, а,). 
При А - А* происходит перестроение ветвей, анало­
гичное рассмотренному для случая (2)-(н). 

Аналогичная трансформация ветвей решений 
дисперсионного уравнения при изменении А наблю­
дается и в случае (6)-{|V). Здесь дисперсионное урав­
нение имеет решения при а е [0, а2) и а е (а*, я/2], 
а преобразования структуры ветвей происходят, ко­
гда а 2 « а*. 

3. Поверхностные поляритоны на границе 
раздела слабоанизотропного кристалла 

и левой среды 
Поверхностные поляритоны на границах разде­

ла левой и правой изотропных сред хорошо изуче­
ны [16, 17]. Исследуем влияние слабой анизотро­
пии одной из пограничных сред на характер рас­
пространения поверхностных волн при условии, что 
эта среда граничит с изотропной левой средой. Рас­
смотрим, как изменяются решения V = уу дисперси­
онного уравнения (2) при переходе от границы раз­
дела изотропных правой и левой сред (А = а) к гра­
нице правого слабоанизотропного кристалла (А « а) 
и левой изотропной среды. При этом полагаем, что 
переменным является параметр А, в то время как 
другие материальные параметры остаются фикси­

рованными. Далее рассматривается случай, когда 
|ц'|<1,Н>я, аУц'>а. 

Выберем а = А = 0,5, а' = -0,62, ц' = -1,22. Счи­
таем, что правая изотропная среда при внешнем воз­
действии (электрическом или механическом) стано­
вится оптически одноосной. 

Для выбранных параметров равенство Ъ-а от­
вечает случаю, промежуточному между (4) (ш) и 
(4) (и). При А - а поверхностные волны могут рас­
пространяться в любом направлении вдоль грани­
цы раздела (график / па рис. 4). При уменьшении А 
переходим к комбинации материальных параметров 
(4) (ш), при которой поверхностные поляритоны 
по-прежнему могут распространяться в любом 
направлении. При увеличении А параметры соот­
ветствуют комбинации (4) (п), для которой углы а 
для разрешенных направлений распространения 
поверхностных поляритонов определяются из усло­
вия Г (у/а, а) <0 (см. табл.3). Вели А < А* (11), то 

распространение поверхностных волн возможно во 
всех направлениях, а если А > А* то только для 
а е [0, а,). При превышении параметром А порого­
вого значения А* интервал углов [0, а,) быстро су­
жается (см. графики 3, 4 на рис. 4 и 5). Для 
того чтобы небольшой модуляцией параметра А 
можно было значительно изменить угловую шири­
ну секторов разрешенных направлений, необхо­
димо, чтобы а и а'1\\! различались незначительно 
(см. формулу (12)), что использовалось нами при 
выборе значений материальных параметров (в рас­
сматриваемом случае А* = 0,505). При дальнейшем 
увеличении параметра А и выполнении условия 
А > аа1а = 0,769 (г > а) материальные параметры бу­
дут соответствовать комбинации (6)-(п), для кото­
рой появляется вторая ветвь решения дисперсион­
ного уравнения в области [0, а*). 

а, град 

Рис. 4. Зависимости безразмерной приведенной 
частоты V от направления распространения поверх­
ностной волны при разных значениях параметра А. 



0,45 0,50 0,55 Ь 
Рис. 5. Область углов а, определяющих разрешен­
ные направления распространения поверхностных 
волн, в зависимости от параметра Ь. 

Заключение 
Впервые исследованы поверхностные поляритоны 

на границе правых одноосных кристаллов и левых 
изотропных сред. Показано, что в зависимости от 
соотношений между материальными параметрами 
граничащих сред возбуждение поверхностных поля-
ритонов возможно либо в любых направлениях вдоль 
границы раздела, либо в совокупности направлений, 
образующих два или четыре сектора в плоскости 
раздела, либо вообще невозможно. Впервые уста­
новлен факт одновременного существования двух 
или трех решений дисперсионного уравнения для 
заданного направления распространения вдоль гра­
ницы, отвечающих изонормальным поверхностным 
волнам с несовпадающими фазовыми скоростями. 

Исследован предельный переход от границы пра­
вого одноосного кристалла и левой изотропной сре­
ды к границе раздела изотропных правой и левой 
сред. Изучена эволюция положений секторов суще­
ствования поверхностных поляритонов и их угло­
вых ширин при таком переходе. Установлены соот­
ношения для материальных параметров граничащих 
сред, при выполнении которых возможны значи­
тельные перестройки положений и изменения угло­
вых ширин секторов существования поверхностных 
поляритонов при небольшой модуляции (поряд­
ка 1%) одной из компонент тензора диэлектриче­
ской проницаемости. 
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