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УДК 539.12:530.145 

Д.В. ГАЙДУКЕВИЧ, В.И. СТРАЖЕВ 

О КИРАЛЬНЫХ ВЕКТОРНЫХ ЧАСТИЦАХ 
It is shown, that there exist two independent formulations of the theory of vector particles. One of them corresponds to well 

known Proca equations, another system is dual symmetrical generalization of the above mentioned one. It describes the so called 
chiral vector particles, experimental search of which is planned on collider in CERN.  

1. Концепция существования в природе нового типа (киральных) векторных частиц, предложенная
М.В. Чижовым (см. [1, 2]), рассматривается в качестве одного из значимых достижений дубненских
физиков последнего десятилетия в теории элементарных частиц. Привлекательность гипотезы состоит
в том, что в случае обнаружения киральных частиц очевидна необходимость расширения стандарт-
ной модели (2) (1),SU U⊗  в которой для таких частиц нет места. На возможность их существования
указывают уже как ряд данных по адронным резонансам, так и косвенно некоторые из результатов, 
полученных на Большом адронном коллайдере в ЦЕРНе (см. [1, 2]). Предполагается, что киральные
векторные бозоны обладают аномальным (по сравнению с «обычными» векторными частицами) 
взаимодействием с электромагнитным полем, меняют значение киральности у частиц (при ее наличии), 
взаимодействующих с ними, должны иметь большое значение массы (не менее 700 Гэв). Основные
усилия в работах [1, 2] сосредоточены на разработке экспериментальных следствий возможного  
существования таких частиц. Теоретические аргументы имеют преимущественно эвристический  
характер. В качестве основного довода в пользу возможности их существования приводятся следующие
соображения. С «обычными» векторными (аксиально-векторными) частицами связывается представ-

ление 1 1,  
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 группы Лоренца, которое сопоставляется 4-векторному потенциалу μϕ . Но частицы 

со спином 1 можно описывать и посредством представлений (0,1) и (1,0) группы Лоренца, прямая
сумма которых соответствует антисимметричному тензору второго ранга [ ].μνϕ Выбор [ ]μνϕ в качестве 
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потенциала векторного поля восходит еще к работе Кеммера [3]. Применительно к безмассовому  
полю такой подход получил развитие в работах [4, 5] (нотоф в [4] и поле Кальба – Рамонда в [5],  
эквивалентное  понятию нотофа; см. также [6–8]). Теоретическая возможность существования  
киральных векторных частиц связывается в [1, 2] именно с таким описанием векторного поля.  
В качестве дополнительного обоснования привлекается подход Вайнберга [9] к построению теории 
релятивистских волновых уравнений (РВУ), в котором используются только представления группы 
Лоренца ( )0, j  и ( ),0 ,j  где j  пробегает значения 1/2, 1, 3/2, 2... . Двусмысленность последней аргу-
ментации заключается, однако, в том, что, согласно Вайнбергу, представления (0,1) и (1,0) могут опи-
сывать только частицы с единичным спином (для безмассового поля со спиральностью 1± ), тогда как 
в [1] эти представления сопоставляются в безмассовом случае частицам с нулевой спиральностью 
(см. также [4–8)]. В настоящей работе показано, что действительно имеются два принципиально раз-
личных описания частиц с единичным спином. Одно из них соответствует «обычным» векторным 
частицам, которым сопоставляется уравнение Даффина – Кеммера. Второе – киральным векторным 
частицам, которые описываются дуально-симметричным обобщением уравнения Прока. Соответст-
вующая матричная формулировка использует алгебру матриц, частным случаем которой является  
алгебра матриц Даффина – Кеммера.    

2. Уравнение Даффина – Кеммера 
( ) 0,mμ μβ ∂ + Ψ =                                                                           (1) 

где волновая функция Ψ составлена из компонент тензора [ ]μνϕ  и 4-вектора ,μϕ  при соответствую-

щем задании матриц μβ (см., например, [10]) эквивалентно следующей системе тензорных уравнений: 

[ ] 0,mν μμν∂ ϕ + ϕ =                                                                        (2 а) 

[ ] 0.mν μ μ ν μν∂ ϕ − ∂ ϕ + ϕ =                                                                 (2 б) 

При выборе потенциалов 1
mμ μ′ϕ = ϕ  для функций [ ] , μμν ′ϕ ϕ  получаем известные уравнения Прока. 

Выбор [ ]μν′ϕ  в виде [ ] [ ]
1
m μν μν′ϕ = ϕ  приводит к системе уравнений для функций [ ] ,μν′ϕ  ,μϕ  в которой в 

качестве потенциала поля рассматривается антисимметричный тензор [ ].μν′ϕ  Для массивного поля во 

всех случаях (уравнение Даффина – Кеммера, уравнения Прока при двух различных выборах потен-
циальной функции) приходим в отсутствие взаимодействия к эквивалентному описанию частиц 
с единичным спином. В то же время их безмассовые пределы приводят к принципиально различным 
теориям. В первом случае получаем известную матричную формулировку электромагнитного поля 
(см., например, [10]). Во втором случае имеем систему уравнений поля Кальба – Рамонда [5], которые 
описывают безмассовую частицу (нотоф [4]) с нулевой спиральностью. Уравнение Даффина – Кеммера (1) 
при 0,m =  как будет показано в отдельной работе, может быть истолковано как объединение двух 
отмеченных безмассовых пределов. 

3. Рассмотрим следующую систему уравнений: 
[ ] 0,mν μμν∂ ϕ + ϕ =                                                                        (3 а) 

[ ] 0,mν μμν∂ ϕ + ψ =�                                                                        (3 б) 

[ ] 0,mν μ μ ν μναβ α β μν∂ ϕ − ∂ ϕ + ε ∂ ψ + ϕ =                                                      (3 в) 

где μϕ  – 4-вектор, μψ  – аксиальный 4-вектор, μναβε  – полностью антисимметричный тензор Леви-

Чевита, 1234 iε = − , [ ] [ ]
1 .
2 μναβμν αβϕ = ε ϕ�  Система уравнений (3) представима в матричном виде (1), но 

уже для 14-мерной волновой функции ,Φ  составленной из компонент [ ] ,μνϕ  μϕ  и .μψ  Матрицы μγ  
этого уравнения имеют размерность 14×14.  Непосредственной проверкой можно установить, что эти 
матрицы удовлетворяют следующим перестановочным соотношениям: 

( )2 .μ ν λ ν λ μ λ μ ν ν μ λ λ ν μ μ λ ν λν μ μλ ν μν λγ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ + γ γ γ = δ γ + δ γ + δ γ              (4) 
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Возможность существования такой матричной алгебры отмечена ранее в [11]. Ее частным случаем 
является алгебра Даффина – Кеммера. Система уравнений (3) и ее матричный эквивалент основаны 

на использовании представлений 1 1, ,
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 1 1,
2 2

′
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и ( )0,1 ,  ( )1,0 ,  где штрих у представления 1 1,
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

обозначает, что оно описывает аксиальный 4-вектор. Система (3) представима в следующем виде: 

[ ] 0,S Smν μμν∂ ϕ + ϕ =                                                                     (5 а) 

[ ] 0,S S S Si mν μ μ ν μναβ α β μν∂ ϕ − ∂ ϕ + ε ∂ ϕ + ϕ =                                                       (5 б) 

[ ] 0,A Amν μμν∂ ϕ + ϕ =                                                                      (6 а) 

[ ] 0,A A A Ai mν μ μ ν μναβ α β μν∂ ϕ − ∂ ϕ − ε ∂ ϕ + ϕ =                                                      (6 б) 

где [ ]
S
μνϕ  – самодуальный, [ ]

A
μνϕ  – антисамодуальный тензоры, так что [ ] [ ] ,

S Siμν μνϕ = ϕ�  [ ] [ ]
A Aiμν μνϕ = − ϕ�  

и [ ] [ ] [ ] ,
S iμν μν μνϕ = ϕ − ϕ�  [ ] [ ] [ ] ,

A iμν μν μνϕ = ϕ + ϕ�  [ ] [ ]
1 .
2 μναβμν αβϕ = ε ϕ�  Тензор [ ]

S
μνϕ  соответствует представлению 

( )0,1 , тензор [ ]
A
μνϕ  – представлению ( )1,0 . По отношению к операции пространственной инверсии 

системы (5) и (6) являются сопряженными друг к другу и представимы в виде матричных уравнений 
первого порядка вида (1). Оператор пространственной инверсии, переводящий одну систему уравне-
ний в другую, непосредственно связан с матрицей билинейной инвариантной формы для описанной 
системы. При задании волновой функции-столбца Φ  в виде ( ),S AΦ = Φ Φ , где SΦ  и AΦ  образованы 

из компонент тензоров [ ] ,
S
μνϕ  S

μϕ  и [ ] ,
A
μνϕ  A

μϕ  соответственно, матрицы μγ  приобретают блочную 

структуру .
S

A
μ

μ
μ

⎛ ⎞γ
γ = ⎜ ⎟⎜ ⎟γ⎝ ⎠

 Матрицы ,S
μγ  A

μγ  имеют размерность 7×7 и подчиняются алгебре матриц (4).  

Форма записи (5), (6) системы (3) при переходе к безмассовому полю в явном виде отражает, что 
она описывает киральные векторные частицы. Состояния, описываемые представлениями ( )0,1  и 
( )1,0 ,  сопоставляются двум противоположным значениям киральности аналогично ситуации для 
представлений (0,1/2), (1/2,0) дираковского поля. Отметим также, что уравнения (3) инвариантны  
относительно дуальных преобразований, связывающих между собой функции μϕ  и ,μψ  [ ]μνϕ  и 

[ ] [ ]
1
2 μναβμν αβϕ = ε ϕ�  (применительно к рассматриваемой системе они обсуждались ранее в [12 ]). Дискрет-

ные дуальные преобразования соответствуют  киральным преобразованиям в теории безмассовых 
дираковских частиц, реализуемых матрицей 5γ .  

Волновое уравнение, которое объединяет массивный и безмассовый случаи, может быть записано 
следующим образом: 

( )1 1 2 2 0,m P m Pμ μγ ∂ + + Φ =                                                            (7) 

где 

4 4

3 3
1 2

4 4

3 3

0
0

,
0

0

I
I

P P
I

I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 – проективные операторы, 1 2 14 ,P P I+ =  

2 2
1 1 2 2 1 2 1(2) 2(1), , 0, .P P P P PP P Pμ μ= = = γ = γ  При 1 2m m m= =  из (7) следуют системы (5), (6). Если 1 0,m =  

приходим к двухпотенциальному описанию электромагнитного поля (см. [13]). Полагая 2 0,m =  имеем 
дуально-симметричное обобщение поля Кальба – Рамонда. Во всех случаях возможна лагранжева 
формулировка теории. При 1 2 0m m= =  получаем безмассовое поле, описываемое двумя независимыми 
системами уравнений, лагранжева формулировка которых может быть дана только при их совместном 
рассмотрении. Рассмотрение «обычных» векторных частиц связано с использованием представлений 
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( ) ( ) 1 10,1 1,0 , ,
2 2

⎧ ⎫⎛ ⎞⊕ ⊕⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

 где представление 1 1,
2 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 может сопоставляться как 4-вектору, так и 4-псев-

довектору (в последнем случае представление ( ) ( )0,1 1,0⊕  сопоставляется псевдотензору [ ] ).μνϕ�   

Совместное описание векторных и аксиально-векторных частиц, основанное на объединении этих 
случаев, соответствует рассмотрению уравнения типа (1) с матрицами размерности 20×20, подчи-
няющимися алгебре матриц Даффина – Кеммера. С точки зрения теории релятивистских уравнений 
первого порядка будем иметь дело с распадающейся системой, каждое из уравнений которой по  
отдельности (и совместно) не эквивалентно и не сводимо к рассмотренной 14-компонентной системе. 

В работах [1, 2] вводятся два типа лагранжианов для векторных полей, потенциальная функция 
которых описывается антисимметричным тензором второго ранга. Один из них сопоставляется  
калибровочному антисимметричному тензорному полю и ему соответствует лагранжиан вида 

( ) ( )4
1 2 14

1 1, ,
4 2

L d x P P I μ νρ ν νρ
μ νρ μ μρ

⎛ ⎞= ∂ + = ∂ ϕ − ∂ ϕ ∂ ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫                                          (8)  

где тензор νρϕ  – потенциальная функция данного поля. Киральные векторные частицы в безмассовом 
случае описываются лагранжианом 

( ) ( )4 1 ,
4

L d x μ νρ ν νρ
μ νρ μ μρ

⎛ ⎞= ∂ ϕ ∂ ϕ − ∂ ϕ ∂ ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫                                                  (9) 

который, в отличие от лагранжиана (8), является конформно инвариантным! Соответствующее анти-
симметричное тензорное поле названо в [1] материальным. Непосредственной проверкой можно  
установить, что лагранжиану (8) соответствует теория, основанная на 10-мерном безмассовом урав-
нении Даффина – Кеммера, записанном в форме (7), где 2 0.m =  К лагранжиану (9) приводит собст-
венно уравнение (7) при выборе 2 0.m =  

4. Из теории уравнения Дирака следует, что описание массивного и безмассового полей изначально 
основано на одном и том же наборе представлений. Появление такой физической характеристики, как 
киральность, связано с тем, что уравнение Дирака описывает в безмассовом случае два независимых 
состояния со спином 1/2, которые связаны между собой операцией пространственной инверсии.  
В отсутствие нарушения Р-инвариантности должны существовать одновременно частицы с противо-
положными значениями киральности. Для векторных частиц это соответствует рассмотрению урав-
нения, построенного на наборе представлений, включающих с необходимостью представления ( )0,1  
и ( )1,0 . Уравнения Прока (2) вне зависимости от выбора потенциальной функции поля описывают 
только одно спиновое состояние, и возможность введения понятия киральности отсутствует. Последнее 
особенно очевидно при выборе 4-вектора в качестве потенциала поля. Для массивного поля Кальба – 
Рамонда из уравнения (2 б) следует, что потенциальная функция [ ]μνϕ  подчиняется условию  

[ ] 0,ν μν∂ ϕ =�                                                                        (10) 

которое сводит число независимых компонент [ ]μνϕ  к трем в соответствии с числом спиновых проек-

ций, т. е. мы вновь возвращаемся к одному значению спина и невозможности введения понятия  
киральности. Если строить по аналогии с дираковским полем описание киральных векторных частиц, 
то лишь отказ от выполнения условия (10) приводит к теории, содержащей два состояния со спином 1, 
связанных операцией Р-инверсии. В таком подходе имеется полная эквивалентность с рассмотрением 
дираковского поля. Действительно, при переходе к описанию массивных частиц лагранжева форму-
лировка дираковского поля возможна только при совместном использовании представлений (1/2,0) и 
(0,1/2). Именно такая же ситуация и реализуется в системах (5), (6). Выбор для киральных векторных 
частиц лагранжиана в виде (9) (в [1] предполагается, что их масса возникает динамическим образом) 
соответствует использованию дуально-симметричных уравнений Прока, которые одновременно 
можно рассматривать как частный случай уравнения Дирака – Кэлера (см. [14, 15]). 

При рассмотрении заряженных частиц очевидна принципиальная разница между описанием век-
торных частиц посредством уравнения Прока и системами (3). Введение минимального электромаг-
нитного взаимодействия посредством замены ,ieAμ μ μ∂ → ∂ −  где Aμ  – электромагнитный потенциал, 
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приводит к хорошо известным электромагнитным характеристикам  частиц с единичным спином. 
Киральные векторные частицы имеют иной характер электромагнитного взаимодействия по сравне-
нию с «обычными» векторными частицами, что является прямым следствием иных алгебраических
соотношений для матриц соответствующего уравнения. В работах [1, 2] эта характеристика (иное
описание электромагнитного взаимодействия) выступает, по существу, постулатом. Подробное  
рассмотрение электромагнитного взаимодействия в рамках обсуждаемого подхода будет предметом
последующих публикаций. 
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