
ÓÄÊ 517.977ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÓÅÌÎÑÒÜ È ÍÀÁËÞÄÀÅÌÎÑÒÜËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀñòðîâñêèé À.È., �àéøóí È.Â.Ïðåäëîæåí ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ íàáëþäàåìîñòè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà êâàçèäè��åðåíöèðóåìîñòè âû-õîäíûõ ïåðåìåííûõ ïî íåêîòîðîé íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåòîñëàáèòü òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ ïðè �îðìóëèðîâêå ïðèçíàêîâ íàáëþäà-åìîñòè.1. Ââåäåíèå. Ïîíÿòèå íàáëþäàåìîñòè âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàíî �.Êàëìàíîì â äî-êëàäå [1℄; òàì æå ïðèâåäåí è êðèòåðèé íàáëþäàåìîñòè ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì.Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå èçâåñòíûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàáëþäàåìî-ñòè [2, 
.40-46℄ èìåþò íåÿâíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó òðåáóþò çíàíèÿ �óíäàìåíòàëüíîéìàòðèöû. Ñóùåñòâóþùèå êîý��èöèåíòíûå ïðèçíàêè íàáëþäàåìîñòè îñíîâàíû íà âû-ñîêîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè ëèáî êîý��èöèåíòîâ [3, 
.303-306℄, ëèáî âûõîäíûõ ñèãíàëîâ[4℄, [5, 
.191-192℄.Â äàííîé ðàáîòå âìåñòî äè��åðåíöèðóåìîñòè âûõîäîâ èñïîëüçóåòñÿ èõ êâàçèäè�-�åðåíöèðóåìîñòü ïî íåêîòîðîé íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå P (t) [6℄. Ýòî ïîçâîëÿåò óñòà-íîâèòü ÿâíûå óñëîâèÿ íàáëþäàåìîñòè, ñóùåñòâåííî óñèëèâàþùèå èçâåñòíûå. Ìàòðèöà
P (t) ëåãêî íàõîäèòñÿ äëÿ ñèñòåì, çàïèñàííûõ â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà, à çíà÷èòè äëÿ âñåõ ñèñòåì, ïðèâîäÿùèõñÿ ê õåññåíáåðãîâó âèäó ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ çàìåíïåðåìåííûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì óêàçàí êðèòåðèé ïðèâîäèìîñòè ê õåññåíáåðãîâîé �îðìåè ïðåäëîæåí àëãîðèòì åå ïîñòðîåíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî õåññåíáåðãîâû ñèñòåìûïðèìåíÿþòñÿ íå òîëüêî â òåîðèè íàáëþäåíèÿ, íî è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòè÷åñêîéòåîðèè ñèñòåì [7℄,[8℄. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìèè â ýòèõ îáëàñòÿõ.2. Êâàçèäè��åðåíöèðóåìîñòü. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðà-áîòå, èñïîëüçóþò ïîíÿòèå êâàçèïðîèçâîäíîé [6℄ è íåêîòîðûå ïðîñòûå �àêòû, ñâÿçàííûåñ íèì. Ïóñòü T = [t0, t1] � îòðåçîê íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé R, m � çàäàííîå öå-ëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Um(T ) ñîâîêóïíîñòü âñåõ íèæíåòðåóãîëü-íûõ ìàòðèö P (t) ðàçìåðà ((m + 1) × (m + 1)) ñ íåïðåðûâíûìè íà T ýëåìåíòàìè pki(t)

(i, k = 0, 1, ..., m), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ pkk(t) 6= 0 ïðè t ∈ T , k = 0, 1, ..., m.Âûáåðåì êàêóþ-ëèáî ìàòðèöó P (t) èç ìíîæåñòâà Um(T ). Êâàçèïðîèçâîäíûå
0
Pw(t),

1
Pw(t), ..., m

P w(t)ïîðÿäêà 0, 1, ..., m îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P (t) íåïðåðûâíîé �óíêöèè w : T → R îïðå-
1



äåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ïðàâèëàì
0
Pw(t) = p00(t)w(t),

1
Pw(t) = p11(t)

d
(

0
Pw(t)

)

dt
+ p10(t)

(

0
Pw(t)

)

, . . . , (1)
k
Pw(t) = pkk(t)

d
(

k−1
P w(t)

)

dt
+

k−1
∑

i=0

pki(t)
(

i
Pw(t)

)

(k = 2, 3, ..., m);ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèè äè��åðåíöèðîâàíèÿ â �îðìóëàõ (1) âûïîëíèìû è ïðè-âîäÿò ê íåïðåðûâíûì �óíêöèÿì.ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ m ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ êâàçèäè��åðåí-öèðóåìà ïî åäèíè÷íîé ìàòðèöå Em+1. Îäíàêî ëåãêî óêàçàòü ïðèìåðû (ñì. [6℄), êîãäàíåäè��åðåíöèðóåìàÿ â îáû÷íîì ñìûñëå �óíêöèÿ m ðàç êâàçèäè��åðåíöèðóåìà ïîíåêîòîðîé ìàòðèöå P ∈ Um(T ).Ñåìåéñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îáëàäàþùèõ íåïðåðûâíûìè êâàçèïðîèçâîä-íûìè (1) îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ìàòðèöû P ∈ Um(T ), îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm
P (T ). Î÷åâèä-íî, Cm

P (T ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.Ïóñòü σ ∈ T . Îïðåäåëèì ëèíåéíûé �óíêöèîíàë ∆σ = 0
P∆σ íà Cm

P (T ) ðàâåíñòâîì
∆σ(w) = p00(σ)w(σ), à åãî êâàçèïðîèçâîäíûå j

P∆σ çàäàäèì ñîîòíîøåíèÿìè
j
P∆σ(w) = (−1)j(jPw(σ)) (j = 1, 2, ..., m). (2)Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå∆σ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì õîðîøî èçâåñòíîé äåëüòà-�óíê-öèè Äèðàêà δσ, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå σ, â êîòîðóþ îíî è ïðåâðàùàåòñÿ, êîãäà ìàòðèöà

P (t) åäèíè÷íà (â ýòîì ñëó÷àå �îðìóëû (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûå ïðîèçâîä-íûå �óíêöèîíàëà δσ).Ñ ïîìîùüþ êâàçèïðîèçâîäíûõ (1) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèåêâàçèäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
m
P z(t) = f(t) (3)îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè z(t). Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f(t) óðàâíåíèÿ (3) íåïðå-ðûâíà, òî äëÿ íåãî îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà çàäà÷à Êîøè

0
Pz(t0) = a0,

1
Pz(t0) = a1, ..., m−1

P z(t0) = am−1(ai � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà), à ñòðóêòóðà âñåõ ðåøåíèé áëèçêà ê ñòðóêòóðåðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà m (ñì.[6℄).�àññìîòðèì n �óíêöèé f1, f2, . . . , fn ∈ Cm
P (T ), ñ÷èòàÿ m ≥ n − 1, è èç ñòðîê

(

0
Pfj(t),

1
Pfj(t), . . . , n−1

P fj(t)
)

(j = 1, 2, ..., n) ñîñòàâèì ìàòðèöó Âðîíñêîãî
PW (f1, f2, . . . , fn)(t).Ëåììà 1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì t∗ ∈ T âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

det PW (f1, f2, . . . , fn)(t
∗) 6= 0; (4)2



òîãäà �óíêöèè f1(t), f2(t), . . . , fn(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà T .Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðè êàêèõ-òî ïîñòîÿííûõ g1, g2, . . . , gn, g21 + g22 + . . . + g2n 6= 0,âåðíî òîæäåñòâî g1f1(t) + g2f2(t) + . . .+ gnfn(t) ≡ 0, òî, äè��åðåíöèðóÿ åãî ïî ìàòðèöå
P (n− 1) ðàç, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

(g1, g2, . . . , gn)PW (f1, f2, . . . , fn)(t) ≡ 0, t ∈ T,êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (4).Ëåììà 2. Ôóíêöèè f1(t), f2(t), . . . , fn(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà êàæäîì èíòåðâàëå
(τ0, τ1) ⊂ T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det PW (f1, f2, . . . , fn)(t) 6= 0 (5)äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T .Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 1. Íåîáõîäèìîñòü äîêàæåì ìå-òîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü îíî ñïðàâåä-ëèâî ïðè n = k − 1 < m, ò.å. ïóñòü èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè �óíêöèé f1(t), f2(t), . . . ,
fk−1(t) íà ëþáîì ìíîæåñòâå (τ0, τ1) ⊂ T ñëåäóåò, ÷òî det PW (f1, f2, . . . , fk−1)(t) 6= 0 äëÿïî÷òè âñåõ t ∈ T . �àññìîòðèì ñëó÷àé n = k è ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî õî-òÿ �óíêöèè f1(t), f2(t), . . . , fk(t) è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà êàæäîì èíòåðâàëå èç T , íîñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî (τ0, τ1) ⊂ T , íà êîòîðîì det PW (f1, f2, . . . , fk)(t) ≡ 0. Òîãäà íàé-äóòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè g1(t), g2(t), . . . , gk−1(t), g21(t) + g22(t) +

. . .+ g2k−1(t) 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðè t ∈ (τ0, τ1) ñîîòíîøåíèÿì
j
Pfk(t) = g1(t)

(

j
Pf1(t)

)

+ g2(t)
(

j
Pf2(t)

)

+ . . .+ gk−1(t)
(

j
Pfk−1(t)

)

(j = 0, 1, . . . , k − 1). (6)Íà îñíîâàíèè �îðìóë (1) èç ðàâåíñòâ (6) âûòåêàþò òîæäåñòâà
j
Pfk(t) = pjj(t)

d
(

j−1
P fk(t)

)

dt
+

j−1
∑

s=0

pjs(t)
(

s
Pfk(t)

)

= pjj(t)
d
(

j−1
P fk(t)

)

dt
+

+

j−1
∑

s=0

pjs(t)
k−1
∑

i=1

gi(t)
(

s
Pfi(t)

)

=
k−1
∑

i=1

gi(t)
(

j
Pfi(t)

)

=

=
k−1
∑

i=1

gi(t)
(

pjj(t)
d
(

j−1
P fi(t)

)

dt
+

j−1
∑

s=0

pjs(t)
(

s
Pfi(t)

))

(j = 1, 2, . . . , k − 1),ïðèâîäÿùèå ê óñëîâèÿì
d
(

j
Pfk(t)

)

dt
=

k−1
∑

i=1

gi(t)
d
(

j
Pfi(t)

)

dt
(j = 0, 1, . . . , k − 2).Ïîñêîëüêó

d
(

j
Pfk(t)

)

dt
=

k−1
∑

i=1

(dgi(t)

dt

(

j
Pfi(t)

)

+ gi(t)
d
(

j
Pfi(t)

)

dt

)

(j = 0, 1, . . . , k − 1),3



òî
k−1
∑

i=1

dgi(t)

dt

(

j
Pfi(t)

)

= 0 (j = 0, 1, . . . , k − 2),èëè
(dg1(t)

dt
,
dg2(t)

dt
, . . . ,

dgk−1(t)

dt

)

PW (f1, f2, . . . , fk−1)(t) = 0, t ∈ (τ0, τ1),îòêóäà, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè det PW (f1, f2, . . . , fk−1)(t) 6= 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ T , ñëåäóåò, ÷òî

(dg1(t)

dt
,
dg2(t)

dt
, . . . ,

dgk−1(t)

dt

)

= 0, t ∈ (τ0, τ1).Çíà÷èò �óíêöèè gi(t) (i = 1, 2, . . . , k − 1) ïîñòîÿííû íà ìíîæåñòâå (τ0, τ1). Ïîýòîìó�óíêöèè f1(t), f2(t), . . . , fk(t) ëèíåéíî çàâèñèìû íà èíòåðâàëå (τ0, τ1). Ïîëó÷åííîå ïðî-òèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.3. Íàáëþäàåìîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ êâàçèäè��åðåíöèðóåìûìè âûõîäà-ìè. Ïóñòü íà îòðåçêå T çàäàíà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẋ(t) = A(t)x(t), (7)âûõîäíîé p-âåêòîð êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
y(t) = C(t)x(t). (8)Çäåñü A(t) è C(t) � íåïðåðûâíûå íà ìíîæåñòâå T ìàòðèöû ðàçìåðîâ (n × n) è (p× n)ñîîòâåòñòâåííî.Íàïîìíèì [5, 
.188℄, ÷òî ñèñòåìà (7), (8)� âïîëíå íàáëþäàåìà íà ìíîæåñòâå T , åñëè îòîáðàæåíèå x0 −→ y(t, x0) èíúåêòèâ-íî (y(t, x0) � çíà÷åíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé, ïîðîæäåííîå íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0) = x0);� äè��åðåíöèàëüíî íàáëþäàåìà íà ìíîæåñòâå T , åñëè îíà âïîëíå íàáëþäàåìà íàëþáîì îòðåçêå [τ0, τ1] ⊆ T .Êîãäà âûõîäíûå �óíêöèè (8) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, ý��åêòèâíûå óñëîâèÿ ïîëíîé èäè��åðåíöèàëüíîé íàáëþäàåìîñòè �îðìóëèðóþòñÿ [5, 
.192℄ â òåðìèíàõ ìàòðèöû íà-áëþäàåìîñòè, ïîñòðîåííîé ïî êîý��èöèåíòàì A(t) è C(t). Ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íûåóñëîâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå êâàçèäè��åðåíöèðóåìîñòè âûõîäíûõ �óíêöèé (8).Ïóñòü P (t) � çàäàííàÿ ìàòðèöà èç ìíîæåñòâà Um(T ). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà(7), (8) èìååò P -êëàññ q, 0 ≤ q ≤ m, è ïðè ýòîì ïèñàòü (A,C) ∈ {P, q}, åñëè êîìïîíåíòûâñÿêîé �óíêöèè (8) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Cq
P (T ), ò.å. èìåþò íåïðåðûâíûå êâàçèïðî-èçâîäíûå äî ïîðÿäêà q âêëþ÷èòåëüíî.Ëåììà 3. Ñèñòåìà (7), (8) èìååò P -êëàññ q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-ñòâóþò è íåïðåðûâíû ìàòðèöû Sk(t) (k = 0,1, . . . , q), îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè

S0(t) = p00(t)C(t) = 0
PC(t),

Sk(t) = pkk(t)Sk−1(t)A(t) + PSk−1(t), (9)
PSk−1(t) = pkk(t)

dSk−1(t)

dt
+

k−1
∑

j=0

pk j(t)Sj(t) (k = 1, 2, . . . , q).4



Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (A,C) ∈ {P, q}. Òàê êàê
0
Py(t) = p00(t)y(t) = p00(t)C(t)x(t) = S0(t)x(t)è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ êâàçèïðîèçâîäàÿ 1

P y(t) îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P , òî ìàòðèöà
S0(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, ïðè ýòîì

1
P y(t) = p11(t)

d
(

S0(t)x(t)
)

dt
+ p10(t)S0(t)x(t) =

=
(

p11(t)S0(t)A(t) + PS0(t)
)

x(t) = S1(t)x(t).Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ìàòðèöà S1(t). Ïðîäîëæàÿàíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äàëåå, áåç òðóäà óáåæäàåìñÿ, ÷òî âñå ìàòðèöû (9) ñóùåñòâó-þò è íåïðåðûâíû.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîñêîëüêó S0(t)x(t) = p00(t)C(t)x(t) = 0
Py(t), òî �óíêöèÿ 0

P y(t) íåï-ðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà. Äàëåå, èç íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè âåêòîð-�óí-êöèè S1(t)x(t) è îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû S1(t) âûòåêàþò ðàâåíñòâà
S1(t)x(t) = p11(t)

[

S0(t)A(t) +
dS0(t)

dt

]

x(t) + p10(t)S0(t)x(t) =

= p11(t)
d
(

0
Py(t)

)

dt
+ p10(t)

(

0
P y(t)

)

= 1
P y(t).Ïîýòîìó êâàçèïðîèçâîäíàÿ 1

P y(t) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà. Ïðîäîë-æàÿ òàêèå æå âûêëàäêè, ëåãêî ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì
Sk(t)x(t) =

k
Py(t) (k = 0, 1, . . . , q),êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ñèñòåìà (7), (8) èìååò P -êëàññ q. Ëåììà äîêàçàíà.Ñîñòàâèì èç áëîêîâ Sk(t) (k = 0, 1, . . . , q) ìàòðèöó S(q)(t):

S(q)(t) =











S0(t)

S1(t)

. . .

Sq(t)











. (10)Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (7) èñîîòâåòñòâóþùåãî åìó âûõîäà y(t) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Y (t) = S(q)(t)x(t), ãäå Y (t)� ñòîëáåö, îáðàçîâàííûé ýëåìåíòàìè 0
P y(t), 1

P y(t), . . . , qP y(t). Ïîýòîìó ñèñòåìà (7), (8)
P -êëàññà q� âïîëíå íàáëþäàåìà íà ìíîæåñòâå T , åñëè äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ T âåðíî óñëîâèårank S(q)(σ) = n;� äè��åðåíöèàëüíî íàáëþäàåìà íà ìíîæåñòâå T , êîãäà rank S(q)(t) = n äëÿ ïî÷òèâñåõ t ∈ T . 5



Ïîìèìî ïîëíîé è äè��åðåíöèàëüíîé íàáëþäàåìîñòè, âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ðàâíî-ìåðíàÿ íàáëþäàåìîñòü, êîòîðàÿ äëÿ ñèñòåì ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè âûõîäàìè îïðåäåëÿ-åòñÿ êàê âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ x(σ) ïî çíà÷åíèÿì äåëüòà-�óíêöèè è åå îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ íà ìíîæåñòâå âûõîäíûõ �óíêöèé [5, 
.225-226℄.Â ñëó÷àå êâàçèäè��åðåíöèðóåìîñòè àíàëîã ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ìîæíî ïîëó-÷èòü íà îñíîâàíèè �óíêöèîíàëîâ j
P∆σ, ââåäåííûõ â ðàññìîòðåíèå â ï.2.Ïóñòü ñèñòåìà (7), (8) èìååò P -êëàññ q. Ñêàæåì, ÷òî îíà íàáëþäàåìà â ìíîæåñòâå�óíêöèîíàëîâ (ðàçðåøàþùèõ îïåðàöèé)

0
P∆σ,

1
P∆σ, . . . , qP∆σ, (11)åñëè ïî ýëåìåíòàì k

P∆σ(y) (k = 0, 1, . . . , q) îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ âåêòîð x(σ). Êîãäàíàáëþäàåìîñòü èìååò ìåñòî â ìíîæåñòâå (11) ïðè ïðîèçâîëüíîì σ ∈ T , òî ñèñòåìó (7),(8) íàçîâåì ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìîé.Î÷åâèäíî, êðèòåðèåì ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (7), (8) ñëóæèò ðàâåí-ñòâî rank S(q)(t) = n ïðè êàæäîì t ∈ T .Îñîáîå çíà÷åíèå â òåîðèè íàáëþäåíèÿ èìååò ñëó÷àé q = n− 1. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè
q = n − 1, P (t) = En è êîãäà ñèñòåìà (7), (8) ñòàöèîíàðíà, ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøåóñëîâèÿ ïîëíîé è äè��åðåíöèàëüíîé íàáëþäàåìîñòè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íû-ìè, íî è íåîáõîäèìûìè. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ rank S(n−1)(σ) = n äëÿïîëíîé íàáëþäàåìîñòè èìååò ìåñòî è äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìàòðèö A(t) è C(t), à ðàâåí-ñòâî rank S(n−1)(t) = n ïî÷òè âñþäó íà T ñëóæèò êðèòåðèåì äè��åðåíöèàëüíîé íàáëþ-äàåìîñòè [5, 
.192℄. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íûé êðèòåðèéäè��åðåíöèàëüíîé íàáëþäàåìîñòè ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå êâàçèäè��åðåíöèðóåìîñòè�óíêöèé (8).Òåîðåìà 1. Åñëè (A,C) ∈ {P, n−1}, òî ñèñòåìà (7), (8) äè��åðåíöèàëüíî íàáëþäà-åìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rank S(t) = n äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T , ãäå S(t) = S(n−1)(t)� ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (9), (10).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà ëåììàõ 1, 2 è ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåçíà÷è-òåëüíîé ìîäè�èêàöèè ðàññóæäåíèé èç [5, 
.175-178℄.4. Ñèñòåìû â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâïðåäûäóùåãî ïóíêòà âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíàÿ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãîýëåìåíòà P (t) ìíîæåñòâà Um(T ), îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âûõîäíûå �óíêöèè ñèñòåìû(7), (8) q ðàç êâàçèäè��åðåíöèðóåìû.Óêàæåì îäèí êëàññ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ ñî ñêàëÿðíûì âûõîäîì, äëÿ êîòîðûõ ýòà ïðî-áëåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ, à çàòåì, âîñïîëüçîâàâøèñü èíâàðèàíòíîñòüþ ìíîæåñòâà âûõîäîâîòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ íåâûðîæäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, îïè-øåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû P (t) è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé.�îâîðÿò, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

ẋ(t) = H(t)x(t), y(t) = g(t)x(t), t ∈ T, (12)èìååò âåðõíþþ �îðìó Õåññåíáåðãà, åñëè íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå T (n × n)-ìàòðèöà6



H(t) è n-âåêòîð ñòðîêà g(t) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H(t) =



















r11(t) r12(t) r13(t) . . . r1, n−1(t) r1n(t)

r21(t) r22(t) r23(t) . . . r2, n−1(t) r2n(t)

0 r32(t) r33(t) . . . r3, n−1(t) r3n(t)

. . . . . . . .

0 0 0 . . . rn−1, n−1(t) rn−1, n(t)

0 0 0 . . . rn, n−1(t) rnn(t)



















, (13)
g(t) =

(

0 0 . . . 0 r10(t)
)

.Ïóñòü
rk, k−1(t) 6= 0 (t ∈ T, k = 1, 2, ..., n). (14)Îïðåäåëèì ((n + 1)× (n+ 1))-ìàòðèöó

Q(t) =



















r−1
10 (t) 0 . . . 0 0

−rnn(t)r
−1
n, n−1(t) r−1

n, n−1(t) . . . 0 0

−rn−1, n(t)r
−1
n−1, n−2(t) −rn−1, n−1(t)r

−1
n−1, n−2(t) . . . 0 0

. . . . . . .

−r2n(t)r
−1
21 (t) −r2, n−1(t)r

−1
21 (t) . . . r−1

21 (t) 0

−r1n(t) −r1, n−1(t) . . . −r11(t) 1



















, (15)
êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Un(T ).Ïðîñòûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïðàâåäëèâàËåììà 4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (14), òî ñèñòåìà (12) â �îðìå Õåññåíáåð-ãà (13) èìååò Q-êëàññ n è êàæäàÿ åå âûõîäíàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìóêâàçèäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ n

Qy(t) = 0, t ∈ T .Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (12), óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâàì (14), ìàò-ðèöà S(t) èìååò âèä:
S(t) =















0 0 0 . . . 0 0 1

0 0 0 . . . 0 1 0

. . . . . . . . .

0 1 0 . . . 0 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0















.Ïîýòîìó òàêàÿ ñèñòåìà âñåãäà ðàâíîìåðíî (à çíà÷èò ïîëíîñòüþ è äè��åðåíöèàëüíî)íàáëþäàåìà.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñèñòåìû (12), îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì (14), áåç òðóäà íàõî-äèòñÿ ìàòðèöà Q ∈ Un(T ), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå âûõîäíûå �óíêöèè n ðàç êâàçè-äè��åðåíöèðóåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàçó æå ðåøèòü ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è òåîðèè íà-áëþäàåìîñòè.5. Ñèñòåìû, ýêâèâàëåíòíûå õåññåíáåðãîâûì ñèñòåìàì. Ïóñòü G � ãðóïïàíåâûðîæäåííûõ ïðè êàæäîì t ∈ T (n × n)-ìàòðèö G(t) ñ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-ìûìè ýëåìåíòàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ(n) ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ âïðîñòðàíñòâå R
n

ẋ(t) = A(t)x(t), y(t) = c(t)x(t), t ∈ T, (16)7



ñ íåïðåðûâíûìè íà T êîý��èöèåíòàìè è îäíîìåðíûì âûõîäîì. Êàæäóþ òàêóþ ñèñòåìóîòîæäåñòâèì ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðîé (A, c) è çàäàäèì äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå
Σ(n) ñîîòíîøåíèåì

G ∗ (A, c) = (G−1AG−G−1Ġ, cG), G ∈ G, (17)÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ïåðåìåííûõ x(t) = G(t)z(t). Îðáèòó äåéñòâèÿ (17), ñîäåðæà-ùóþ ïàðó (A, c), îáîçíà÷èì O(A, c).Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà (A, c) èìååò P -êëàññ q, òî òàêîé æå P -êëàññ èìååòè ëþáàÿ ñèñòåìà îðáèòû O(A, c) (ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ âûõîäîâ ïàðû (A, c) èíâà-ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G). Ñëåäîâàòåëüíî, êîãäà â O(A, c) ñîäåðæèòñÿñèñòåìà (12) â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà, â ñèëó óòâåðæäåíèé ïðåäûäóùåãî ïóíêòàêàæäàÿ âûõîäíàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû (16) n ðàç êâàçèäè��åðåíöèðóåìà îòíîñèòåëüíîìàòðèöû (15) è ïîýòîìó ê óðàâíåíèÿì (16) ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû ï.3. Êðîìåòîãî, â ýòîì ñëó÷àå âûõîäíàÿ �óíêöèÿ y(t), çàäàâàåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (16), óäîâëåòâî-ðÿåò îäíîðîäíîìó êâàçèäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ n
Qy(t) = 0.Ñêàçàííîå âûøå ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà âîçìîæíîñòè ïðå-îáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (16) ê âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà, ò.å. ê âîïðîñó î íàëè÷èè â îð-áèòå O(A, c) õîòÿ áû îäíîé ïàðû (H, g) âèäà (13). Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð,ýòî áûâàåò íå âñåãäà.Ïðèìåð. �àññìîòðèì ñèñòåìó òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìàòðèöåé A(t) è ñòðîêîé c(t) âèäà

A(t) =





1 0 0

0 1 0

1 ϕ(t) 0



 , c(t) =
(

0 0 1
)

,ãäå �óíêöèÿ ϕ(t) íåïðåðûâíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìîé íà T . Ïðåäïîëîæèì,÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà (H, g) ∈ O(A, c). Òîãäà èç �îðìóëû(17) ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå g22(t)/g21(t) = ϕ(t), êîòîðîå íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íèäëÿ êàêîé ìàòðèöû G ∈ G (ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü åãî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, àïðàâàÿ òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, â îðáèòå O(A, c) íåò íè îäíîé ïàðû (H, g)â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà.Îäíàêî, åñëè â ìíîæåñòâå O(A, c) ñîäåðæèòñÿ êàêàÿ-ëèáî ñèñòåìà â �îðìå Õåññåíáåð-ãà, òî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, â íåì èìååòñÿ è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâîòàêèõ ñèñòåì.Ëåììà 5. Åñëè îðáèòå O(A, c) ïðèíàäëåæèò ïàðà (H, g) â �îðìå Õåññåíáåðãà ñîñâîéñòâîì (14), òî ñîâîêóïíîñòü OH(A, c) âñåõ õåññåíáåðãîâûõ ñèñòåì, ðàñïîëîæåí-íûõ â O(A, c), îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
OH(A, c) = {G ∗ (H, g) : G ∈ G∆},ãäå G∆ � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ñîñòîÿùàÿ èç âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

(H(t), g(t)) −→ (G−1(t)H(t)G(t)−G−1(t)Ġ(t), g(t)G(t)), G ∈ G∆,8



ñîõðàíÿåò âåðõíþþ �îðìó Õåññåíáåðãà. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äâå ñèñòåìû (H1, g1) è
(H2, g2) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó OH(A, c), òî îíè ñâÿçàíû íåêîòîðîé âåðõíåòðåóãîëü-íîé ìàòðèöåé G ∈ G∆. Òàê êàê ïàðû (H1, g1) è (H2, g2) èç îäíîé îðáèòû O(A, c), òîñóùåñòâóåò òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå G ∈ G, ÷òî

G−1(t)H1(t)G(t)−G−1(t)Ġ(t) = H2(t), g1(t)G(t) = g2(t).Àíàëèçèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà, ëåãêî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî ýëåìåíòû gij(t) ìàòðèöû G(t)èìåþò âèä:
gij(t) = 0, i > j (i = 2, 3, ..., n; j = 1, 2, ..., n− 1);

gnn(t) =
r210(t)

r110(t)
, gjj(t) = gj+1, j+1(t)

r2j+1, j(t)

r1j+1, j(t)
(j = n− 1, n− 2, ..., 1);

gj−1, j+k(t) =

ġj, j+k(t) +
j+k
∑

l=j

gj l(t)r
2
l, j+k(t)−

j+k
∑

l=j

gj+k, l(t)r
1
j l(t)

r1j, j−1

, (18)
(k = 0, 1, ..., n− j; j = n, n− 1, n− 2, ..., 3, 2);çäåñü r1ij(t) è r2ij(t) � ýëåìåíòû ïàð (H1, g1) è (H2, g2) ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì,ìàòðèöà G(t) âåðõíåòðåóãîëüíàÿ. Ëåììà äîêàçàíà.Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñèñòåìû â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà â îðáèòå O(A, c)äîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 2.Ìíîæåñòâî O(A, c) ñîäåðæèò ïàðó â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà (H, g),óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (14), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ âûõîäíàÿ �óíê-öèÿ y(t) ñèñòåìû (A, c) n ðàç êâàçèäè��åðåíöèðóåìà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìàòðè-öû P ∈ Un(T ) è óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó êâàçèäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

n
Py(t) = 0. (19)Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 4. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùå-ñòâóåò ìàòðèöà P = (pki)

n
k,i=0 ∈ Un(T ), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ òåîðåìû.Ïîñòðîèì (n× n)-ìàòðèöó

H(t) =















−pn, n−1(t)p
−1
nn(t) . . . −pn1(t)p

−1
nn(t) −pn0(t)p

−1
nn(t)

p−1
n−1, n−1(t) . . . −pn−1, 1(t)p

−1
n−1, n−1(t) −pn−1, 0(t)p

−1
n−1, n−1(t)

. . . . . .

0 . . . −p21(t)p
−1
22 (t) −p20(t)p

−1
22 (t)

0 . . . p−1
11 (t) −p10(t)p

−1
11 (t)















(20)è îáîçíà÷èì ÷åðåç z(t) n-âåêòîð ñòîëáåö, êîìïîíåíòû zi(t) êîòîðîãî ðàâíû êâàçèïðîèç-âîäíûì n−i
P y(t) (i = 1, 2, ..., n) âûõîäíîé �óíêöèè y(t) îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P . Â ñèëó�îðìóë (1) è ñîîòíîøåíèÿ (19) âåêòîð z(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé

dz(t)

dt
= H(t)z(t)),9



à âûõîäíàÿ �óíêöèÿ y(t) ïàðû (A, c) ðàâíà p−1
00 (t)zn(t), ò.å.

y(t) = g(t)z(t) =
(

0 0 . . . 0 p−1
00 (t)

)

z(t).Î÷åâèäíî, ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà (H, g) èìååò �îðìó Õåññåíáåðãà ñî ñâîéñòâîì (14). Êðî-ìå òîãî, ìíîæåñòâî åå âûõîäîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âûõîäîâ ñèñòåìû (A, c). Ïîýòîìóïàðû (H, g) è (A, c) ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïóñòü â îðáèòå O(A, c) ñîäåðæèòñÿ êàêàÿ-ëèáî ïàðà â �îðìå Õåññåíáåðãà è ïóñòü
P1(t) è P2(t) � äâå ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà Un(T ), îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âñå âûõîäíûå�óíêöèè ñèñòåìû (A, c) n ðàç êâàçèäè��åðåíöèðóåìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç YPi

(t) âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîìïîíåíòàìè
n−1
Pi

y(t), n−2
Pi

y(t), ..., 1
Pi
y(t), 0

Pi
y(t) (i = 1, 2).Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è ëåììû 5 ñòîëáöû YP1

(t) è YP2
(t) ñâÿçàíû ñëåäóþùåé ïðîñòîéçàâèñèìîñòüþ

YP1
(t) = G(t)YP2

(t), t ∈ T,ãäå G(t) � ýëåìåíò ãðóïïû G∆, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëàìè âèäà (18).6. Ïîñòðîåíèå âåðõíåé �îðìû Õåññåíáåðãà. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé�îðìû Õåññåíáåðãà, îïèñûâàåìîé òåîðåìîé 2, íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, ïîñêîëüêóíå äàåò ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû P (t). Ïîýòîìó ïðåäñòàâèì áîëåå ý��åêòèâíûåïðèçíàêè íåïóñòîòû ìíîæåñòâà O0
H(A, c), ãäå O0

H(A, c) ñåìåéñòâî âñåõ âåðõíèõ �îðìÕåññåíáåðãà â îðáèòå O(A, c), îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (14).Ïóñòü (H1, g1) ∈ O0
H(A, c). Çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêîå G ∈ G, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

G∗(A, c) = (H1, g1). Ïðèìåíèâ ê ñòîëáöàì gi(t) ìàòðèöû G(t) ïðîöåññ îðòîíîðìèðîâàíèÿ�ðàìà-Øìèäòà [9, 
.28℄, ïîëó÷èì äëÿ G(t) ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Go(t) è âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû
G∆(t): G(t) = Go(t)G∆(t). Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå G ∗ (A, c) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Go ∗ (A, c) = (H, g), (21)ãäå ïàðà (H, g) = G−1
∆ ∗ (H1, g1) â ñèëó ëåììû 5 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó OH(A, c). Êàêïîêàçûâàþò ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ, äëÿ ýëåìåíòîâ rij(t), r1ij(t), gij(t) ìàòðèö H(t), H1(t),

G∆(t) è âåêòîðîâ g(t), g1(t) ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ
r10(t)gnn(t) = r110(t), ri+1, i(t)gii(t) = gi+1, i+1(t)r

1
i+1, i(t) (i = 1, 2, ..., n− 1),èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî rk, k−1(t) 6= 0 ïðè ëþáûõ t ∈ T (k = 1, 2, . . . , n) è ïîýòîìó ñèñòåìà

(H, g) âõîäèò â ñåìåéñòâî O0
H(A, c).Ïðåäñòàâèì ðàâåíñòâî (21) â âèäå ñîîòíîøåíèé

G′

o(t)A(t) + Ġ′

o(t) = H(t)G′

o(t), c(t) = g(t)G′

o(t) (22)(øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå) è íàéäåì óñëîâèÿ, êîãäà îíè, ðàññìàòðèâàåìûå êàêóðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî Go(t), H(t), g(t), ðàçðåøèìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi(t) ñòðîêè ìàò-ðèöû G′

o(t). Èç âòîðîé �îðìóëû (22) ñëåäóåò, ÷òî c(t) = r10(t)qn(t). Ïîñêîëüêó âåêòîðà10



qi(t) îðòîíîðìèðîâàíû, òî ‖c(t)‖ =
√

c(t)c′(t) = |r10(t)|, ÷òî ñîâìåñòíî ñ ïðåäïîëîæåíè-åì (14) ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþ ‖c(t)‖ 6= 0 (t ∈ T ). Ñ÷èòàÿ åãî âûïîëíåííûì, íàõîäèì
|r10(t)| = ‖c(t)‖, qn(t) = c(t)‖c(t)‖−1. Òàê êàê âåêòîð-�óíêöèÿ qn(t) íåïðåðûâíî äè�-�åðåíöèðóåìà, òî äîëæíà áûòü íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé è ñòðîêà c(t)‖c(t)‖−1.Òàêèì îáðàçîì, èç ñèñòåìû (22) ìîæíî íàéòè �óíêöèþ r10(t) è ñòðîêó qn(t) òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ‖c(t)‖ 6= 0 è âåêòîð-�óíêöèÿ c(t)‖c(t)‖−1 íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-ðóåìà.�àññìîòðèì n-óþ ñòðîêó ïåðâîé �îðìóëû (22). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà èìååò âèä

qn(t)A(t) + q̇n(t) = rn,n−1(t)qn−1(t) + rnn(t)qn(t).Óìíîæàÿ åå ñïðàâà íà ñòîëáåö q′n(t), ïîëó÷àåì
rnn(t) = qn(t)A(t)q

′

n(t) + q̇n(t)q
′

n(t).Êðîìå òîãî
|rn,n−1(t)| = ‖qn(t)A(t) + q̇n(t)− rnn(t)qn(t)‖.Ïîýòîìó �óíêöèè rnn(t), rn,n−1(t) è ñòðîêà qn−1(t) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, åñëè è òîëüêîåñëè ‖qn(t)A(t) + q̇n(t)− rnn(t)qn(t)‖ 6= 0 è âåêòîð-�óíêöèÿ

[qn(t)A(t) + q̇n(t)− rnn(t)qn(t)]r
−1
n,n−1(t) = qn−1(t)íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà.Àíàëèçèðóÿ äàëåå (n−1)-óþ, (n−2)-óþ è ò.ä. ñòðîêè óðàâíåíèÿ (22), ëåãêî óñòàíîâèìíåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïóñòîòû ìíîæåñòâà O0

H(A, c). Äëÿ �îðìóëèðîâ-êè èõ çàäàäèì �óíêöèè bij(t), ps(t), äëÿ i = 1, j = 0, s = n ïîëîæèâ b10(t) = ‖c(t)‖,
pn(t) = c(t)‖c(t)‖−1, à äëÿ îñòàëüíûõ èíäåêñîâ îïðåäåëèâ èõ ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíò-íûì ïðàâèëàì: ïðè k = 0, 1, ..., n− 2

bn−k,j(t) = [pn−k(t)A(t) + ṗn−k(t)]p
′

j(t) (j = n, n− 1, ..., n− k),

bn−k,n−k−1(t) = ‖pn−k(t)A(t) + ṗn−k(t)−

n
∑

i=n−k

bn−k,i(t)pi(t)‖,

pn−k−1(t) = [pn−k(t)A(t) + ṗn−k(t)−

n
∑

i=n−k

bn−k,i(t)pi(t)]b
−1
n−k,n−k−1(t).Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé, âûòåêàåòÒåîðåìà 3. Â îðáèòå O(A, c) ñîäåðæèòñÿ ñèñòåìà (H, g) â �îðìå Õåññåíáåðãà ñîñâîéñòâîì (14) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà bn−k,n−k−1(t) 6= 0 ïðè êàæäîì t ∈ T è n-âåêòîð-�óíêöèè pn−k(t) (k = 0, 1, ..., n−1) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû íà ìíîæåñòâå

T , ïðè ýòîì ýëåìåíòû rij(t) ïàðû (H, g) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
r10(t) = b10(t), rn−k,i(t) = bn−k,i(t) (k = 0, 1, ..., n− 1; i = n, n− 1, ..., n− k − 1),

r1i(t) = [p1(t)A(t) + ṗ1(t)]p
′

i(t) (i = 1, 2, ..., n),11



à ìàòðèöà G(t) ïðåîáðàçîâàíèÿ (A, c) −→ G ∗ (A, c) = (H, g) ìîæåò áûòü âûáðàíàîðòîãîíàëüíîé. Ëèòåðàòóðà1. Êàëìàí �. Îá îáùåé òåîðèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ // Òðóäû I êîíãðåññà ÈÔÀÊ. �Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�. 1961. Ò. 2. Ñ. 521 � 547.2. Êàëìàí �., Ôàëá Ï., Àðáèá Ì. Î÷åðêè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì. Ì.: Ìèð.1971.3. Êðàñîâñêèé Í.H. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ì.: Íàóêà. 1968.4. Àñòðîâñêèé À.È., �àéøóí È.Â. �àâíîìåðíàÿ è àïïðîêñèìàòèâíàÿ íàáëþäàåìîñòüíåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1998. �7. Ñ. 3 - 13.5. �àéøóí È. Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì. Ì.: ÅäèòîðèàëÓ�ÑÑ. 2004.6. Äåðð Â.ß. Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé ëèíåéíîãî êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ// Èçâ. Èí-òà ìàòåì. è èí�îðì. Óä�Ó. Èæåâñê. 1999. Âûï. 1(16). Ñ.3 - 105.7. Íèêîëàåâ Ñ.Ô., Òîíêîâ Å.Ë. Äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè áûñòðîäåéñòâèÿ èïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé // Èçâ. Èí-òà ìàòåì. èèí�îðì. Óä�Ó. Èæåâñê. 1996. Âûï. 2(8). C. 47 - 68.8. Ìèëè÷ Í.Â. Î ñòðóêòóðå ãðàíèöû óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíîé äîêðèòè÷åñêîéñèñòåìû íà áîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè // Èçâ. Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èí�îðì.Óä�Ó. Èæåâñê. 1998. Âûï. 2(13). C. 27 - 52.9. Õîðí �., Äæîíñîí ×. Ìàòðè÷íûé àíàëèç. Ì.: Ìèð. 1989.
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