
ÓÄÊ 517.977ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÓÅÌÎÑÒÜ È ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÎ�ÌÛËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ÍÀÁËÞÄÅÍÈßÀñòðîâñêèé À.È., �àéøóí È.Â.Ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ �îðì Ôðîáåíèóñà äëÿ ëèíåéíûõíåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ, ñóùåñòâåííî îñëàáëÿþùèé îãðàíè÷åíèÿ íà êîý�-�èöèåíòû. Äîñòèãàåòñÿ ýòî ïóòåì ïðèâëå÷åíèÿ òåõíèêè êâàçèäè��åðåíöèðîâàíèÿ âû-õîäíûõ ïåðåìåííûõ.1. Ââåäåíèå. Òåîðèÿ êàíîíè÷åñêèõ �îðì Ôðîáåíèóñà äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõñèñòåì íàáëþäåíèÿ, èãðàþùàÿ âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, äîñòà-òî÷íî ïîëíî ðàçðàáîòàíà â ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ (ñì. [1, .243-319℄).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíûå óñëîâèÿ íàáëþäàåìîñòè ìîæíîçíà÷èòåëüíî óñèëèòü, åñëè ãëàäêîñòü êîý��èöèåíòîâ ïîíèìàòü íå â îáû÷íîì ñìûñëå, à âñìûñëå êâàçèäè��åðåíöèðóåìîñòè ïî íåêîòîðîé íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå P (t) [3℄. Âäàííîé ñòàòüå òåõíèêà êâàçèäè��åðåíöèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ íîâîãîñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ �îðì, îñíîâàííîãî íà èçó÷åíèè ñïåöèàëüíî ââåäåííîãîóðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè èññëåäîâàíèè óêàçàí-íîãî óðàâíåíèÿ óòî÷íÿþòñÿ è íåêîòîðûå ðóçóëüòàòû ðàáîòû [2℄, â ÷àñòíîñòè, óñòàíàâëè-âàåòñÿ, ÷òî ïðèçíàêè íàáëþäàåìîñòè, ïîëó÷åííûå â íåé, íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìàòðèöû
P (t), ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ êâàçèäè��åðåíöèðîâàíèå âûõîäíûõ �óíêöèé.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü íà îòðåçêå T = [t0, t1] çàäàíà ñèñòåìà íàáëþäåíèÿ

ẋ(t) = A(t)x(t), y(t) = c(t)x(t) (1)ñî ñêàëÿðíûì âûõîäîì y(t) è íåïðåðûâíûìè (n × n)-ìàòðèöåé A(t) è n-âåêòîð-ñòðîêîé
c(t), îïðåäåëåííûìè íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îòîæäåñòâèì ýòó ñèñòåìó ñ ïàðîé
(A, c), à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïàð îáîçíà÷èì ÷åðåç Σn (èíäåêñ n ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî �à-çîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñèñòåì èç ìíîæåñòâà Σn ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R

n).Ïàðà (A0, c0) ∈ Σn íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé èëè ñèñòåìîé â �îðìå Ôðîáåíèóñà, åñëè
A0(t) =




0 0 . . . 0 α0(t)

1 0 . . . 0 α1(t)

0 1 . . . 0 α2(t)

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 αn−1(t)



, c0 =

(
0, 0, . . . , 0, 1

)
, (2)ãäå αi(t) (i = 0, 1, ..., n− 1) � íåïðåðûâíûå íà ìíîæåñòâå T âåùåñòâåííûå �óíêöèè.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãðóïïó Gn íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íåâûðîæäåííûõíà îòðåçêå T (n× n)-ìàòðèö G(t) è çàäàäèì åå äåéñòâèå íà ìíîæåñòâå Σn ïî ïðàâèëó

G ∗ (A, c) = (G−1AG−G−1Ġ, cG), G ∈ Gn, (3)1



÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå (1) ïî �îðìóëå x(t) = G(t)z(t). Îðáèòóäåéñòâèÿ (3), ñîäåðæàùóþ ïàðó (A, c) ∈ Σn, îáîçíà÷èì ÷åðåç O(A, c).�îâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (1) îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé �îðìîé (2), åñëè (A0, c0) ∈ O(A, c),ò.å., åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò G(t) ãðóïïû Gn, ÷òî G ∗ (A, c) = (A0, c0).Êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà âñåãäà åäèíñòâåííà, îäíàêî íå âñÿêàÿ ñèñòåìà (A, c) ∈ Σn ååèìååò [1, . 285℄. Äàëåå ìû óêàæåì äîñòàòî÷íî êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êà-íîíè÷åñêîé �îðìû äëÿ çàäàííîé ïàðû (A, c) ∈ Σn.3. Óðàâíåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ êàíîíè÷åñêîé �îðìû. Ïî ïàðàìåòðàì ñè-ñòåì (1), (2) ïîñòðîèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
Q̇(t) = A0(t)Q(t)−Q(t)A(t), t ∈ T (4)îòíîñèòåëüíî (n×n)-ìàòðèöû Q(t). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ åãî ðåøåíèéîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

Q(t) = F0(t, t0)Q0F
−1(t, t0),ãäå F0(t, t0) è F (t, t0) � �óíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ñèñòåì (A0, c0) è (A, c), íîðìèðîâàí-íûå ïðè t = t0, a Q0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ (n× n)-ìàòðèöà. Çíà÷èò, åñëè ðåøåíèå

Q(t) íåâûðîæäåííî ïðè t = t0, òî detQ(t) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ T ; êîãäà detQ(t0) = 0, òîdetQ(t) = 0 ïðè êàæäîì t ∈ T .Ïîä÷èíèì ìàòðèöó Q(t) óñëîâèþ
c0Q(t) = c(t), t ∈ T, (5)ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî åå n-àÿ ñòðîêà ñîâïàäàåò ñ c(t). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå.Ëåììà 1. Ïàðà (A0, c0) ∈ Σn ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé �îðìîé äëÿ ñèñòåìû (1) òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå (4) îáëàäàåò íåâûðîæäåííûì ïðè t = t0 ðåøåíèåì

Q(t), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (5).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè íåâûðîæäåííàÿ (n × n)-ìàòðèöà Q(t) èìååòñâîéñòâà (4), (5), òî ïðè G(t) = Q−1(t) âåðíî ðàâåíñòâî G ∗ (A, c) = (A0, c0) è ïîýòîìó
(A0, c0) ∈ O(A, c). Îáðàòíî, ïóñòü G∗(A, c) = (A0, c0) äëÿ êàêîãî-òî G ∈ Gn. Òîãäà ìàòðèöà
Q(t) = G−1(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñî ñâîéñòâîì (5). Ëåììà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ó ëþáîé ñèñòåìû (A, c) ∈ Σn íå áîëåå îäíîé êàíîíè÷åñêîé�îðìû, òî ìàòðèöà Q(t), îïèñûâàåìàÿ ëåììîé 1, åäèíñòâåííà (åñëè îíà ñóùåñòâóåò).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîé �îðìû äëÿ ñèñòåìû (1) ýêâèâà-ëåíòíà íàëè÷èþ ìàòðèöû A0(t) âèäà (2) è íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû Q(t), óäîâëåòâîðÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèÿì (4), (5). Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi(t) (i = 1, 2, ..., n) ñòðîêè ìàòðèöû Q(t).Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèÿ (4), (5) ðàâíîñèëüíû ñîîòíîøåíèÿì

qn(t) = c(t), qn−i(t) = q̇n−i+1(t) + qn−i+1(t)A(t)− αn−i(t)c(t) (i = 1, 2, ..., n− 1), (6)
q̇1(t) + q1(t)A(t)− α0(t)c(t) = 0, t ∈ T. (7)2



Ïóñòü Cn � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå T n-âåêòîð-ñòðîê, σ � ïåðåñòà-íîâêà êîìïîíåíò ñòðîêè v = (v1, v2, ..., vn), äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó σ(v) = (v2, v3, ..., vn, v1),è p � ïðîåêöèÿ íà ïåðâóþ êîîðäèíàòíóþ îñü: pv = v1. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüîïåðàòîðîâ Vk : Σn × Cn → Cn (k = 1, 2, ...) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
V1(A, c, v)(t) = ċ(t) + c(t)A(t)− c(t)pv(t),

V2(A, c, v)(t) =
d(V1(A, c, v)(t))

dt
+ V1(A, c, v)(t)A(t)− c(t)pσ(v(t)),

V3(A, c, v)(t) =
d(V2(A, c, v)(t))

dt
+ V2(A, c, v)(t)A(t)− c(t)pσ2(v(t)), ... .Î÷åâèäíî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(Vk) êàæäîãî îïåðàòîðà Vk íå ïóñòà è ñïðàâåäëèâûâêëþ÷åíèÿ D(V1) ⊃ D(V2) ⊃ ... ⊃ D(Vk) ⊃ ... .Äàëåå âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñëó÷àé k = n. Ïîýòîìó ïðèâåäåì ïðîñòîå îïèñàíèå ìíî-æåñòâà D(Vn), âûðàæåííîå â òåðìèíàõ êâàçèäè��åðåíöèðîâàíèÿ. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè

v ∈ Cn çàäàäèì íèæíåòðåóãîëüíóþ ((n+ 1)× (n+ 1))-ìàòðèöó
P (v(t)) =




1 0 0 . . . 0 0

−v1(t) 1 0 . . . 0 0

−v2(t) 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−vn(t) 0 0 . . . 0 1



. (8)Ëåììà 2. Òðîéêà (A, c, v) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Vn òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ âûõîäíàÿ �óíêöèÿ y(t) ñèñòåìû (A, c) n ðàç íåïðåðûâíîêâàçèäè��åðåíöèðóåìà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P (t) = P (v(t)).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êâàçèäè��åðåíöèðóåìî-ñòè îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P (t), ïðèâåäåííîå â [2, 3℄, ïîëó÷èì, ÷òî �óíêöèÿ

1

P y(t) =
d
(
c(t)x(t)

)

dt
− v1(t)c(t)x(t)ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêà c(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è

1

P y(t) =
(
ċ(t) + c(t)A(t)− v1(t)c(t)

)
x(t).Ïîýòîìó (A, c, v) ∈ D(V1). Àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü êâàçèïðîèçâîäíîé

2

P y(t) =
d
(
1
P y(t)

)

dt
− v2(t)

0

P y(t) =

=




d
(
ċ(t) + c(t)A(t)− v1(t)c(t)

)

dt
+
(
ċ(t) + c(t)A(t)− v1(t)c(t)

)
A(t)− v2(t)c(t)



 x(t),óáåäèìñÿ, ÷òî (A, c, v) ∈ D(V2). Ïðîäîëæàÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ äàëåå, áåç òðóäà ïðè-äåì ê òðåáóåìîìó âêëþ÷åíèþ (A, c, v) ∈ D(Vn).3



Íåîáõîäèìîñòü îáîñíîâûâàåòñÿ ïóòåì "îáðàùåíèÿ" ðàññóæäåíèé, ïðèìåíåííûõ ïðèóñòàíîâëåíèè äîñòàòî÷íîñòè. Ëåììà äîêàçàíà.�àññìîòðèì óðàâíåíèå
Vn(A, c, v)(t) = 0 (9)îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî v ∈ Cn. Èç ñîîòíîøåíèé (6), (7) è ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà

Vn(A, c, v)(t) ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1) îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé �îðìîé (2),òî âåêòîð-�óíêöèÿ
v(t) = (αn−1(t), αn−2(t), ..., α0(t))ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ïðèçíàê îòñóò-ñòâèÿ êàíîíè÷åñêîé �îðìû.Òåîðåìà 1. Ïàðà (A, c) ∈ Σn íå èìååò êàíîíè÷åñêîé �îðìû, åñëè ëèáî ìíîæåñòâî

DA,c(Vn) = {v ∈ Cn : (A, c, v) ∈ D(Vn)} ïóñòî ëèáî óðàâíåíèå (9) íåðàçðåøèìî.Ïðèìåð 1. Ïóñòü ϕ(t) � íåïðåðûâíàÿ, íî íå äè��åðåíöèðóåìàÿ âî âñåõ òî÷êàõ t ∈ Tâåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ. Ñèñòåìà
A(t) =



1 0 0

0 1 0

1 ϕ(t) 0


 , c(t) =

(
0, 0, 1

)íå èìååò êàíîíè÷åñêîé �îðìû, òàê êàê ìíîæåñòâî DA,c(V3) ïóñòî.Ïðèìåð 2. Ïóñòü ϕ(t) � íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, íå èìåþùàÿ ïðîèç-âîäíîé íè â îäíîé òî÷êå îòðåçêà [ξ0, t1], t0 > ξ0. Ïîëîæèì
g(t) =

t∫

ξ0

ϕ(τ)dτ, ψ(t) = 1/g(t), t ∈ T,è ðàññìîòðèì ñèñòåìó íàáëþäåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
A(t) =

(
g(t) ϕ(t)ψ(t)

ϕ(t)ψ(t) 2g(t)

)
, c(t) =

(
g(t), −g(t)

)
.Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ íåå ìíîæåñòâî DA,c(V2) ñîñòîèò èç ñòðîê (v1(t), v2(t)) ñíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè êîìïîíåíòàìè v1(t), ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Îäíàêîóðàâíåíèå (9) ðåøåíèé íå èìååò è ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1 ïàðà (A, c) íå îáëàäàåò êàíîíè-÷åñêîé �îðìîé.4. Ñëó÷àé íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9). Òåîðåìà 1 îïèñûâàåòäâà �àêòîðà, ïðåïÿòñòâóþùèõ ñóùåñòâîâàíèþ êàíîíè÷åñêîé �îðìû: ïóñòîòà ìíîæåñòâà

DA,c(Vn) (à çíà÷èò, è íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñòðîêè Vn(A, c, v)(t)) è íåðàçðåøèìîñòüóðàâíåíèÿ (9). Ïîýòîìó äàëåå áóäåì èññëåäîâàòü ñëó÷àè, êîãäà DA,c(Vn) 6= ∅ è óðàâíåíèå(9) èìååò ðåøåíèå. 4



�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà ðåøåíèå íååäèíñòâåííî. Äëÿ ýòîãî, â äîïîëíå-íèå ê ðàáîòå [2℄, âûÿñíèì çàâèñèìîñòü óñëîâèé íàáëþäàåìîñòè îò âûáîðà ìàòðèöû P (t),îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñèñòåìà (1) ïðèíàäëåæèò êëàññó {P, n− 1} (ñì. [2℄).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(A, c) ñåìåéñòâî âñåõ íèæíåòðåóãîëüíûõ íåïðåðûâíûõ ìàòðèö
P (t) = (pki(t)) (i, k = 0, 1, ..., n) ðàçìåðà ((n + 1) × (n + 1)), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
pkk(t) 6= 0 ïðè t ∈ T (k = 0, 1, ..., n), îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âñå âûõîäíûå �óíêöèè ñèñòå-ìû (1) n − 1 ðàç íåïðåðûâíî êâàçèäè��åðåíöèðóåìû [2℄. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõñèñòåì (A, c) ìíîæåñòâî Pn(A, c) ìîæåò áûòü ïóñòûì. Îäíàêî, åñëè îíî íå ïóñòî, òî â íåìñîäåðæèòñÿ áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî âìåñòå ñ P ∈ Pn(A, c) ìíîæåñòâó
Pn(A, c) ïðèíàäëåæèò è ïðîèçâåäåíèå PW ïðè ëþáîé íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå W ñíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè ýëåìåíòàìè wki(t), wkk(t) 6= 0).Äëÿ ëþáîãî P ∈ Pn(A, c) îïðåäåëèì ñòðîêè

s0(t) = p00(t)c(t), s1(t) = p11(t) [s0(t)A(t) + ṡ0(t)] + p10(t)s0(t), (10)
sk(t) = pkk(t) [sk−1(t)A(t) + ṡk−1(t)] +

k−1∑

i=0

pki(t)si(t) (k = 2, 3, ..., n− 1)è, ñëåäóÿ [2℄, ñîñòàâèì ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè
SP (t) =




s0(t)

s1(t)

. . .

sn−1(t)


 .Ëåììà 3. Ïðè êàæäîì t ∈ T âñå ìàòðèöû SP (t) (P ∈ Pn(A, c)) îäíîâðåìåííî ëèáîâûðîæäåíû ëèáî íåâûðîæäåíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü sPj (t) è sWj (t) (j = 0, 1, ..., n− 1) � âåêòîð-�óíêöèè, ïîñòðî-åííûå ïî ïðàâèëàì (10) ñ ïîìîùüþ ìàòðèö P (t) = (pki(t)) èW (t) = (wki(t)) èç ìíîæåñòâà

Pn(A, c). Òàê êàê pkk(t) 6= 0, wkk(t) 6= 0 ïðè t ∈ T è sP0 (t) = p00(t)c(t), sW0 (t) = w00(t)c(t),òî
sW0 (t) =

w00(t)

p00(t)
sP0 (t) = f00(t)s

P
0 (t), f00(t) =

w00(t)

p00(t)
.Äàëåå, ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ êâàçèïðîèçâîäíûõ, �óíêöèè f00(t) è sP0 (t) íåïðåðûâíîäè��åðåíöèðóåìû, òî ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê �îðìóëå

sW1 (t) = f11(t)s
P
1 (t) + f10(t)s

P
0 (t),ãäå f11(t), f10(t) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè, çàâèñÿùèå îò ýëåìåíòîâ pij(t), wij(t), ïðè÷åì

f11(t) 6= 0 ïðè t ∈ T . Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èïðè ëþáîì k = 1, 2, ..., n− 1 âåðíû ñîîòíîøåíèÿ
sWk (t) = fkk(t)s

P
k (t) + fk, k−1(t)s

P
k−1(t) + ...+ fk0(t)s

P
0 (t),5



â êîòîðûõ fkj(t) � íåïðåðûâíûå íà T �óíêöèè, âû÷èñëåííûå ïî ïàðàìåòðàì ìàòðèö P (t)è W (t), ïðè÷åì fkk(t) 6= 0 äëÿ t ∈ T . Ïîýòîìó
SW (t) =




f00(t)s
P
0 (t)

f11(t)s
P
1 (t) + f10(t)s

P
0 (t)

. . .

fn−1, n−1(t)s
P
n−1(t) + fn−1, n−2(t)s

P
n−2(t) + ...+ fn−1, 0(t)s

P
0 (t)


 ,îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî detSW (t) = f00(t)f11(t)...fn−1, n−1(t) detSP (t), äîêàçûâàþùååëåììó.Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè äëÿ êàêîé-ëèáî P ∈ Pn(A, c) ìàòðè-öà SP (t) íåâûðîæäåíà â íåêîòîðîé òî÷êå t = σ ∈ T (ïðè âñåõ t ∈ T , ïðè ïî÷òè âñåõ

t ∈ T ), òî ñèñòåìà (1) íàáëþäàåìà (ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà, äè��åðåíöèàëüíî íàáëþäà-åìà). Ëåììà 3 óòâåðæäàåò, ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííûå �àêòû íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìàòðèöû
P ∈ Pn(A, c), ò.å. åñëè íàáëþäàåìîñòü (ðàâíîìåðíàÿ íàáëþäàåìîñòü, äè��åðåíöèàëü-íàÿ íàáëþäàåìîñòü) óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ êàêîé-òî ìàòðèöû P (t), òî ýòî æå ñâîéñòâîîáíàðóæèâàåòñÿ è ñ ïîìîùüþ ëþáîé äðóãîé ìàòðèöû èç ìíîæåñòâà Pn(A, c).Òåîðåìà 2. Åñëè óðàâíåíèå (9) ðàçðåøèìî, íî åãî ðåøåíèå íååäèíñòâåííî, òî ñè-ñòåìà (1) íå èìååò êàíîíè÷åñêîé �îðìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ

v1(t) = (v11(t), v
1

2(t), ..., v
1

n(t)), v2(t) = (v21(t), v
2

2(t), ..., v
2

n(t))óðàâíåíèÿ (9). Èñïîëüçóÿ �óíêöèè v1(t) è v2(t) ïîñòðîèì äâå êàíîíè÷åñêèå ñèñòåìû
A0

j(t) =




0 0 . . . 0 vjn(t)

1 0 . . . 0 vjn−1(t)

0 1 . . . 0 vjn−2(t)

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 vj1(t)



, c0 =

(
0, 0, . . . , 0, 1

)
. (11)

Ïî �îðìóëàì (6) ïðè αn−i(t) = vji (t) îïðåäåëèì ñòðîêè qji (t) (i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2) èèç íèõ ñîñòàâèì ìàòðèöû Q1(t) è Q2(t). Â ñèëó ëåììû 1 è åäèíñòâåííîñòè êàíîíè÷åñêîé�îðìû õîòÿ áû îäíà èç ìàòðèö Q1(t), Q2(t) îñîáàÿ ïðè êàêîì-òî t = τ ∈ T . Ñîãëàñíî ëåì-ìå 2 âñå âûõîäíûå �óíêöèè ñèñòåìû (1) êâàçèäè��åðåíöèðóåìû îòíîñèòåëüíî ìàòðèö
P (t) = P (v1(t)), W (t) = P (v2(t)), çàäàííûõ �îðìóëîé (8). Êðîìå òîãî, ëåãêî óáåäèòüñÿ,÷òî SP (t) = Q1(t), SW (t) = Q2(t). Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 3 îáå ìàòðèöû Q1(t) è Q2(t)âûðîæäåíû â òî÷êå t = τ . Çíà÷èò ïî ëåììå 1 êàíîíè÷åñêîé �îðìû íåò. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå. Åñëè óðàâíåíèå (9) ðàçðåøèìî íåîäíîçíà÷íî, òî äëÿ ëþáîãî åãî ðåøå-íèÿ v(t) ìàòðèöà Q(t), íàéäåííàÿ ïî �îðìóëàì (6) ïðè αn−i(t) = vi(t), âûðîæäåíà õîòÿáû ïðè îäíîì t ∈ T . 6



Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà
A(t) =

(
1 −1

−1 1

)
, c(t) =

(
et, et

)
.Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî DA,c(V2) íå ïóñòî, íî óðàâíåíèå (9) èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé

v1(t) = γ, v2(t) = 1− γ, ãäå γ � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå2 äëÿ ïàðû (A, c) íå ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîé �îðìû.5. Ñëó÷àé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (9). Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (A, c)óðàâíåíèå (9) ïîñòðîåíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qn(A, c) ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Pn(A, c),ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ êàæäàÿ âûõîäíàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû (1)
n ðàç íåïðåðûâíî êâàçèäè��åðåíöèðóåìà. Â ñèëó ëåììû 2 ìíîæåñòâî Qn(A, c) íå ïóñòî.Âûáåðåì êàêóþ-ëèáî ìàòðèöó P ∈ Qn(A, c) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (A, c) ∈ Σnðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà îòíîñèòåëüíî P (t) [2℄. Â ñèëó ëåììû 3 îíà áóäåò ðàâíîìåðíîíàáëþäàåìîé è ïðè ëþáîé P ∈ Qn(A, c). Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî î ðàâíî-ìåðíîé íàáëþäàåìîñòè.Ïóñòü ïàðà (A, c) ∈ Σn �èêñèðîâàíà è P ∈ Qn(A, c). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΣR

n ÷àñòü ìíîæå-ñòâà Σn, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìûõ ñèñòåì êëàññà {P, n} [2℄. Î÷åâèäíî,ñåìåéñòâî ΣR
n èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Gn, ò.å. âìåñòå ñ êàæäîé ïàðîé

(B, d) ∈ ΣR
n ìíîæåñòâó ΣR

n ïðèíàäëåæèò è ýëåìåíò G∗(B, d), G ∈ Gn. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû
(B, d) ∈ ΣR

n ïîñòðîèì ñòðîêè s0(t), s1(t), ..., sn−1(t), sn(t) ïî ïðàâèëàì (10), ò.å.
s0(t) = p00(t)d(t), sk(t) = pkk(t) [sk−1(t)B(t) + ṡk−1(t)]+

k−1∑

i=0

pki(t)si(t) (k = 1, 2, . . . , n), (12)ñ�îðìèðóåì åå ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè SP (t) è çàäàäèì îòîáðàæåíèå fP : ΣR
n −→ Cn,ïîëîæèâ

fP (B, d)(t) = sn(t)S
−1

P (t) (13)(ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ìàòðèöû S−1

P (t) ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòå-ìû (B, d)).Ëåììà 4. Îòîáðàæåíèå fP ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì äåéñòâèÿ ãðóïïû Gn íàìíîæåñòâå ΣR
n , ò.å. îíî ïîñòîÿííî íà êàæäîé îðáèòå è ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷å-íèÿ íà ðàçíûõ îðáèòàõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (B, d) ∈ ΣR

n è (B1, d1) = G ∗ (B, d), G ∈ Gn. Íåñëîæíî ïî-êàçàòü, ÷òî s1n(t) = sn(t)G(t) è S1
P (t) = SP (t)G(t), ãäå s1n(t) è S1

P (t) � ñòðîêà è ìàòðèöà,âû÷èñëåííûå äëÿ ñèñòåìû (B1, d1) ïî �îðìóëàì (12). Òàê êàê G(t) = (SP (t))
−1 S1

P (t), òî
s1n(t) (S

1
P (t))

−1
= sn(t) (SP (t))

−1, ò.å. îòîáðàæåíèå fP ïîñòîÿííî íà êàæäîé îðáèòå O(B, d).Ïîêàæåì, ÷òî åñëè
O(B, d) 6= O(B1, d1), (14)òî �óíêöèè fP (B, d)(t) è fP (B1, d1)(t) îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå t ∈ T . Ïðåäïîëî-æèì ïðîòèâíîå: fP (B, d)(t) = fP (B1, d1)(t) ïðè ëþáîì t ∈ T . Òîãäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

[diag{p11(t), p22(t), ..., pnn(t)}(S1

P (t)B1(t) + Ṡ1

P (t)
)
+ P̃ (t)S1

P (t)
] (
S1

P (t)
)
−1

=7



=
[diag{p11(t), p22(t), ..., pnn(t)}(SP (t)B(t) + ṠP (t)

)
+ P̃ (t)SP (t)

]
(SP (t))

−1 ,ãäå
P̃ (t) =




p10(t) 0 . . . 0 0

p20(t) p21(t) . . . 0 0

p30(t) p31(t) . . . 0 0

. . . . . . .

pn0(t) pn1(t) . . . pn,n−2(t) pn,n−1(t)


è pij(t) � ýëåìåíòû ìàòðèöû P (t). Ïîýòîìó

B1(t) =
(
S1

P (t)
)
−1
[
SP (t)B(t) (SP (t))

−1 S1

P (t) + ṠP (t) (SP (t))
−1 S1

P (t)− Ṡ1

P (t)
]
. (15)ÏîëîæèìG(t) = (SP (t))

−1 S1
P (t). Òàê êàê ñèñòåìû (B, d) è (B1, d1) ïðèíàäëåæàò êëàññó

{P, n} [2℄, òî ìàòðèöà G(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî òîæäå-ñòâî
G−1(t)Ġ(t) =

(
S1

P (t)
)
−1

[Ṡ1

P (t)− ṠP (t) (SP (t))
−1 S1

P (t)],èç êîòîðîãî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (15) âûòåêàåò, ÷òî
B1(t) = G−1(t)B(t)G(t)−G−1(t)Ġ(t), d1(t) = d(t)G(t).Çíà÷èò îðáèòû O(B, d) è O(B1, d1) ñîâïàäàþò, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ (14). Ñëåäî-âàòåëüíî, �óíêöèè fP (B, d)(t) è fP (B1, d1)(t) ðàçëè÷íû íà ìíîæåñòâå T . Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 5. Åñëè ñèñòåìà (A, c) ∈ Σn ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà è óðàâíåíèå (9) ðàçðå-øèìî, òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà (A, c) ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà, íî óðàâíåíèå (9)èìååò ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ v1(t) è v2(t). Ïîñòðîèì äâå êàíîíè÷åñêèå ïàðû (11) è äâå ìàò-ðèöû Pj(t) = P (vj(t)) (j = 1, 2). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäàÿ ñèñòåìà (A0

j , c
0) ïðèíàäëå-æèò êëàññó {Pj , n} è ñòðîêè åå ìàòðèöû íàáëþäàåìîñòè SPj

(t) èìåþò âèä (0, 0, . . . , 0, 1),
(0, 0, . . . , 1, 0), . . . , (1, 0, . . . , 0, 0). Ïîýòîìó (A0

j , c
0) ∈ ΣR

n . Êðîìå òîãî, ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó fPj
(A0

j , c
0)(t) = 0 (t ∈ T ). Äàëåå, ïîñêîëüêó âåêòîð-�óíêöèè v1(t)è v2(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (9), òî èç óñëîâèÿ (7) âûòåêàåò, ÷òî sjn(t) = 0, ãäå sjn(t)� ñòðîêè, íàéäåííûå èç �îðìóë (10) ïðè k = n, P (t) = Pj(t). Çíà÷èò fPj

(A, c)(t) = 0. Âñèëó ëåììû 4 ñèñòåìû (A, c) è (A0
j , c

0) ëåæàò â îäíîé îðáèòå, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò åäèí-ñòâåííîñòè êàíîíè÷åñêîé �îðìû. Ëåììà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå. Ïðèìåð 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòèóðàâíåíèå (9) ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé, à ïðèìåð 2 èë-ëþñòðèðóåò, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ íàáëþäàåìîñòü íå ãàðàíòèðóåò åãî ðàçðåøèìîñòü. Îäíàêîïî ëåììå 5 ñî÷åòàíèå ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè è ðàçðåøèìîñòè ïðèâîäèò ê åäèí-ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.Âîçâðàòèìñÿ ê îñíîâíîìó âîïðîñó äàííîé ðàáîòû � ñóùåñòâîâàíèþ êàíîíè÷åñêîé�îðìû ó çàäàííîé ïàðû (A, c) ∈ Σn. Ñíà÷àëà çàìåòèì ñëåäóþùåå. Êàê ïîêàçàíî â [2℄,8



äëÿ êàæäîé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû (2) ñóùåñòâóåò (n×n)-ìàòðèöà Q(t), îòíîñèòåëüíî êî-òîðîé îíà èìååò êëàññ {Q, n} è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìîé. Ïîñêîëüêó ñâîéñòâîðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äåéñòâèè ãðóïïû Gn, òî âñÿêàÿ ñèñòåìà
(A, c), îáëàäàþùàÿ êàíîíè÷åñêîé �îðìîé, äîëæíà áûòü ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìîé, ò.å.ðàâíîìåðíàÿ íàáëþäàåìîñòü � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êàíîíè÷åñêîé �îð-ìû. Ïîýòîìó äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñèñòåìû èç ìíîæåñòâà ΣR

n .Òåîðåìà 3. �àâíîìåðíî íàáëþäàåìàÿ ñèñòåìà (1) èìååò êàíîíè÷åñêóþ �îðìó, åñëèè òîëüêî åñëè óðàâíåíèå (9) ðàçðåøèìî (è òîãäà åãî ðåøåíèå åäèíñòâåííî).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç ëåììû 5. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ðàâíî-ìåðíî íàáëþäàåìàÿ ñèñòåìà (A, c) èìååò êàíîíè÷åñêóþ �îðìó (2). Òîãäà íàéäåòñÿ òà-êîé ýëåìåíò G(t) ãðóïïû Gn, ÷òî G ∗ (A, c) = (A0, c0), ïðè ýòîì ñòðîêè qi(t) ìàòðèöû
G−1(t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (6), (7). Òàê êàê ðàâåíñòâî (7) ïðè çàìåíå �óíêöèé
αi(t) íà íåèçâåñòíûå vn−i(t) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (9), òî óðàâíåíèå (9) èìååò ðåøåíèå
v(t) = (αn−1(t), αn−2(t), . . . , α0(t)). Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò ñëåäóþùèé âûâîä: åñëè óðàâíåíèå (9) äëÿ ðàâíîìåðíî íàáëþ-äàåìîé ïàðû (A, c) ∈ Σn èìååò ðåøåíèå v∗ ∈ Cn, òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî, êàíîíè-÷åñêàÿ �îðìà ñóùåñòâóåò è åå êîý��èöèåíòû îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè αn−i(t) = v∗i (t)

(i = 1, 2, ..., n), à ìàòðèöà Q(t), ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëàì (6), íåâûðîæäåíà ïðè âñåõ
t ∈ T .Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ ïàðà (2) êàíîíè÷åñêîé �îðìîé äëÿ ñèñòåìû
(A, c) ∈ Σn ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. Ïîñòðîèì ìàòðèöó P (t) ïî ïðàâèëó (8) ïðè vi(t) = αn−i(t) (i = 1, 2, ..., n).2. Ïî ðåêóððåíòíûì �îðìóëàì (10) íàéäåì ýëåìåíòû si(t). Åñëè ïðè êàêîì-òî i∗ < nñòðîêà si∗(t) íåîïðåäåëåíà, òî ïàðà (A0, c0) íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ ñèñòåìû (A, c).3. Ïóñòü ñòðîêè si(t) (i = 0, 1, ..., n − 1) ñóùåñòâóþò. Ñ�îðìèðóåì èç íèõ ìàòðèöóíàáëþäàåìîñòè SP (t) è âû÷èñëèì åå îïðåäåëèòåëü. Êîãäà îí ðàâåí íóëþ õîòÿ áû ïðèîäíîì t ∈ T , òî ñèñòåìà (A, c) íå èìååò êàíîíè÷åñêîé �îðìû.4. Ïóñòü det SP (t) 6= 0 íà ìíîæåñòâå T è îïðåäåëåíà ñòðîêà sn(t). Òîãäà ïàðà (A0, c0)� êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà äëÿ ñèñòåìû (A, c), åñëè è òîëüêî åñëè sn(t) = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ T .Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïàðû (A, c) èç ïðèìåðà 1 øàã 2 íåâûïîëíèì è ïîýòîìó äëÿ íåå íåòêàíîíè÷åñêîé �îðìû. Â ïðèìåðå 3 îòñóòñòâèå êàíîíè÷åñêîé �îðìû îáíàðóæèâàåòñÿ íàøàãå 3 (òàì íåò ðàâíîìåðîé íàáëþäàåìîñòè). Ñèñòåìà èç ïðèìåðà 2 óñïåøíî ïðîõîäèòòåñòû íà ïåðâûõ òðåõ øàãàõ, îäíàêî s3(t) 6= 0 (t ∈ T ) è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå îáëàäàåòêàíîíè÷åñêîé �îðìîé.6. Ñëó÷àé n = 2. Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîé�îðìû íà ïðèìåðå ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà

A(t) =

(
a11(t) a12(t)

a21(t) a22(t)

)
, c(t) =

(
c1(t), c2(t)

) (16)ñ íåïðåðûâíûìè íà îòðåçêå T êîý��èöèåíòàìè aij(t), ci(t). Ñíà÷àëà ïðîâåäåì íåêîòîðûåóïðîùåíèÿ. Èç �îðìóë (6) âûòåêàåò, ÷òî �óíêöèè ci(t) îáÿçàíû áûòü íåïðåðåðûâíî äè�-9



�åðåíöèðóåìûìè, à òðåáîâàíèå ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ïðèâîäèò ê óñëîâèþ c(t) 6= 0

(t ∈ T ). Ïîýòîìó ìàòðèöà
G(t) =

(
c2(t) c1(t)

−c1(t) c2(t)

)ïðèíàäëåæèò ãðóïïå G2 è G ∗ (A, c) = (B, c0), ãäå
B(t) =

(
b11(t) b12(t)

b21(t) b22(t)

)
, c0 =

(
0, 1

)
. (17)Çíà÷èò, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, âìåñòî ñèñòåìû (16) ìîæíî èçó÷àòü ñèñòåìó (17).Îïåðàòîð V1 äëÿ ïàðû (17) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

V1(B, c
0, v)(t) = (b21(t), b22(t)− v1(t)) .Ñëåäîâàòåëüíî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(V2) îïåðàòîðà V2 ñîñòîèò èç òàêèõ òðîåê (B, c0, v),ó êîòîðûõ �óíêöèè b21(t) è b22(t) − v1(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû íà T , è äëÿëþáîãî ýëåìåíòà (B, c0, v) ∈ D(V2) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

V2(B, c
0, v)(t) =

(
ḃ21(t) + b11(t)b21(t) + b21(t)b22(t)− b21(t)v1(t),

d(b22(t)− v1(t))

dt
+ b12(t)b21(t) + b222(t)− b22(t)v1(t)− v2(t)

)
.Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà (B, c0) ïðèíàäëåæèò êëàññó {P, 1} îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû

P (t) =




1 0 0

−v1(t) 1 0

−v2(t) 0 1



è åå ìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè SP (t) ðàâíà
(

0 1

b21(t) b22(t)− v1(t)

)
.Ñëåäîâàòåëüíî ðàâíîìåðíàÿ íàáëþäàåìîñòü èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

b21(t) 6= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ T .�àññìîòðèì óðàâíåíèå V2(B, c0, v)(t) = 0. Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àåðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè îíî îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî è ðåøåíèå çàäàåòñÿ ñîîòíîøå-íèÿìè
v1(t) =

ḃ21(t)

b21(t)
+ b11(t) + b22(t), (18)

v2(t) = −
d

dt

(
ḃ21(t)

b21(t)
+ b11(t)

)
− b22(t)

(
ḃ21(t)

b21(t)
+ b11(t)

)
+ b12(t)b21(t).Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà 10



Ëåììà 6. Ñèñòåìà (17) îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé �îðìîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-÷àå, êîãäà b21(t) 6= 0 (t ∈ T ) è �óíêöèè
b21(t),

ḃ21(t)

b21(t)
+ b11(t) (19)íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû íà T ; êîý��èöèåíòû α0(t), α1(t) êàíîíè÷åñêîé �îðìû îïðå-äåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè α0(t) = v2(t), α1(t) = v1(t), ãäå v1(t), v2(t) � �óíêöèè (18).Çàìå÷àíèå. Íàèáîëåå ñèëüíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êàíîíè÷åñêîé �îðìû, ïîëó-÷åííûå ðàíåå, ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [4℄. Ïðèìåíåíèå èõ ê ñèñòåìå (17) ïðèâîäèò ê íåïðå-ðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè íå òîëüêî �óíêöèé (18), íî è �óíêöèè b22(t). Òàêèì îá-ðàçîì, óñòàíîâëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ðàñøèðÿþò êëàññ ñèñòåì, çàâåäîìî îáëàäàþùèõêàíîíè÷åñêèìè �îðìàìè. Ëèòåðàòóðà1. �àéøóí È. Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì. Ì.: ÅäèòîðèàëÓ�ÑÑ. 2004.2. Àñòðîâñêèé À.È., �àéøóí È.Â. Êâàçèäè��åðåíöèðóåìîñòü è íàáëþäàåìîñòü ëè-íåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2009. Ò. 45, �11, Ñ.1567 - 1576.3. Äåðð Â.ß. Íåîñöèëëÿöèÿ ðåøåíèé ëèíåéíîãî êâàçèäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ// Èçâ. Èí-òà ìàòåì. è èí�îðì. Óä�Ó. Èæåâñê. 1999. Âûï. 1(16). Ñ.3 - 105.4. Àñòðîâñêèé À.È., �àéøóí È.Â. �àâíîìåðíàÿ è àïïðîêñèìàòèâíàÿ íàáëþäàåìîñòüíåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1998. �7. Ñ. 3 - 13.

11


