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УДК 512.542  

Р.В. БОРОДИЧ 

О ПЕРЕСЕЧЕНИИ НЕ р-НИЛЬПОТЕНТНЫХ МАКСИМАЛЬНЫХ ПОДГРУПП  
The intersections of the given systems of maximal subgroups of finite groups are investigated.  

Все рассматриваемые в статье группы предполагаются конечными. Одно из классических направ-
лений в исследовании конечных групп связано с задачей о свойствах пересечений заданных макси-
мальных подгрупп и изучением влияния этих свойств на подгрупповое и нормальное строение группы. 
Важную роль в теории конечных групп занимает подгруппа Фраттини, введенная впервые в [1]. Тео-
рема Фраттини получила развитие во многих направлениях (см. [2, 3]). Одно из направлений
теории пересечений связано с исследованием пересечений максимальных подгрупп, не
принадлежащих за-данному классу групп. Эта задача рассматривалась в работах М.В. Селькина
[3], Л.И. Шидова [4], В.В. Шлыка [5], А. Гилотти, У. Тиберио [6] и многих других авторов.  

Дальнейшее развитие теории пересечений максимальных подгрупп связано с применением функ-
торного метода (М.В. Селькин [3], С.Ф. Каморников [7], А.Н. Скиба [8], А.Ф. Васильев [9]).  

К данному направлению относится и настоящая работа.  
m-Функтором называется функция ,Θ  которая сопоставляет каждой группе G  некоторое множе-

ство ( )GΘ  ее максимальных подгрупп и саму группу .G  При этом предполагаем, что если 
( ),M G∈Θ  то ( )xM G∈Θ  для всех .x G∈   

На множестве m-функторов операция пересечения определяется следующим образом: 
1 2 1 2( )( ) ( ) ( ).G G GΘ ∩Θ =Θ ∩Θ   
Определение 1. m-Функтор назовем  
1) тривиальным, если ( ) { }G \ GΘ  – множество всех максимальных подгрупп группы ;G   
2) абнормально полным, если множество ( )GΘ содержит все абнормальные максимальные под-

группы группы G  вместе с самой группой .G   
m-Функтор Θ  называется регулярным, если выполняются условия:  
1) из N G�  и ( )M G∈Θ  следует ( );MN N G N/ ∈Θ /   
2) из ( )M N G N/ ∈Θ /  следует ( ).M G∈Θ   
Максимальная подгруппа, не являющаяся нормальной, называется абнормальной.  
Дополнением к подгруппе А в группе G называется такая подгруппа В из G, что АВ=G и А∩В=1. Ес-

ли в группе имеется дополнение к силовской р-подгруппе, то это дополнение называют р-дополнением. 
Группу с нормальным р-дополнением называют р-нильпотентной группой. 

Если Θ  – m-функтор и ( ),M G∈Θ  то M будем называть Θ-подгруппой группы .G  Обозначим 
через ( )GΘΦ  и назовем Θ-подгруппой Фраттини пересечение всех Θ-подгрупп группы G. Если  
m-функтор Θ  тривиальный, то Θ-подгруппа Фраттини совпадает с подгруппой Фраттини ( )GΦ . Если 
m-функтор Θ  выделяет все абнормальные максимальные подгруппы, то ( )GΘΦ совпадает с под-
группой Гашюца ( ),G∆  равной пересечению всех абнормальных максимальных подгрупп группы .G   

Введение на множестве m-функторов операций объединения и пересечения позволяет конструиро-
вать новые примеры m-функторов и Θ-подгрупп Фраттини.  
Определение 2. Пусть Θ – произвольный m-функтор, а Θ1 – m-функтор, выделяющий в каждой

группе G все максимальные подгруппы, не принадлежащие формации р-нильпотентных групп, вме-
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сте с самой группой G. Тогда Θ∩Θ1-подгруппу Фраттини, равную пересечению не р-нильпотентных 
Θ-подгрупп группы ,G  будем обозначать через ( ).p GΘΦ  Если в качестве m-функтора Θ  выбрать три-
виальный m-функтор, то подгруппа ( )p GΘΦ  совпадает с подгруппой, равной пересечению не  
р-нильпотентных максимальных подгрупп группы ,G  некоторые свойства которой рассматривались 
в работе [5]. В случае, когда ( )GΘ  совпадает со множеством всех абнормальных подгрупп группы 

,G  подгруппу ( )p GΘΦ  будем обозначать ( ).p G∆Φ   
Всегда полагаем, что пересечение пустого множества подгрупп из G  совпадает с самой группой .G   
Лемма 1. Пусть Θ  – абнормально полный регулярный m-функтор, ,N G�  тогда 
( ) ( ).p pG N N G NΘ ΘΦ / ⊆ Φ /   
Дока з а т ель с тво .  Если M N/  – Θ-подгруппа из ,G N/  не принадлежащая формации  

р-нильпотентных групп, тогда M  – Θ-подгруппа группы ,G  не принадлежащая формации  
р-нильпотентных групп. Следовательно, ( ) ( ).p pG N N G NΘ ΘΦ / ⊆ Φ /  Лемма доказана.  

Лемма 2. Пусть Θ  – абнормально полный регулярный m-функтор. Если ( ) ( ),pG GΘ ΘΦ ⊂ Φ  то вы-
полняются следующие утверждения:  

1) ( ) ,pG G MΘ= Φ  где M  – р-нильпотентная Θ-подгруппа группы ;G   
2) если G  разрешима, то ,G QM=  где Q  – нормальная q-подгруппа группы ,G  q  – простое чис-

ло и M – р-нильпотентная Θ-подгруппа группы .G   
Дока з а т ель с тво .  Так как ( ) ( ),pG GΘ ΘΦ ⊂ Φ  то найдется р-нильпотентная Θ-подгруппа M  та-

кая, что ( ) .p G MΘΦ  Следовательно, ( ).pG M GΘ= Φ   
Докажем второе утверждение. Пусть G  – разрешимая группа. Рассмотрим ( ).G GΘ/ Φ  Так как 
( ) ( )p G GΘ ΘΦ / Φ  разрешима, то в ( ) ( )p G GΘ ΘΦ / Φ  найдется неединичная характеристическая  

q-подгруппа ( )Q GΘ/ Φ  для некоторого простого ( ( ) ( )).pq G GΘ Θ∈π Φ / Φ  Если предположить, что 
( )Q GΘ/ Φ  содержится во всех р-нильпотентных Θ-подгруппах, то ( ) ( ) ( ).Q G G GΘ Θ Θ/ Φ ⊆Φ / Φ  По-

лучили противоречие. Значит, найдется р-нильпотентная Θ-подгруппа ( )M GΘ/ Φ  такая, что 
( ) ( ) ( ).M G Q G G GΘ Θ Θ/ Φ ⋅ / Φ = / Φ  Отсюда получаем, что .G MQ=  Если предположить, что M  не 

принадлежит формации р-нильпотентных групп, то M Q⊇  и ,G M=  значит, M – р-нильпотентна. 
Далее 1 ( ),Q Q GΘ= Φ  где 1Q  – силовская q-подгруппа в .Q   

По лемме Фраттини 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).G G GG QN Q Q G N Q G N QΘ Θ= = Φ = Φ  Предположим, что 

1( ) ,GN Q G≠  тогда 1( )GN Q  содержится в некоторой абнормальной максимальной подгруппе K  груп-
пы .G  Тогда, учитывая, что ( )GΘ  содержит все абнормальные подгруппы, получаем ( ) .G G K K= ∆ =  
Противоречие. Следовательно, 1Q  – нормальная q-подгруппа группы .G  Лемма доказана.  

Лемма 3. Пусть Θ  – абнормально полный регулярный m-функтор, G  – группа такая, что 
( ( )) ,p

pG O G MΘ= Φ  где M  – р-нильпотентная максимальная подгруппа. Тогда  

1) ( ( ))p
pT O G MΘ= Φ ∩  – нормальная подгруппа группы G;   

2) ( ) ( ) ;p pG T G TΘ ΘΦ / = Φ /   
3) если ( ) ( ( )),p

p pB O G G O G′ ′Θ/ = Φ /  то ( ).pB GΘ⊇ Φ   

Дока з а т ель с тво .  1) Очевидно T M�  и ( ) .GN T M⊇  Так как M  – максимальная подгруппа 
группы ,G  то ( )GN T M=  или ( ) .GN T G=  Учитывая, что 

( ( ))
( ) ,p

pO G
N T T

ΘΦ
⊃  получаем ( ) .GN T G=   

2) Согласно лемме 1 ( ) ( ).p pG T G TΘ ΘΦ / ⊆ Φ /  Докажем обратное включение. Покажем, что если 
A  – не р-нильпотентная Θ-подгруппа группы ,G  то A T/  также не р-нильпотентная Θ-подгруппа.  
В силу регулярности m-функтора Θ  очевидно, что A T/  является Θ-подгруппой. Предположим, 

что A T/  является р-нильпотентной подгруппой. Тогда существует р'-холлова подгруппа R  в A  та-
кая, что .RT T A T/ /�  Если H  – р'-холлова подгруппа из ,M  то можно считать, что .R H⊆  Так как 
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,H M�  то H  централизует T  и R  централизует .T  Учитывая, что R  – характеристическая  
подгруппа в ,RT  ,RT A�  следовательно, R A�  и A  – р-нильпотентна. Противоречие.  

3) Пусть ( ),px GΘ∈Φ  тогда x  содержится в каждой не р-нильпотентной Θ-подгруппе. Допустим x  
содержится в каждой Θ-подгруппе K  такой, что ( )pK O G′⊇  и ( )pK O G′/  – не р-нильпотентна.  

Отсюда следует, что ( ) ( ( )) ( )p
p p pxO G G O G B O G′ ′ ′Θ∈Φ / = /  и .x B∈   

Лемма 4. Пусть Θ  – абнормально полный регулярный m-функтор, ( ) 1,pO G′ =  ( ) 1,pO M =  

( ( )) ,p
pG O G MΘ= Φ  где ( ( )) 1p

pO G MΘΦ ∩ =  и M  – р-нильпотентная Θ-подгруппа. Тогда ( )p GΘΦ  име-
ет нормальную силовскую р-подгруппу или G  является бипримарной группой.  

Дока з а т ель с тво .  Пусть P  – силовская р-подгруппа подгруппы ( ).p GΘΦ  По лемме X.I.5 из [10] 
( ( )) ( ) 1.p G pO N P O G′ ′⊆ =  По лемме Фраттини ( ) ( ).p

GG G N PΘ= Φ  Учитывая, что ( ( )) ( )p p
pO G GΘ ΘΦ ⊆Φ  и 

( ( ))p
pG O GΘ/ Φ  – р-нильпотентна, имеем, что ( )GN P G=  или ( )GN P  – р-нильпотентная подгруппа. 

Пусть ( )GN P  – р-нильпотентная подгруппа. Так как ( ( )) 1,p GO N P′ =  то ( )GN P  – р-подгруппа группы 

.G  Пусть S  – силовская р-подгруппа группы G  такая, что ( ) .pP G S SΘ= Φ ∩ �  Тогда ( )GN P S=  и 
( ) .pG G SΘ= Φ  Отсюда следует, что р'-холлова подгруппа H  из M  также является р'-холловой под-

группой группы ,G  подгруппы ( ),p GΘΦ  а значит, ( ) .p G HPΘΦ =  Докажем, что S  – максимальная под-
группа группы .G  Допустим, что ,R S⊃  где R  – максимальная подгруппа группы .G  Если предпо-
ложить, что R  – не р-нильпотентна, то из ( )pR G S GΘ⊇ Φ =  получаем противоречие. Итак, R  является 
р-нильпотентной подгруппой, ,pR R S′=  где pR ′  – нормальная холловская р'-подгруппа из .R  Получа-

ем ( )p
pR G′ Θ⊆ Φ  и ( ( ))p

pO GΘΦ  централизует .pR ′  Так как G  является р-скованной группой, то 

( ( ( ))) ( ( ))p p
G p pC O G O GΘ ΘΦ ⊆ Φ  и 1.pR ′ =  Отсюда .R S=  По лемме 9.9 из [11] получаем, что G  являет-

ся бипримарной группой.  
Теорема 1. Пусть Θ  – абнормально полный регулярный m-функтор и ( )p GΘΦ  не является  

р-нильпотентной группой для некоторого нечетного ( ),p G∈π  тогда ( ( )) ,p
pG O G MΘ= Φ  где M  –  

р-нильпотентная Θ-подгруппа.  
Дока з а т ель с тво .  Ввиду теоремы 3 из [12] следует, что G  является р-разрешимой группой. 

Пусть ( ).pD GΘ= Φ  Так как D  не р-нильпотентна, то на основании работы [13] существует характери-
стическая подгруппа P∗  в силовской р-подгруппе P  группы D  такая, что ( ) ( )D DN P C P/  не является 
р-группой. Можно считать, что P∗  – максимальная подгруппа с указанными свойствами.  

Учитывая, что ( )GN P∗  – абнормальная подгруппа в ,G  то ( ) .GN P G∗ =  Отсюда следует, что 
( ).pP O D∗ ⊆  Предположим, что ( ),pP O D∗ ⊂  тогда ( ( )) ( ( ))D p D pN O D C O D/  – р-группа, а значит, 

( ( ))D pD C O D/  – р-группа. Из ( ( )) ( )D p pC O D O D⊆  получаем, что ( )pD O G/  – р-группа, значит, D  – 

р-группа. Противоречие. Следовательно, ( ).pP O D∗ =   
Если ( )pD O D/  – р-нильпотентна, то в ( )pD O D/  имеется нормальная холловская р'-подгруппа 

( ).pK O D/  Тогда K  нормальна в G  и ( )pO D  нормальна в .K   По теореме Шура – Цассенхауза су-
ществует холловская р'-подгруппа A  из K  такая, что ( ) .pK O D A=  По лемме Фраттини ( ).GG KN A=   

Если ( ) ( ),pO D GΘ⊆ Φ  то ( ) ( ) ( ) ( ).G p G GG KN A O D AN A N A= = =  Следовательно, A  нормальна в .G  
Но A  – холловская р'-подгруппа из ,D  значит, D  – р-нильпотентна, противоречие. Следовательно, 

( ) ( )pO D GΘΦ  и получаем ( ) ,pG O D M=  где M  – р-нильпотентная Θ-подгруппа группы .G  Теорема 
доказана.  

Если m-функтор Θ  выделяет все абнормальные максимальные подгруппы группы ,G  то из теоре-
мы 1 получаем  
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Следствие 1.1. Пусть ( )p G∆Φ  не является р-нильпотентной группой для некоторого нечетного 
( ),p G∈π  тогда ( ( )) ,p

pG O G M∆= Φ  где M  – абнормальная р-нильпотентная максимальная подгруппа.  
Напомним [14], что если G  – р-разрешимая группа, то арифметическим р-рангом ( )p Gr  называют 

наибольший из всех порядков р-главных факторов группы .G  Класс р-разрешимых групп со свойст-
вом ( ( )) 1pG Gr| |, =  является насыщенной формацией.  

Теорема 2. Пусть Θ  – абнормально полный регулярный m-функтор и G  – р-разрешимая группа 
такая, что ( ( )) 1.pG Gr| |, =  Тогда подгруппа ( )p GΘΦ  либо является р-нильпотентной, либо имеет 
нормальную силовскую р-подгруппу.  

Дока з а т ель с тво .  Предположим, что G  – группа минимального порядка, для которой под-
группа ( )p GΘΦ  не является р-нильпотентной. По теореме 1 ( ( )) ,p

pG O G MΘ= Φ  где M  –  
р-нильпотентная Θ-подгруппа.  

По лемме 3, если ( ( )) ,p
pT O G MΘ= Φ ∩  то ( ) ( ) .p pG T G TΘ ΘΦ / = Φ /  Если ( ) ,p G TΘΦ /  то, используя 

доказательство леммы 3, получаем, что ( )p GΘΦ  – р-нильпотентная подгруппа группы .G  Противоречие. 
Следовательно, ( )p G TΘΦ /  – не р-нильпотентна. Учитывая, что ( ) ( )p pG T G TΘ ΘΦ / = Φ /  и ( ( )),pG Gr| |,  

предположим, что .G T G| / |<| |  Следовательно, ( )p G TΘΦ /  имеет силловскую р-подгруппу P T/  
нормальную в .G T/  Отсюда .P G�  Не ограничивая общности, можно считать, что 1.T =  Так как 

( ( )) 1p
pT O G MΘ= Φ ∩ =  и M  – максимальная подгруппа группы ,G  ( ( ))p

pO GΘΦ  – минимальная нор-
мальная подгруппа группы ,G  являющаяся элементарной абелевой подгруппой.  

Докажем, что ( ) 1.pO G′ =  Предположим, что ( ) 1.pO G′ ≠  Если ( ( )) ( )p
p pG O G B O G′ ′ΘΦ / = /  –  

р-нильпотентна, то B  – р-нильпотентна и по лемме 3 ( )p GΘΦ  также р-нильпотентна, что противоречит 
предположению. Значит, ( )pB O G′/  не является р-нильпотентной и из минимальности группы G  

силловская р-подгруппа из ( )pB O G′/  является нормальной. В частности, ( ) ( ) ( )p
p pG O G O G′ ′ΘΦ /  имеет 

силловскую р-подгруппу ( ) ( )p pPO G O G′ ′/  нормальную в ( ).pG O G′/  Отсюда ( ) .pPO G G′ �  По лемме 
Фраттини ( ) ( ).p GG O G N P′=  Если ( ) ,GN P G=  то получаем противоречие с выбором группы .G  Зна-

чит, ( ) .GN P G≠  Но так как ( ) ( ),p
GG G N PΘ= Φ  получаем, что ( )GN P  – р-нильпотентна, а значит, 

( )pG O G′/  также р-нильпотентна. Получаем, что G  является р-нильпотентной. Противоречие. Оста-
ется заключить, что ( ) 1.pO G′ =   

Так как ( ( )) ,p
pG O G MΘ= Φ  ( ( )) ( )p

p pO G O GΘΦ ⊆  и ( ) ( ( ))( ( ) ).p
p p pO G O G O G MΘ= Φ ∩   

Пусть ( ) .pD O G M= ∩  Если ( ) ,GN D M=  то M  нормализует р-группу и по лемме X.I.6. из [10] 
получаем, что ( ) ( ).p pO M O G′ ′⊆  Противоречие, так как M  является р-нильпотентной подгруппой и 

( ) 1.pO G′ =  Следовательно, ( ) ,GN D G=  а значит, .D G�   
Рассмотрим группу .G D/  По аналогии с рассмотренным приемом не сложно показать, что 
( )p G DΘΦ /  не может быть р-нильпотентной, и в силу минимальности группы ,G  если 1,D ≠  получа-

ем, что ( )p G DΘΦ /  имеет нормальную силловскую р-подгруппу. Если ( ),pC G G DΘ/ = Φ /  то 
( )p G D D C DΘΦ / ⊆ /  и C D/  имеет нормальную силловскую р-подгруппу. Отсюда следует, что 
1.D =  Так как ( ( )) ( )p

p pO G O GΘΦ =  и по условию ( ( )) 1,pG Gr| |, =  то, если ( ) ,s
pO G p=  получаем 

( ) 1.G s| |, =  Также ( ) 1.M s| |, =  На основании леммы I.IV 8.1 из [14] заключаем, что M  является цик-
лической подгруппой группы .G  Противоречие.  

Если m-функтор выделяет все абнормальные максимальные подгруппы группы ,G  то имеет место 
следующее  
Следствие 2.1. Пусть G  – р-разрешимая группа такая, что ( ( )) 1.pG Gr| |, =  Тогда подгруппа 

( )p G∆Φ  либо является р-нильпотентной, либо имеет нормальную силловскую р-подгруппу.  
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В случае, когда Θ  – тривиальный m-функтор, то из теоремы 2 получаем результат работы [15].  
Условие теоремы ( ( )) 1pG Gr| |, =  является существенным. Можно привести примеры, показываю-

щие, что в р-разрешимой группе подгруппа ( )p GΘΦ  может быть не р-нильпотентной и не иметь нор-
мальной силловской р-подгруппы (см. [15]).  

Теорема 3. Пусть Θ  – абнормально полный m-функтор и 2.p >  Тогда либо ( ) ( ),p G GΘ ΘΦ = Φ  либо 
G  является р-разрешимой группой.  

Дока з а т ель с тво .  Обозначим ( ).pD GΘ= Φ  Пусть G  не р-разрешима. Если в ( )GΘ  нет  
р-нильпотентных максимальных подгрупп, то ( ).D GΘ= Φ  Если ( ) { },G GΘ =  то из свойства абнор-
мальной полноты функтора Θ  следует, что в группе G  нет абнормальных максимальных подгрупп. 
Следовательно, G  – нильпотентна, а значит, и р-разрешима. Получили противоречие. Таким обра-
зом, можно считать, что в G  существует р-нильпотентная максимальная подгруппа ( )M G∈Θ   
и .M G≠  Так как ,DM  то .G DM=  Тогда G/D≅M/M∩D является р-нильпотентной, в частности,  
р-разрешимой группой. Если D  является р'-группой, то G  р-разрешима. Противоречие. Следова-
тельно, ( ).p D∈π   

Пусть P  – силовская р-подгруппа из .D  По лемме Фраттини ( ).GG DN P=  Если ( ) ,GN P G=  то 
.P G�  Отсюда и из р-разрешимости G D/  следует р-разрешимость группы .G  Получили противоречие.  

Будем считать, что ( ) .GN P G≠  Пусть R  – максимальная подгруппа группы G  такая, что 
( ) .GN P R⊆  Из абнормальности ( )GN P  следует, что ( ).R G∈Θ  Так как ,G DR=  то R  –  

р-нильпотентна. Следовательно, ( )GN P  – р-нильпотентная группа.  
Если D  – р-нильпотентна, то нетрудно видеть, что группа G  р-разрешима. Противоречие.  
Будем считать, что D  – не р-нильпотентна. Тогда по лемме 3 найдется характеристическая под-

группа P∗  из P  такая, что ( ) ( )D DN P C P∗ ∗/  не р-группа. Так как ( ) ( ),G GN P N P∗⊆  то ( ).GG DN P∗=   
Возможны случаи ( )GN P G∗ =  либо ( )GN P∗  – р-нильпотентна. Так как ( ) ( )D DN P C P∗ ∗/  – не  

р-группа, то второй случай невозможен. Остается принять, что ( ) ( )D DN P C P∗ ∗/  – не р-группа и .P G∗ �   
Пусть P∗  – максимальная среди характеристических подгрупп группы P , обладающая отмечен-

ными свойствами. Так как ( )GN P  – р-нильпотентна, то .P P∗ ⊂  Пусть 0P P∗/  – характеристическая 
подгруппа группы .P P∗/ Тогда 0P  характеристична в P  и 0.P P∗ ⊂  Ввиду выбора подгруппы P∗  по-
лучаем, что 0 0( ) ( )D DN P C P/  – р-группа.  

Заметим, что 0 0( ) ( )DD P
N P P N P P∗

∗ ∗
/

/ = /  и 0 0( ) ( ).D D P
C P P P C P P∗

∗ ∗ ∗
/

/ ⊆ /  Отсюда получаем, что 

0 0( ) ( )
D P D P

N P P C P P∗ ∗
∗ ∗

/ /
/ / /  – р-группа. Следовательно, по лемме 3 группа D P∗/  является  

р-нильпотентной. Но тогда D. является р-разрешимой группой. Отсюда и из р-разрешимости G / D 
следует р-разрешимость и самой группы G. Последнее противоречие и доказывает теорему.  

Если m-функтор выделяет все абнормальные максимальные подгруппы группы ,G  то имеет место 
следующее  
Следствие 3.1. Пусть 2p > . Тогда либо ( ) ( ),p G G∆Φ = ∆  либо G  является р-разрешимой группой.  
Из следствия 3.1 вытекает соответствующий результат работы [5].  
В случае, когда Θ  – тривиальный m-функтор, то из теоремы получаем результаты работ [4, 15].  
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