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УДК 519.217.2 

К.С. МАТЕЦКИЙ, Ю.С. ХАРИН 

О РИСКЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ОДНОРОДНЫХ КОНЕЧНЫХ ЦЕПЕЙ МАРКОВА  
С НЕИЗВЕСТНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

The problem of homogenous finite Markov chains forecasting with unknown parameters is considered. Two asymptotically 
optimal «plug-in» forecasting statistics are given. For a stationary Markov chain the upper bound of forecasting risk is got. 
Numerical experiments are conducted to illustrate the theoretical results. 

Дискретные временные ряды ,tx A∈  ,t∈N  где пространство состояний {0,1,..., 1}A N= −  – конеч-
ное множество мощности 2 ,N≤ < +∞  широко применяются при математическом моделировании
сложных систем и процессов в экономике, технике, медицине, социологии, генетике и других прило-
жениях [1–4]. Известной моделью таких дискретных временных рядов является цепь Маркова. Заме-
тим, что сложная цепь Маркова s-го порядка сводится к рассматриваемой здесь простой цепи Марко-
ва расширением ее пространства состояний. На практике часто возникают задачи прогнозирования
будущих значений цепи Маркова по наблюдаемой реализации и оценивания риска прогнозирования
[3, 4]. Случай, когда параметры модели известны, является изученным [3]. В приложениях параметры
обычно не известны, поэтому актуальной является проблема исследования риска прогнозирования
цепи Маркова по оцененным параметрам модели. 

Постановка задачи 
Рассмотрим ситуацию, когда подлежащий прогнозированию временной ряд tx является стацио-

нарной цепью Маркова с конечным пространством состояний ,A  вектором стационарных распреде-
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лений 0 1 1( , ,..., ) [0,1]N
N − ′π = π π π ∈  и матрицей вероятностей одношаговых переходов 

( ) [0,1] :N N
ijP p ×= ∈  

1P{ } ,ix i= = π  1P{ | } ,t t ijx j x i p+ = = =  , ;i j A∈  1;i
i A∈

π =∑  1,ij
j A

p
∈

=∑  .i A∈  

Временной ряд наблюдается в течение 1T ≥  последовательных единиц времени и зарегистрирова-
на реализация 1 1 2( , ,..., ) .T T

TX x x x A= ∈  Задача заключается в построении прогнозирующей статистики 
будущего значения Tx A+τ ∈  на 1τ ≥  шагов вперед и оценивании риска прогнозирования. 

Алгоритмы оптимального и асимптотически оптимального прогнозирования 
Теорема 1. Если tx  – стационарная цепь Маркова с известными параметрами π, P, то оптималь-

ная по критерию минимума вероятности ошибки (риска для (0–1)-функции потерь) прогнозирующая 
статистика имеет вид 

( )
,ˆ arg max ,

TT x jj A
x p τ

+τ ∈
=                                                                   (1) 

где ( )
ijp τ  – (i, j)-й элемент матрицы .Pτ  При этом достигается минимум риска: 

( )
0 ˆ( ) P{ } 1 max .T T i ijj Ai A

r x x p τ
+τ +τ ∈

∈

τ = ≠ = − π∑                                                   (2) 

Доказательство теоремы 1 приведено в [3]. 
Если матрица вероятностей переходов P  априорно не известна, то строится ее оценка максималь-

ного правдоподобия ˆ ˆ( )ijP p=  по наблюдаемой реализации 1 :TX  

1

1 1 1

, , , ,
1 1 1

1

,
1

,  если 0,
ˆ

1 ,  если 0,

t t t t

t

T T T

x i x j x i x i
t t t

ij T

x i
t

p
N

+

− − −

= = =

−

=

⎧ δ δ δ δ >⎪⎪= ⎨
⎪ δ =
⎪⎩

∑ ∑ ∑

∑
                                                (3) 

где {1,  ;  0,  },ij i j i jδ = = ≠  , ,i j A∈  – символ Кронекера. Тогда «подстановочная» прогнозирующая 
статистика получается из (1): 

( )
,

ˆˆ arg max .
T

T x jj A
x Pτ

+τ ∈
=                                                                       (4) 

Поскольку в (1) используется условная вероятность перехода из Tx  в j за τ шагов ( )
, ,

Tx jp τ  то оказы-
вается возможным оценить эту вероятность частотным методом: 

, , , ,
1 1 1

,

,
1

,  если 0,
( )

1 ,  если 0.

t T t t T t T

T

t T

T T T

x x x j x x x x
t t t

x j T

x x
t

p
N

+τ

−τ −τ −τ

= = =

−τ

=

⎧
δ δ δ δ >⎪⎪τ = ⎨

⎪ δ =
⎪⎩

∑ ∑ ∑

∑
                                        (5) 

Получаем другой вариант «подстановочной» прогнозирующей статистики: 
,arg max ( ).

TT x jj A
x p+τ ∈

= τ                                                                 (6) 

Так как оценки (3), (5) сильно состоятельны при T →+∞  [3], то риски обеих прогнозирующих 
статистик (4), (6) сходятся к риску 0 ( ),r τ  определяемому (2). 
Риск прогнозирования в случае неизвестной матрицы вероятностей одношаговых переходов 

Будем рассматривать случай 1.τ =  Обозначим: 
1

,
1

,
t

T

i x i
t

n
−

=

= δ∑  ,i A∈  – частота встречаемости значе-

ния i в реализации 1
1 ;TX −  ( )N ijI = δ  – единичная матрица порядка N; NE  – (N×N)-матрица, все элемен-

ты которой равны 1; { }I A  – индикатор случайного события A. 
Лемма 1. Пусть Π  – (N×N)-матрица, все строки которой одинаковы и равны ,′π  

1( ) ( )ij NZ z I P −= = − +Π  – фундаментальная матрица [5]. Тогда при T →+∞  справедливы асимпто-
тические разложения: 

E{ | } ( ) / ( ),T
j T j j j ji ij in x i T z O= = π − π + π − δ π + ρ  (0,1),ρ∈                                 (7) 
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Cov{ , | } ( ) (1),j k T j jk k kj k jk j kn n x i T z z O= = π + π − π δ − π π +                                   (8) 
D{ | } (2 1) (1),j T j jj jn x i T z O= = π − π − +  где , , .i j k A∈                                      (9) 

Доказательство . Воспользуемся известными асимптотическими разложениями [5]: 
1

1
( ) ,

T
t T

N N
t

P T Z I O E+

=

= Π + − + ρ∑  (0,1),ρ∈  
1

( 1) (1) .
2

T
t

N
t

T TtP O E
=

+
= Π +∑  

При помощи эквивалентных преобразований и марковского свойства получаем 
1 1

( )
,

1 1
E{ | } E{ | } ( ) ( ),

t

T T
j jt T

j T x j T ji j j ji ij
t ti i

n x i x i p T z O
− −

= =

π π
= = δ = = = π − π + − δ + ρ

π π∑ ∑  (0,1).ρ∈  

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,
, 1 1 1 1 1 1

E{ | } E{ | } .
t r

T T
j jt r t T r t r T tk

j k T x j x k T jk ji jk ki kj ji
t r t t r T r t Ti i i

n n x i x i p p p p p
− −

− − − −

= = ≤ < ≤ − ≤ < ≤ −

π π π
= = δ δ = = δ + +

π π π∑ ∑ ∑ ∑  

Поскольку выполняется асимптотическое разложение 
( ) ( ) 2

1 1
/ 2 ( 3 / 2 ) (1),r t T r

jk ki k i k i k ki i jk k ki i jk
t r T

p p T T z z O− −

≤ < ≤ −

= π π + − π π + π + π − π δ − π δ +∑  

получаем          2E{ | } ( 3 ( ) ( )jk
j k T k j k j j ji i kj k ki i jk

i i

n n x i T T z z z z
ππ

= = π π + − π π + π + π + π + π −
π π

 

) (1).k jk k ij j ki O−π δ − π δ − π δ +  
Используя асимптотическое разложение (7), находим 

Cov{ , | } E{ | } E{ | }E{ | }j k T j k T j T k Tn n x i n n x i n x i n x i= = = − = = =  
( ) (1).j jk k kj k jk j kT z z O= π + π − π δ − π π +  

Разложение (9) получается из (8) при подстановке .k j=  ■ 
Лемма 2. Если ,j kπ ≠ π  ,j k≠  , ,j k A∈  то справедлива асимптотическая оценка: 

2

1{ } P{ | } ,jk
j k j k TI n n x i O

T T
ν ⎛ ⎞π > π − > = ≤ + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                         (10) 

где 2 2(2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ) / ( ) .jk j jj jk k kk kj j k j k j kz z z zν = π − + π − − π + π − π − π π − π  
Доказательство . Из леммы 1 следует, что E{ | } ( 1) ,j T j jin x i T= = − π + γ  где 

( ) / ( ).T
ji j ji ij iz Oγ = π − δ π + ρ  Если ,j kπ < π  то при достаточно больших T справедлива оценка: 

P{ | } P
1 1 1 1 1

j ji ki jik ki
j k T j k k j T

n nn n x i x i
T T T T T
⎧ ⎫γ γ − γγ⎪ ⎪> = = − π − − + π + > π − π + = ≤⎨ ⎬

− − − − −⎪ ⎪⎩ ⎭
 

P ,
1 1 1 1 1

j ji ki jik ki
j k k j T

n n x i
T T T T T

⎧ ⎫γ γ − γγ⎪ ⎪≤ − π − − + π + > π − π + =⎨ ⎬− − − − −⎪ ⎪⎩ ⎭
 

поскольку при достаточно больших T 0.
1

ki ji
k j T

γ − γ
π − π + >

−
 Применяя неравенство Чебышева и лем-

му 1, получаем 

2 2

D{( ) / ( 1) | } 1P{ | } ,
( ( ) / ( 1))

j k T jk
j k T

k j ki ji

n n T x i
n n x i O

T T T
− − = ν ⎛ ⎞> = ≤ = + ⎜ ⎟π − π + γ − γ − ⎝ ⎠

 

так как D{ | } D{ | } D{ | } 2Cov{ , | }.j k T j T k T j k Tn n x i n x i n x i n n x i− = = = + = − =  
В случае, когда ,j kπ > π  строятся аналогичные оценки для вероятности 

1 P{ | } P{ | }.j k T k j Tn n x i n n x i− > = = ≥ =  ■ 
По наблюдаемой цепи Маркова tx  построим новый дискретный временной ряд 1( , ),t t ty x x +=  1;t ≥  

ty  является стационарной цепью Маркова с матрицей вероятностей одношаговых переходов и векто-
ром стационарных распределений: 

( )( )( ),ij klP p=  ( )( );ijπ = π  ( )( ) ,ij kl jk klp p= δ  ( ) ,ij i ijpπ = π  , , , .i j k l A∈                           (11) 
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Теорема 2. Если в каждой i-й строке матрицы P существует единственный максимальный эле-
мент с номером * ,i A∈  то справедлива верхняя асимптотическая оценка риска прогнозирования: 

( ) * **

1
0 2( )( )\{ }

1 1( ) 2 1 max { } ,N
i ii ik iik A ii A

r T r p O
T T

−

∈∈

⎛ ⎞≤ + − π ν + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                                      (12) 

где *( )( )
{ }

ik ii
ν  – величины из леммы 2 для цепи Маркова .ty  

Доказательство . Для любого i A∈  при достаточно большом T верны неравенства 
*

* *1 P{ , \{ }| ( , )}ik Tii
n n k A i y i i− > ∈ = * *
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* *
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∈
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1
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O
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−
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⎛ ⎞≤ − ν + ⎜ ⎟
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Тогда для риска прогнозирования стационарной цепи Маркова справедлива оценка: 
1 1

,

ˆ ˆ( ) P{ } 1 P{ arg max{ }| ( , )}T T i ij ik Tk Ai j A

r T x x p j p y i j+ + ∈
∈

= ≠ = − π = = ≤∑  

* *
* *1 P{ , \{ }| ( , )}i ik Tii ii

i A
p n n k A i y i i

∈

≤ − π > ∈ = ≤∑  

( ) * **

1
0 2( )( )\{ }

1 12 1 max { } .N
i ii ik iik A ii A

r p O
T T

−

∈∈

⎛ ⎞≤ + − π ν + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ■ 

Следствие 1. Если 2N =  и в каждой строке матрицы P элементы не равны между собой, то 
справедлива асимптотическая оценка: 

* * *0 2( ,1 )( )

1 1( ) .i ii i i ii
i A

r T r p O
T T−

∈

⎛ ⎞≤ + π ν + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

Заметим, что в матрице P  (11) количество нулевых элементов равно 3 ( 1),N N −  т. е. их доля со-
ставляет 1 1 / N−  от количества всех элементов. Учитывая это, построим эффективный алгоритм для 
нахождения фундаментальной матрицы цепи Маркова .ty  

Лемма 3. Пусть ( )( )( )ij klZ z=  – фундаментальная матрица цепи Маркова ty  с параметрами (11), 
тогда ее элементы связаны с элементами фундаментальной матрицы ( )ijZ z=  стационарной цепи 
Маркова tx  соотношением 

( )( ) ( ) ,ij kl ik jk jk k klz z p= δ δ + − π  , , , .i j k l A∈                                                 (13) 
Доказательство . Пусть iP , ,i A∈  – (N×N)-матрица, i-я строка которой совпадает с i-й строкой 

матрицы P, а остальные элементы равны 0, тогда i
i A

P P
∈

=∑  и 
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0 1 1

0 1 1

0 1 1

,
N N
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N N

P P P I
P P P P

P P P I

−

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

…
… … … … … …

…
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0 1 1 ,
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I
P P P P P

I

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …  

где 1.n ≥  Обозначим Π  – (N2×N2)-матрица, все строки которой равны ,′π  тогда 

( )0 1 1 .
N

N

N

I
P P P

I
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟Π = Π⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …  

Используя представление фундаментальной матрицы из [5], получаем 

( ) ( )( ) ( )2 2 2
1

0 1 1 0 1 1
1 1

.
N N

n n
N NN N N

n n
N N

I I
Z I P I P P P P I Z P P P

I I

+∞ +∞
−

− −
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + −Π = + −Π = + −Π⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑… … … …  
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Записав последнее равенство поэлементно, получаем (13). ■ 
Следствие 2. Элементы *( )( )ik ii

ν  из (12) равны 

( )( )( ) ( )( )* * * * * *

2

( )( )
2 / 3.ik ik kl ik i ikik ii ii ii i i ii ii

p p p z p z p p p pν = − − + + π − −  

Численные эксперименты 
В ходе численных экспериментов для различных значений параметров N, P, π моделировались це-

пи Маркова, затем методом Монте-Карло оценивался риск прогнозирования их будущих значений 

при горизонте прогнозирования 1,τ =  вычислялись оценки 0( ) Ar T r
T+ = +  (где константа A определе-

на в правой части (12)) и вычислялись значения статистики 0( ) ( ( ) ).G T T r T r= −  Число прогонов в ме-
тоде Монте-Карло K=105. 

Эксперимент 1. Значения параметров: N=2, 
0,1 0,9

,
0,9 0,1

P ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
0,5

.
0,5
⎛ ⎞

π = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Результаты численного эксперимента приведены на рис. 1 и 2. 

Эксперимент 2. Значения параметров: N=3, 
0,1 0,8 0,1
0,1 0,1 0,8 ,
0,8 0,1 0,1

P
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
1 / 3
1 / 3 .
1 / 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟π = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Результаты численного эксперимента даны на рис. 3. 

Из полученных результатов видно, что точность главного члена оценки (12) существенно зависит 
от матрицы P. Эта точность ниже, если матрица вероятностей переходов P имеет доминирующие 

    
   Рис. 1. Графики оценок риска: 1 – r, 2 – r0, 3 – r+        Рис. 2. Графики статистики G (1) и константы A (2) 

 
Рис. 3. Графики оценок риска прогнозирования: 1 – r, 2 – r0, 3 – r+ 
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диагональные элементы по сравнению со случаем, когда диагональные элементы не являются доми-
нирующими. 
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