
�ÈÑÒÅ�ÅÇÈÑÍÀß ÑÒ�ÀÒÅ�ÈßÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÏÎÂÒÎ�ÍÛÌÈ ÂÛÇÎÂÀÌÈÈ. Óñàð�, È. ÌàêóøåíêîÊèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêîÊèåâ, Óêðàèíà� usar�uni
yb.kiev.ua�àññìàòðèâàåòñÿ ìàðêîâñêàÿ ñèñòåìà ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè è óïðàâëÿåìîéèíòåíñèâíîñòüþ âõîäíîãî ïîòîêà. Â ÿâíîì âèäå ÷åðåç ïàðàìåòðû ìîäåëè íàéäå-íû ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè è óêàçàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãîðåæèìà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîâòîðíûå òðåáîâàíèÿ, ãèñòåðåçèñíàÿñòðàòåãèÿ, ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ�åçóëüòàòû äëÿ ñèñòåì ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè ñîñòàâëÿþò îäèí èç âàæíûõðàçäåëîâ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Îñíîâíûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñèñòå-ìàòèçèðîâàíû â ìîíîãðà�èè [1℄. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì ñ ïîâòîðíûìèâûçîâàìè èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ýêîíîìèêå, òðàíñïîðòå, â ïðàêòèêå ïðîåê-òèðîâàíèÿ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé (ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ), ñèñòåìàõ ñ çàêàçîì âòåëå�îíèè è ìîáèëüíîé ñâÿçè, äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ïîñàäêè âîçäóøíûõ ñóäîâ èäð. (Ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 3℄).Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òðå-áîâàíèÿ, ïîñòóïèâøèå â çàíÿòóþ ñèñòåìó, ÷åðåç ñëó÷àéíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíèïîâòîðÿþò ïîïûòêó ïîëó÷èòü îáñëóæèâàíèå. Òàêèå òðåáîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ èñòî÷-íèêàìè ïîâòîðíûõ âûçîâîâ, ãåíåðèðóþùèõ âòîðè÷íûé ïîòîê âûçîâîâ.2. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ òèïà MQ=M=m=1 ñ ïîâòîðíûìè âû-çîâàìè, ñîñòîÿùàÿ èç m èäåíòè÷íûõ îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ, ðàáîòàþùèõ íåçà-âèñèìî. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì �.Èíòåíñèâíîñòü �j ïîòîêà ïåðâè÷íûõ âûçîâîâ çàâèñèò îò j - êîëëè÷åñòâà èñòî÷-íèêîâ ïîâòîðíûõ âûçîâîâ. Êàæäûé ïîâòîðíûé âûçîâ ÷åðåç ïîêàçàòåëüíîå âðåìÿñ ïàðàìåòðîì � ïîâòîðÿåò ïîïûòêó ïîëó÷èòü îáñëóæèâàíèå. Êðîìå òîãî, ïîòîêïåðâè÷íûõ âûçîâîâ ïîä÷èíÿåòñÿ ãèñòåðåçèñíîé ñòðàòåãèè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòüîïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü h1 � h2 áóäóò �èêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå÷èñëà (ïîðîãè). Åñëè êîëëè÷åñòâî ïîâòîðíûõ âûçîâîâ j � h1�1, òî èíòåíñèâíîñòü253



âõîäíîãî ïîòîêà ðàâíà �1 è ñèñòåìà ðàáîòàåò â ïåðâîì ðåæèìå. Åñëè j � h2, òîèíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà ðàâíà �2 è ñèñòåìà ðàáîòàåò âî âòîðîì ðåæèìå. Àåñëè h1 � j � h2 � 1, òî ñèñòåìà ñîõðàíÿåò òîò ðåæèì, â êîòîðîì îíà ðàáîòàëà âïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. ×àñòíûì ñëó÷àåì ãèñòåðåçèñíûõ ñòðàòåãèé ÿâëÿåò-ñÿ êëàññ ïîðîãîâûõ ñòðàòåãèé (äëÿ íèõ h1 = h2). Òàêèå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàëèñüâ ðàáîòå [4℄.Îïèñàííóþ ìîäåëü ìîæíî èçîáðàçèòü òðåõìåðíûì ïðîöåññîì Ìàðêîâà Q(t) =(Q1(t); Q2(t); Q3(t)) ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå S =f0; 1; :::; mg�f0; 1; :::g�f1; 2g, ãäå Q1(t) - ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ìîìåíò âðåìåíèt, Q2(t) - ÷èñëî èñòî÷íèêîâ ïîâòîðíûõ òðåáîâàíèé, Q3(t) - ðåæèì ðàáîòû ñèñòåìûâ ìîìåíò âðåìåíè t. Åñëè Q3(t) = 1, òî ñèñòåìà ðàáîòàåò â ïåðâîì ðåæèìå, à åñëèQ3(t) = 2, òî ñèñòåìà ðàáîòàåò âî âòîðîì ðåæèìå.3. ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß È ÔÎ�ÌÓËÛ ÄËßÝ��ÎÄÈ×ÅÑÊÎ�Î �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÂûÿñíèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà äëÿ ïðîöåññà Q(t).Ëåììà 1. Ïóñòü �2 = limsupj �j < 1. Òîãäà ïðè �2=m� < 1 ñóùåñòâóåòýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïðîöåññà Q(t) è îíî ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííûìñòàöèîíàðíûì.Cíà÷àëà íàéäåì ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñèñòåìû, â êîòîðîé êîëëè÷å-ñòâî ïîâòîðíûõ òðåáîâàíèé îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ÷èñëîì N , à çàòåì, ïåðåéäÿ êïðåäåëó N ! 1, ïîëó÷èì ýòî ðàñïðåäåëåíèå áåç îãðàíè÷åíèé íà äëèíó î÷åðåäè.Äëÿ MQ=M=m=N ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò è áóäåì îáîçíà÷àòü åãî�(r)ij (N) = limt!1PfQ1(t) = i; Q2(t) = j; Q3(t) = rg.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:ei(m) = (Æi0; Æi1; :::; Æim�1)T ; Æij = � 1; ïðè i = j;0; ïðè i 6= j; e(m) = (1; 1; :::; 1)T ;�(r)j = ��(r)0j ; �(r)1j ; :::; �(r)m�1j�T :Ïóñòü Arj = 

 ajik (r)

m�1i;k=0, j = 0; 1; : : : ; N � 1 - òðèäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âèäà
ajik (r) = 8>><>>: �(r) + i�+ j�; ïðè k = i; i = 0; 1; :::; m� 1;��(r); ïðè k = i� 1; i = 0; 1; :::; m� 1;�(i + 1)�; ïðè k = i + 1; i = 1; 2; :::; m� 2;0; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
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Brj = 

 bjik (r)

m�1i;k=0 ; bjik (r) = 8>>>>><>>>>>: (j + 1)�; ïðè k = i� 1; i 6= m� 1;(j + 1)�m��(r) ; ïðè k 6= m� 2; i = m� 1;(j + 1)�(�(r) +m�)�(r) ; ïðè k = m� 2; i = m� 1;0; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,Crj = 

 
jik (r)

m�1i;k=0 ; 
jik (r) = ( h1�m��(r) ; ïðè i = m� 1;0; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,D = k dikkm�1i;k=0 ; dik = � 1; ïðè k = 0; i = 0;aNi�1k (2) ; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.�(1)1j =  h1�1Yi=j A�11i B1i! " h2�2Yi=h1 A�11i B1i!A�11h2�1C1h2�1 + h2�2Xk=h1 k�1Yi=h1A�11i B1i!A�11k C1k#++E)"E + h2�1Xk=h1 k�1Yi=h1A�12i B2i!A�12k C2k#�1 N�1Yi=h1A�12i B2i!D�1e0(m); j = 0; 1; :::; h1 � 1;�(1)2j = " h2�2Yi=j A�11i B1i!A�11h2�1C1h2�1 + h2�2Xk=j  k�1Yi=j A�11i B1i!A�11k C1k#��"E + h2�1Xk=h1 k�1Yi=h1A�12i B2i!A�12k C2k#�1 N�1Yi=h1A�12i B2i!D�1e0(m); j = h1; :::; h2 � 1;
�(2)1j = 0�E � "h2�1Xk=j  k�1Yi=j A�12i B2i!A�12k C2k#"E + h2�1Xk=h1 k�1Yi=h1A�12i B2i!A�12k C2k#�11A�� N�1Yi=j A�12i B2i!D�1e0(m); j = h1; :::; h2 � 1;�(2)2j =  N�1Yi=j A�12i B2i!D�1e0(m); j = h2; :::; N � 1;�(1)j = ( �(1)1j ; ïðè j = 0; :::; h1 � 1;�(1)2j ïðè j = h1; :::; h2 � 1; �(2)j = ( �(1)1j ; ïðè j = h1; :::; h2 � 1;�(2)2j ïðè j = h2; :::; N � 1:Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíûõ ìàòðèö, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðèîïðåäåëåíèè âåêòîðîâ �(1)j è �(2)j . 255



Ëåììà 2. Ìàòðèöû Arj; r = 1; 2; j = 0; 1; :::; N è D íåâûðîæäåííûå.Íàéäåì òåïåðü ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññàQ(t); t � 0, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò.Òåîðåìà 1. Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû èìåþò âèä�(1)j (N) = �(1)j �(2)0N (N); j = 0; :::h2 � 1; �(2)j (N) = �(2)j �(2)0N (N); j = h1; :::N � 1;�(2)N (N) = D�1e0(m)�(2)0N (N);�(1)mj(N) = ��(1) �(j + 1)�(1)j+1 + �1(j)h1�(2)h1 � e(m)T�(2)0N(N); j = 0; :::; h2 � 1;�(2)mj(N) = ��(2) �(j + 1)�(2)j+1 � �2(j)h1�(2)h1 � e(m)T�(2)0N(N); j = h1; :::; N � 1;�(2)mN (N) = ��(2) +N� + (m� 1)�� em�1(m)T � �(2)em�2(m)Tm� D�1e0(m)�(2)0N (N);ãäå �(2)0N(N) = 24h2�1Xj=0 �(1)�(1)j + � �(j + 1)�(1)j+1 + �1(j)h1�(2)h1 ��(1) e(m)T++ N�1Xj=h1 �(2)�(2)j + � �(j + 1)�(2)j+1 � �2(j)h1�(2)h1 ��(2) e(m)T++e(m)Tm�+ ��(2) +N� + (m� 1)�� em�1(m)T � �(2)em�2(m)Tm� D�1e0(m)#�1 ;�1(j) = � 1; j > h1 � 2;0; j�h1 � 2; �2(j) = � 1; j < h2;0; j�h2:Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 1 è N !1 ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè �(r)ij (N)ïðèáëèæàþò ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè äëÿ ñèñòåìû MQ=M=m=1. Òàêèì îá-ðàçîì, òåîðåìà ñîäåðæèò ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ðåêóðåíòíîãî òèïà äëÿ ïîäñ÷åòàñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê.�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå òåîðåìû äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.Ïóñòü S1(t; h1; h2) - ÷èñëî âûçîâîâ, îáëóæèâàíèå êîòîðûõ çàâåðøåíî â ñèñòåìåçà âðåìÿ t, S2(t; h1; h2) - ÷èñëî âûçîâîâ, êîòîðûå ïîëó÷èëè îòêàç â îáñëóæèâàíèèè ñòàëè ïîâòîðíûìè âûçîâàìè, S3(t; h1; h2) - ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé èíòåíñèâíîñòèâõîäíîãî ïîòîêà.Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû limt!1 t�1Si(t; h1; h2), òî áóäåì îáîçíà÷àòü èõSi (h1; h2) ; i = 1; 2; 3.�àññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:W (h1; h2) = C1S1 (h1; h2)� C2S2 (h1; h2)� C3S3 (h1; h2)! max;256



ãäå C1 - ïðèáûëü ïîëó÷åííàÿ îò îáñëóæèâàíèÿ îäíîãî òðåáîâàíèÿ, C2 - øòðà�çà îòêàç â îáñëóæèâàíèè, C3 - øòðà� çà ïåðåêëþ÷åíèå èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãîïîòîêà.�åøåíèåì çàäà÷è åñòü òàêèå ïîðîãè h1 è h2, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò ñðåäíþþïðèáûëü îò ðàáîòû ñèñòåìû. Ïîäîáíûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëñüâ ðàáîòàõ [5, 6℄. 4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èìåþò áîëü-øîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Íà îñíîâàíèè íàéäåííûõ �îðìóëäëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ïîñòðîèòü ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â êëàññå ãèñòåðåçèñíûõ ñòðàòåãèé.ËÈÒÅPÀÒÓPÀ1. Falin G. I., Templeton J. G. C. Retrial queues. London: Chapman & Hall, 1997.2. Óîëðýíä Äæ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ìîñêâà: Ìèð, 1993.3. Anisimov V. V., Artalejo J. R. Analysis of Markov multiserver retrial queues withnegative arrivals // Queuing Systems. 2001. � 39. Ñ. 157�182.4. Ëåáåäåâ Å. À., Óñàð È. ß. Ïðî ñèñòåìû ñ ïîâòîðíûìè òðåáîâàíèÿìè è óïðàâ-ëÿåìûìè âõîäÿùèìè ïîòîêàìè // Äîêëàäû ÍÀÍ Óêðàèíû. 2009. � 5. Ñ. 52�59.5. Êëèìåíîê Â. È. Îïòèìèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ðåæèìîì ðàáîòûèí�îðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè // Àâòîìà-òèêà è âû÷èñëèò. òåõíèêà. 1990. � 1. Ñ. 25�30.6. Äóäèí À. Í., Êëèìåíîê Â. È. Îïòèìèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ âõîä-íîé íàãðóçêîé â óçëå èí�îðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè // Àâòîìàòèêà èâû÷èñëèò. òåõíèêà. 1991. � 2. Ñ. 25�31.
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