
Î ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÎÄÍÎ�Î ÌÅÒÎÄÀÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÎÆÈÄÀÅÌÛÕÄÎÕÎÄÎÂ Â HM-ÑÅÒßÕÑ. Ñòàòêåâè÷, Ì. Ìàòàëûöêèé�ðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. ß. Êóïàëû�ðîäíî, Áåëàðóñüsstat�grsu.byÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ÍÌ-ñåòü ñ îãðàíè÷åííûìè âðåìå-íàìè îæèäàíèÿ çàÿâîê â î÷åðåäÿõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ è ñëó÷àéíûìè äîõîäàìèîò ïåðåõîäîâ ìåæäó åå ñîñòîÿíèÿìè. Îáñóæäàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåííîé�îðìóëû M min (ki(t); mi) � min (Mfki(t)g; mi), ãäå ki(t) è mi - ñîîòâåòñòâåííî÷èñëî çàÿâîê è ÷èñëî ëèíèé îáñëóæèâàíèÿ â i�îé ñèñòåìå, i = 1; n, ïðè íàõîæäå-íèè îæèäàåìûõ äîõîäîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÍÌ-ñåòü, îæèäàåìûå äîõîäû, íåðàâåíñòâî Èåíñåíà.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ�àññìîòðèì îòêðûòóþ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÌÎ) ñ îäíîòèïíûìè çà-ÿâêàìè, ñîñòîÿùóþ èç n ÑÌÎ S1; S2; : : : ; Sn. Ïîä ñîñòîÿíèåì ñåòè ïîíèìàåòñÿ âåê-òîð k(t) = (k1(t); k2(t); : : : ; kn(t)), ãäå ki(t)�÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå Si â ìîìåíòâðåìåíè t, i = 1; n. Â ñåòü ïîñòóïàåò ïðîñòåéøèé ïîòîê çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ�. Èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â ìîìåíò âðåìåíè t �i(ki(t)) â ñèñòåìå Siçàâèñèò îò ÷èñëà çàÿâîê â íåé (â î÷åðåäè è íà îáñëóæèâàíèè) ki(t), i = 1; n. Ïóñòüp0j�âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìó Sj èç âíåøíåé ñðåäû, nXj=1 p0j = 1;pij�âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çàÿâêè ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå Si â ñèñòåìó Sj,p00 = 0, nXj=0 pij = 1, i = 1; n. Çàÿâêà ïðè ïåðåõîäå èç îäíîé ÑÌÎ â äðóãóþ ïðèíî-ñèò ïîñëåäíåé ñèñòåìå íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé äîõîä è ñîîòâåòñòâåííî äîõîä ïåðâîéñèñòåìû óìåíüøàåòñÿ íà ýòó ÑÂ.Äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ çàÿâîê â î÷åðåäè i�îé ÑÌÎ ÿâëÿåòñÿ ÑÂ, ðàñïðåäå-ëåííîé ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì �i(ki(t)), è íå çàâèñèò îò äðóãèõ�àêòîðîâ, íàïðèìåð, îò âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â î÷åðåäè äðóãèõ çàÿâîê. Çàÿâêà, âðå-ìÿ îæèäàíèÿ êîòîðîé â î÷åðåäè Si èñòåêëî, ïåðåõîäèò â ñèñòåìó Sj ñ âåðîÿòíîñòüþqij, qii = 0, i = 1; n, j = 0; n. Ìàòðèöû P = kpijk(n+1)�n è Q = kqijkn�(n+1) ÿâëÿþòñÿìàòðèöàìè ïåðåõîäîâ íåïðèâîäèìûõ ìàðêîâñêèõ öåïåé.226



2. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÎÆÈÄÀÅÌÛÕ ÄÎÕÎÄÎÂÎáîçíà÷èì ÷åðåç Vi(t) äîõîä ñèñòåìû Si â ìîìåíò âðåìåíè t è ïóñòü â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè åå äîõîä ðàâåí Vi(0) = vi0. Äîõîä ýòîé æå CÌÎ â ìîìåíò âðåìåíèt+�t ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåVi(t+�t) = Vi(t) + �Vi(t;�t); (1)ãäå �Vi(t;�t) - èçìåíåíèå äîõîäà ñèñòåìû Si íà èíòåðâàëå âðåìåíè [t; t+�t). Äëÿâåëè÷èíû �Vi(t;�t) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå [1℄:
�Vi(t;�t) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ri0 + ri�t ñ âåðîÿòíîñòüþ �p0i�t + o(�t);�Ri0 + ri�t ñ âåðîÿòíîñòüþ �i(ki(t))u(ki(t))pi0�t + o(�t);rji + ri�t ñ âåðîÿòíîñòüþ �j(kj(t))u(kj(t))pji�t + o(�t);�Rij + ri�t ñ âåðîÿòíîñòüþ �i(ki(t))u(ki(t))pij�t + o(�t);�Hi0 + ri�t ñ âåðîÿòíîñòüþ �i(ki(t))u(ki(t))qi0�t + o(�t);hji + ri�t ñ âåðîÿòíîñòüþ �j(kj(t))u(kj(t))qji�t+ o(�t);�Hij + ri�t ñ âåðîÿòíîñòüþ �i(ki(t))u(ki(t))qij�t+ o(�t);ri�t ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� ��p0i + ��i(ki(t))++�i(ki(t))�u(ki(t)) + nXj=1(j 6=i) ��j(kj(t))pji++�j(kj(t))qji�u(kj(t))��t + o(�t);
(2)

ãäå r0i - äîõîä ñèñòåìû Si, êîòîðûé ïðèíîñèò åé çàÿâêà, ïîñòóïàþùàÿ èç âíåøíåéñðåäû, Mfr0ig = a0i, �Ri0 - óáûòêè ñèñòåìû Si, ïðèíîñÿùèå åé çàÿâêîé, óõîäÿùåéèç íåå âî âíåøíþþ ñðåäó, MfRi0g = bi0, ri�t - óâåëè÷åíèå äîõîäà ñèñòåìû Si çàâðåìÿ�t, êîãäà ñîñòîÿíèå ñåòè íå ìåíÿåòñÿ, �Hi0 - óáûòêè ñèñòåìû Si, ïðèíîñÿùèååé çàÿâêîé êîòîðàÿ óõîäèò èç íåå âî âíåøíþþ ñðåäó, íå äîæäàâøèñü îáñëóæèâà-íèÿ, i = 1; n; rji - äîõîä ñèñòåìû Si, êîòîðûé ïðèíîñèò åé çàÿâêà, ïîñòóïàþùàÿèç ñèñòåìû Sj, Mfrjig = aji, �Rij - óáûòêè ñèñòåìû Si, ïðèíîñÿùèå åé çàÿâêîé,óõîäÿùåé èç íåå â ñèñòåìó Sj, MfRijg = bij, hji - äîõîä ñèñòåìû Si, ïðèíîñÿùèéåé çàÿâêîé, êîòîðàÿ ïîñòóïàåò èç ñèñòåìû Sj, íå äîæäàâøèñü â íåé îáñëóæèâà-íèÿ, Mfhjig = hji, �Hij - óáûòêè ñèñòåìû Si, ïðèíîñÿùèå åé çàÿâêîé, êîòîðàÿ, íåäîæäàâøèñü â íåé îáñëóæèâàíèÿ, ïåðåõîäèò â ñèñòåìó Sj, MfHijg = Hij, i 6= j,i; j = 1; n.Çàïèñûâàÿ, ó÷èòûâàÿ (2), âûðàæåíèÿ äëÿ Mf�V (t;�t)=k(t)g ïðè �èêñèðîâàí-íîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññà k(t), è óñðåäíÿÿ ïî k(t) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêèXk P (k(t) = k) = 1, äëÿ èçìåíåíèÿ îæèäàåìîãî äîõîäà ñèñòåìû Si ïîëó÷àåìMf�Vi(t;�t)g =Xk P (k(t) = k)Mf�Vi(t;�t)=k(t)g =227



= 2664�p0ia0i + i �0BB�pi0bi0 + nXj=1(j 6=i) pijbij1CCAXk P (k(t) = k)�i(ki(t))u(ki(t))�
�0BB�qi0H i0 + nXj=1(j 6=i) qijH ij1CCAXk P (k(t) = k)�i(ki(t))u(ki(t))++ nXj=1(j 6=i)Xk P (k(t) = k)��j(kj(t))u(kj(t))pjiaji++ �j(kj(t))u(kj(t))qjihji�#�t + o(�t): (3)Ïóñòü ñèñòåìà Si ñîäåðæèò mi èäåíòè÷íûõ ëèíèé îáñëóæèâàíèÿ, â êàæäîé èçêîòîðûõ âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ðàñïðåäåëåíî ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ñïàðàìåòðîì �i, i = 1; n. Â ýòîì ñëó÷àå�i(ki(t)) = � �iki(t); ki(t) � mi;�imi; ki(t) > mi; �i(ki(t))u(ki(t)) = �imin (ki(t); mi):È ïóñòü òàêæå�i(ki(t)) = � �iki(t); ki(t) � mi;�imi; ki(t) > mi; ò.å. �i(ki(t))u(ki(t)) = �imin (ki(t); mi):Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñðåäíåíèå âûðàæåíèÿ �i(ki(t))u(ki(t)) äàåò âåëè÷èíó�imin (Ni(t); mi), ãäå Ni(t) = Mfki(t)g - ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê (îæèäàþùèõñÿ èîáñëóæèâàþùèõñÿ) â ñèñòåìå Si, â ìîìåíò âðåìåíè t, ò.å.M min (ki(t); mi) = min (Ni(t); mi); i = 1; n: (4)Ââåäåì îáîçíà÷åíèå vi(t) = MfVi(t)g, i = 1; n. Òîãäà èç (1) ñëåäóåòvi(t+�t) = vi(t) +Mf�Vi(t;�t)g:Ó÷èòûâàÿ (3) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè �t ! 0, èìååì íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîåÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêàdvi(t)dt = �2664�i0BB�pi0bi0 + nXj=1(j 6=i) pijbij1CCA + �i0BB�qi0Hi0 + nXj=1(j 6=i) qijHij1CCA3775min (Ni(t); mi)++ nXj=1(j 6=i) ��jpjiaji + �jqjihji�min (Nj(t); mj) + �p0ia0i + i:228



Çàäàâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ vi(0) = vi0, i = 1; n, ìîæíî íàéòè îæèäàåìûå äîõîäûñèñòåì ñåòè: vi(t) = vi0 + (i + �p0ia0i)t++ nXj=1(j 6=i)(�jpjiaji + �jqjihji) Z t0 min (Nj(s); mj)ds� 2664�i0BB�pi0bi0 + nXj=1(j 6=i) pijbij1CCA +
+ �i0BB�qi0H i0 + nXj=1(j 6=i) qijHij1CCA3775Z t0 min (Ni(s); mi)ds; i = 1; n: (5)Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèÿ y = min (xi; mi) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êâåðõó è ïîýòîìóèç íåðàâåíñòâà Èåíñåíà ñëåäóåò, ÷òî M min (ki(t); mi) � min (Ni(t); mi), ïðè÷åìðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäàNi(t) = Mfki(t)g = ki(t); i = 1; n: (6)Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6) ñîîòíîøåíèÿ (4), (5) ÿâëÿþòñÿ òî÷-íûìè. Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà âõîäÿùèå â ñåòü ïîòîêè çàÿâîêÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, à âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â ñèñòåìàõ ïîñòîÿííû-ìè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå (4) âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà âñå ÑÌÎ ñåòè �óíê-öèîíèðóþò â óñëîâèÿõ ìàëîé íàãðóçêè, ò.å. 8t ki(t) � mi èëè âûñîêîé íàãðóçêè,ò.å. 8t ki(t) > mi, i = 1; n. ËÈÒÅPÀÒÓPÀ1. Ñòàòêåâè÷ Ñ. Ý., Ìàòàëûöêèé Ì. À. Îá îäíîì ìåòîäå èññëåäîâàíèÿ ÍÌ-ñåòåé ñ îãðàíè÷åííûì âðåìåíåì îæèäàíèÿ çàÿâîê // Âåñòíèê �ðîäíåíñêîãîãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåð. 2, 2010. � 1. Ñ. 13�19.
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