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�mail.ruÂ äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñíåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ è âõîäÿùèì ðåêóððåíòíûì ïî-òîêîì. Çàïèñàíû ìîìåíòû ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ÷èñëà çàíÿòûõïðèáîðîâ â áëîêå îáñëóæèâàíèÿ. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äàííîé ñèñòåìû ìåòî-äîì àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà äî òðåòüåãî ïîðÿäêà.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåííîé öåëåâîé ïðîãðàììû��àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009-2010 ãîäû)� ïðîåêò � 4761.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåêóððåíòíûé ïîòîê çàÿâîê, ìåòîä ìîìåíòîâ, àñèìïòîòè÷å-ñêèé àíàëèç. 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈññëåäîâàíèþ ðåêóððåíòíîãî ïîòîêà ñîáûòèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâîðàáîò. Â êíèãå Ä.Êîêñà, Â. Ñìèòà [2℄ ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ ðåêóððåíòíûé ïîòîêñîáûòèé êàê îñíîâíàÿ è íàèáîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ. Äàííàÿòåîðèÿ ïîëó÷èëà ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ðÿäå íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ� òåîðèè íàäåæíîñòè, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, òåîðèè çàïàñîâ è ìíîãèõäðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ. �åçóëüòàòû òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìîùíûì ñðåä-ñòâîì èññëåäîâàíèÿ êàê òåîðåòè÷åñêèõ, òàê è ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì. ×àñòî ïðèìå-íåíèå òîãî èëè èíîãî �àêòà òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ ïîçâîëÿåò î÷åíü ïðîñòî ïîëó-÷àòü ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ñëîæíî è òðóäíî ïîëó÷àòü ïðè äðóãîì ïîäõîäå.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáî-ðîâ. Íà âõîä ñèñòåìû ïîñòóïàåò ðåêóððåíòíûé ïîòîê çàÿâîê, çàäàííûé �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ A(x) � äëèí èíòåðâàëîâ ìåæäó ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèéðàññìàòðèâàåìîãî ïîòîêà. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ðàçëè÷íûõ çàÿâîê179



ñòîõàñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîåðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì �. Ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà çàíèìàåò ëþáîé èç ñâîáîä-íûõ ïðèáîðîâ, çàâåðøèâ îáñëóæèâàíèå, çàÿâêà ïîêèäàåò ñèñòåìó.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îáîçíà÷èì i(t) � ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ. Âñèëó òîãî, ÷òî ïðîöåññ i(t) ÿâëÿåòñÿ íåìàðêîâñêèì, îïðåäåëèì ïðîöåññ z(t) êàêäëèíó èíòåðâàëà îò ìîìåíòà t äî ìîìåíòà íàñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãî ñîáûòèÿ âðåêóððåíòíîì ïîòîêå, òîãäà ñëó÷àéíûé äâóìåðíûé ïðîöåññ fz(t); i(t)g ÿâëÿåòñÿìàðêîâñêèì. Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ýòîãî ïðîöåññàP (z; i; t) = Pfz (t) < z; i (t) = ig:Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (z; i; t) ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Êîëìî-ãîðîâà â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå�P (z; i)�z � �P (0; i)�z � i�P (z; i) + (i+ 1)P (z; i + 1) + �P (0; i� 1)�z A (z) = 0: (1)Ïðèìåíÿÿ (1), ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå�óíêöèè H (z; u) = 1Pi=0 ejuiP (z; i) , äëÿ H(z; u) ïîëó÷èì óðàâíåíèå�H (z; u)�z + �H (0; u)�z �ejuA (z)� 1�� �j �e�ju � 1� �H (z; u)�u = 0; (2)ðåøåíèå H(z; u) êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþH (z; 0) = 1Xi=0 P (z; i) = R (z);ãäå R(z) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-ñà z(t). Èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå R(z) èìååò âèäR (z) = � zZ0 (1� A (x)) dx; (3)ãäå � = 1a , a = 1R0 xdA (x), â ÷àñòíîñòè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî�R (z)�z ����z=0 = �:3. ÌÅÒÎÄ ÌÎÌÅÍÒÎÂ3.1. Ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èç ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèéèìååì [1℄ �H(z;u)�u ���u=0 = jm1 (z). Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (2) ïî u, ïîëó÷èì�2H (z; u)�z�u + �2H (0; u)�z�u �ejuA (z)� 1�+ �H (0; u)�z jejuA (z)�180



� �j (�j) e�ju�H (z; u)�u � �j �e�ju � 1� �2H (z; u)�u2 = 0; (4)îòêóäà ïðè u = 0 èìååì�m1 (z)�z + �m1 (0)�z (A (z)� 1) + �A (z)� �m1 (z) = 0: (5)Äàëüíåéøåå ðåøåíèå áóäåì ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Ñòèëüòüåñà'1 (�) = 1Z0 e��zdm1 (z); A� (�) = 1Z0 e��zdA (z);âûïîëíèâ â (5) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà-Ñòèëüòüåñà, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî(�� �)'1 (�) = �m1 (0)�z (A� (�)� 1) + �A� (�) ; (6)îòêóäà '1 (�) = 1�� ���m1 (0)�z (A� (�)� 1) + �A� (�)�: (7)Îáîçíà÷èì â (6) �=�, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî�m1 (0)�z = � A� (�)1� A� (�) : (8)Â ñèëó òîãî, ÷òî '1 (0) = 1R0 dm1 (z) = m1 (1)�m1 (0) = m1 (1) ; èç ðàâåíñòâà (7),è ó÷èòûâàÿ (8), çàïèøåìm1 (1) = '1 (0) = 1��� A� (�)1� A� (�) � (A� (0)� 1) + �A� (0)�:Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî A� (0) = 1R0 dA (z) = A (1)� A (0) = 1; ïîëó÷èìm1 (1) = ��:3.2. Ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íî ìîìåíòó ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïè-øåì ðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå ìîìåíò òðåòüåãî ïîðÿäêà ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâm2 (1) = ��� 11� A� (�)�:
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3.3. Ìîìåíò òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ìîìåíò òðåòüåãî ïîðÿäêà ÷èñëà çàíÿòûõïðèáîðîâ èìååò âèäm3 (1) = ��� 11� A� (�)�1 + 2 A� (2�)1� A� (2�)��:Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ìíîãîëèíåéíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëó-æèâàíèÿ ñ âõîäÿùèì ðåêóððåíòíûì ïîòîêîì âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåìäëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé (2), êîòîðîå áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì àèìïòîòè-÷åñêîãî àíàëèçà â óñëîâèè ðàñòóùåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, òî åñòü ïðè � ! 0,÷òî ïîçâîëèò íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàíÿòûõïðèáîðîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå.4. ÌÅÒÎÄ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÀÍÀËÈÇÀ4.1. Àñèìïòîòèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè ïåðâîãîïîðÿäêà îáîçíà÷èì � = ", è â óðàâíåíèè (2) âûïîëíèì çàìåíû u = "w; H (z; u) =F1 (z; w; "), äëÿ F1(z; w; ") ïîëó÷èì óðàâíåíèå�F1 (z; w; ")�z + �F1 (0; w; ")�z �ej"wA (z)� 1�� j �e�j"w � 1� �F1 (z; w; ")�w = 0: (9)Òåîðåìà 1. Ïðåäåëüíîå, ïðè "! 0, çíà÷åíèå F1(z; w) ðåøåíèÿ F1(z; w; ") óðàâ-íåíèÿ (9) èìååò âèä F1 (z; w) = R (z) � efjw�g;ãäå âåêòîð �óíêöèÿ R(z) è ïàðàìåòð � îïðåäåëåíû âûøå.Äîêàçàòåëüñòâî. Â óðàâíåíèè (9) âûïîëíèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè " ! 0, ïî-ëó÷èì óðàâíåíèå �F1 (z; w)�z + �F1 (0; w)�z (A (z)� 1) = 0;ðåøåíèå F1(z; w) êîòîðîãî çàïèøåì â âèäåF1 (z; w) = R (z) �1 (w) ; (10)ãäå R(z) îïðåäåëåíî âûøå, à �óíêöèþ �1(w) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âóðàâíåíèè (9) âûïîëíèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïðè z ! 1, çàòåì ïîäñòàâèâ ñþäàïðîèçâåäåíèå (10) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî îïðåäåëÿþùåå �óíêöèþ �1(w)�1 (w) = efjw�g:Â ñèëó ïðîèçâåäåíèÿ (10) è îáðàòíûõ çàìåí äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèèâåëè÷èíû i(t) â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, çàïèøåìMejui(t) = H(1; u) = efju��g:Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòèêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà õàðàêòå-ðèñòè÷åñêîé �óíêöèè ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ ñèñòåìû ñ âõîäÿùèì ðåêóððåíòíûìïîòîêîì [3℄. 182



4.2. Àñèìïòîòèêà âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè âòîðîãîïîðÿäêà â óðàâíåíèè (2) âûïîëíèì çàìåíó H(z; u) = H2(z; u)efju��g; îáîçíà÷èì� = "2, u = "w; H2 (z; u) = F2 (z; w; "). Òîãäà äëÿ F2(z,w,") ïîëó÷èì óðàâíåíèå�F2 (z; w; ")�z + �F2 (0; w; ")�z �ej"wA (z)� 1�+ j" �1� e�j"w� �F2 (z; w; ")�w �� � �1� e�j"w�F2 (z; w; ") = 0: (11)Òåîðåìà 2. Ïðåäåëüíîå, ïðè "! 0, çíà÷åíèå F2(z; w) ðåøåíèÿ F2(z; w; ") óðàâ-íåíèÿ (11) èìååò âèä F2 (z; w) = R (z) � e� (jw)22 �2�;ãäå âåëè÷èíà �2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì�2 = �+ �f2 (0)�z ; (12)à âåêòîð �óíêöèÿ f2(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f2(1)E = 0 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ �f2(z)�z + �f2(0)�z (A(z)� 1) + �R(0)�z A(z)� �R(z) = 0: (13)Äîêàçàòåëüñòâî. �åøåíèå F2(z; w; ") óðàâíåíèÿ (11) çàïèøåì â âèäå ðàçëîæåíèÿF2(z; w; ") = �2(w)fR(z) + j"wf2(z)g+O("2): (14)Çäåñü âåêòîð �óíêöèÿ R(z) îïðåäåëåíà âûøå, âåêòîð �óíêöèÿ f2(z) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ f2(1)E = 0 è áóäåò îïðåäåëåíà íèæå, òàê æå êàê è �óíêöèÿ �2(w).Ïîäñòàâëÿÿ (14) â ðàâåíñòâî (11) ïîëó÷èì�R(z)�z + j"w�f2(z)�z + ��R(0)�z + j"w�f2(0)�z � (A(z)� 1)++ j"w�R(0)�z A(z)� �j"wR(z) = O("2): (15)Â ñèëó òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî �R(z)�z + �R(0)�z (A(z)� 1) = 0; ðàâåíñòâî (15)ïåðåïèøåì â âèäå�f2(z)�z + �f2(0)�z (A(z)� 1)� �R(z) + �R(0)�z A(z) = 0;êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ (13) è îïðåäåëÿåò �óíêöèþ f2(z).Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñêàëÿðíóþ �óíêöèþ �2(w) â óðàâíåíèè (11) óñòðåìèìz !1, ðàçëîæèì â ðÿä ýêñïîíåíòû è âûïîëíèì çàìåíó (14), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî"2w��2 (w)�w = 2�(j"w)22 �2 (w) + (j"w)2�2 (w) �f2(0)�z +O �"3� ;183



â êîòîðîì âûïîëíèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè "!0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî�2 (w) = e� (jw)22 �2�;ãäå �2 = �+ �f2(0)�z è ñîâïàäàåò ñ (12)Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè âåëè÷èíû i(t) â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, çà-ïèøåì Mejui(t) = H2(1; u) = e�ju��+ (ju)22 �2� �:Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòèêîé âòîðîãî ïîðÿäêà õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîé �óíêöèè ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ.4.3. Àñèìïòîòèêà òðåòüåãî ïîðÿäêà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ àñèìïòî-òèêè òðåòüåãî ïîðÿäêà áûëà ñ�îðìóëèðîâàíèà è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Ïðåäåëüíîå, ïðè "! 0, çíà÷åíèå F3(z; w) ðåøåíèÿ F3(z; w; ") óðàâ-íåíèÿ�F3 (z; w; ")�z + �F3 (0; w; ")�z �ej"wA (z)� 1�+ j"2 �1� e�j"w� �F3 (z; w; ")�w �� �1� e�j"w� (�+ j"w�2)F3 (z; w; ") = 0èìååò âèä F3 (z; w) = R (z) � e� (jw)36 �3�;ãäå âåëè÷èíà �3 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì�3 = �2 + �f2(0)�z + �f3(0)�zà âåêòîð �óíêöèÿ f3(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ�f3(z)�z + �f3(0)�z (A(z)� 1) + 2�f2(z)�z A(z)� 2�2R(z) = 0:Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè âåëè÷èíû i(t) â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, çà-ïèøåì Mejui(t) = H3(1; u) = e�ju��+ (ju)22 �2� + (ju)36 �3� �:Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòèêîé òðåòüåãî ïîðÿäêà õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîé �óíêöèè ÷ìñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ.184
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