
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÌÀ�ÊÎÂÑÊÎÉÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ RQ-ÑÈÑÒÅÌÛÑ ÂÕÎÄßÙÈÌ ÌÌ�-ÏÎÒÎÊÎÌÇÀßÂÎÊÒ. Ëþáèíà�, À. ÍàçàðîâÒîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÒîìñê, �îññèÿ� lyubina_tv�mail.ruÂ êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñåòè ñâÿçè ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîëèíåéíàÿñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ èñòî÷íèêîì ïîâòîðíûõ âûçîâîâ ñ âõîäÿùèììàðêîâñêèì ìîäóëèðîâàííûì ïîòîêîì çàÿâîê, óïðàâëÿåìàÿ äèíàìè÷åñêèì ïðîòî-êîëîì äîñòóïà. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç äàííîé ñèñòåìû è íàõîäèòñÿ äîïðåäåëüíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p(i) ÷èñëà çàÿâîê â èñòî÷íèêå ïîâòîðíûõ âûçîâîâ. Îáíà-ðóæåíî ñâîéñòâî ñòàáèëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Æi = p(i + 1)=p(i), äëÿ àïïðîê-ñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, îáëàäàþùåãî òàêèì ñâîéñòâîì, ïðåäëîæåíîêâàçèãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äå�åêòà 2.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Àíàëèòè÷åñêîé âåäîìñòâåííîé öåëåâîé ïðîãðàììû��àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009-2010 ãîäû)�, ïðîåêò � 4761.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ RQ-ñèñòåìà, äèíàìè÷åñêèé ïðîòîêîë äîñòóïà,ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, êâàçèãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÂ äàííîé ðàáîòå äèíàìè÷åñêîé RQ-ñèñòåìîé  âõîäÿùèì ÌÌ�-ïîòîêîì çàÿâîêáóäåì íàçûâàòü îäíîëèíåéíóþ ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ) ñ èñòî÷-íèêîì ïîâòîðíûõ âûçîâîâ (ÈÏÂ) [1℄ ñ âõîäÿùèì ìàðêîâñêèì ìîäóëèðîâàííûìïîòîêîì çàÿâîê, óïðàâëÿåìóþ äèíàìè÷åñêèì ïðîòîêîëîì äîñòóïà [2℄.Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ (ïóàññîíîâñêîãî è ðå-êóððåíòíîãî) ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñïåöèàëüíûõ ïîòîêîâ (íàïðèìåð, ÌÌ�, ÌÀ�,ÂÌÀ�, SM) [3, 4, 5℄ áîëåå àäåêâàòíî ïðåäñòàâëÿþò òåëåêîììóíèêàöèîííûå ïîòîêèðåàëüíûõ äàííûõ.Ñëó÷àéíûé ïîòîê îäíîðîäíûõ ñîáûòèé áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñëó÷àéíîãîïðîöåññà [6℄m(t) � ÷èñëà ñîáûòèé ïîòîêà, íàñòóïèâøèõ çà âðåìÿ t èëè íà èíòåðâàëåâðåìåíè [0; t).Ïóñòü çàäàíà ýðãîäè÷åñêàÿ öåïü Ìàðêîâà n(t), îïðåäåëÿåìàÿ ìàòðèöåé èí�èíè-òåçèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê Q ñ ýëåìåíòàìè q�n, à òàêæå íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ÷èñåë �n > 0. 148



Ñëó÷àéíûé ïîòîê îäíîðîäíûõ ñîáûòèé áóäåì íàçûâàòü ìàðêîâñêèì ìîäóëèðî-âàííûì ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì (ÌÌ�-ïîòîêîì) [7℄, óïðàâëÿåìûì öåïüþ Ìàðêîâàn(t), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:P fm(t+�t) = m+ 1jm(t) = m;n(t) = �g = ���t+ o(�t);P fm(t +�t) > m + 1jm(t) = m;n(t) = �g = o(�t):Ñîñòîÿíèÿìè ÌÌ�-ïîòîêà áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèÿ åãî óïðàâëÿþùåé öåïèÌàðêîâà n(t).Òàêèì îáðàçîì, íà âõîä ñèñòåìû ïîñòóïàåò MMP-ïîòîê çàÿâîê èç âíåøíåãî èñ-òî÷íèêà, îïðåäåëÿåìûé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé � óñëîâíûõ èíòåíñèâíîñòåé �n èìàòðèöåé Q èí�èíèòåçèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê q�n öåïè Ìàðêîâà n(t), óïðàâëÿ-þùåé ÌÌ�-ïîòîêîì. Çàÿâêà, çàñòàâøàÿ ïðèáîð ñâîáîäíûì, çàíèìàåò åãî äëÿ îá-ñëóæèâàíèÿ â òå÷åíèå ñëó÷àéíîãî âðåìåíè, ðàñïðåäåëåííîãî ïî ýêñïîíåíöèàëüíî-ìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì �. Ïî çàâåðøåíèè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêà ïîêèäàåò ïðèáîð.Åñëè âî âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ íåêîòîðîé çàÿâêè ïîñòóïàåò äðóãàÿ, òî ïîñòóïèâøàÿçàÿâêà ïåðåõîäèò â ÈÏÂ. Èç ÈÏÂ ïîñëå ñëó÷àéíîé çàäåðæêè, çàÿâêà ñ äèíàìè-÷åñêîé (çàâèñÿùåé îò ñîñòîÿíèÿ ÈÏÂ) èíòåíñèâíîñòüþ �=i, âíîâü îáðàùàåòñÿ êïðèáîðó ñ ïîâòîðíîé ïîïûòêîé åãî çàõâàòà, i � ÷èñëî çàÿâîê â ÈÏÂ, òî åñòü âåðî-ÿòíîñòü îáðàùåíèÿ ê ïðèáîðó çà âðåìÿ �t äëÿ ëþáîé çàÿâêè èç ÈÏÂ ñîñòàâëÿåò�i�t+o(�t), åñëè â ÈÏÂ íàõîäèòñÿ i çàÿâîê. Åñëè ïðèáîð ñâîáîäåí, òî çàÿâêà ñòàíî-âèòñÿ íà îáñëóæèâàíèå, åñëè æå îí çàíÿò, òî âîçâðàùàåòñÿ â ÈÏÂ. Çàäà÷åé äàííîéðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê â èñòî÷íèêå ïîâòîðíûõâûçîâîâ. 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÌÀ�ÊÎÂÑÊÎÉÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ RQ-ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÂÕÎÄßÙÈÌÌÌ�-ÏÎÒÎÊÎÌ ÇÀßÂÎÊÑîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ òð¼õìåðíîé öåïüþ Ìàð-êîâà fk(t); n(t); i(t)g, ãäå i(t) � ÷èñëî çàÿâîê â ÈÏÂ, n(t) � çíà÷åíèÿ öåïè Ìàðêîâà,óïðàâëÿþùåé ÌÌ�-ïîòîêîì, à k(t) îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ïðèáîðà ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: k = � 0; åñëè ïðèáîð ñâîáîäåí,1, åñëè ïðèáîð çàíÿò îáñëóæèâàíèåì.Îáîçíà÷èì P fk(t) = k; n(t) = n; i(t) = ig = P (k; n; i; t) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîâ ìîìåíò âðåìåíè i ïðèáîð íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè k, öåïü Ìàðêîâà â ñîñòîÿíèè nè â ÈÏÂ i çàÿâîê.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P (k; n; i; t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-ùèì ðàâåíñòâàì8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
P (0; n; 0; t+�t) = (1� �n�t)(1 + qnn�t)P (0; n; 0; t) + ��tP (1; n; 0; t)++ P� 6=n q�n�tP (0; �; 0; t) + o(�t);P (1; n; 0; t+�t) = (1� �n�t)(1� ��t)(1 + qnn�t)P (1; n; 0; t)++��tP (0; n; 1; t) + �n�tP (0; n; 0; t) + P� 6=n q�n�tP (1; �; 0; t) + o(�t);:::P (0; n; i; t+�t) = (1� �n�t)(1� ��t)(1 + qnn�t)P (0; n; i; t) + ��tP (1; n; i; t)++ P� 6=n q�n�tP (0; �; i; t) + o(�t);P (1; n; i; t+�t) = (1� �n�t)(1� ��t)(1 + qnn�t)P (1; n; i; t) + ��tP (0; n; i+ 1; t)++�n�tP (0; n; i; t) + �n�tP (1; n; i� 1; t) + P� 6=n q�n�tP (1; �; i; t) + o(�t);èç êîòîðûõ ñîñòàâèì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (k; n; i; t)8>><>>: �P (0;n;i;t)�t = �(�n + �)P (0; n; i; t) + �P (1; n; i; t) +P� P (0; �; i; t)q�n�P (1;n;i;t)�t = �(�n + �)P (1; i; t) + �P (0; n; i+ 1; t) + �nP (0; n; i; t)++�nP (0; n; i� 1; t) +P� P (1; �; i; t)q�n: (1)Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèîíèðóåò â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, òî åñòüP (k; n; i; t) � P (k; n; i):Çàïèøåì ñèñòåìó (1) äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:��nP (0; n; 0) + �P (1; n; 0) +X� P (0; �; 0)q�n = 0; i = 0;�(�n + �)P (1; n; 0) + �nP (0; n; 0) + �P (0; n; 1) +X� P (1; �; 0)q�n = 0; i = 0;� (�n + �)P (0; n; i) + �P (1; n; i) +X� P (0; �; i)q�n = 0; i � 1; (2)�(�n+�)P (1; n; i)+�nP (0; n; i)+�nP (1; n; i�1)+�P (0; n; i+1)+X� P (1; �; i)q�n = 0; i � 1:Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ çàïèøåì ñèñòåìó (2) â ìàòðè÷íîì âèäå. Îáî-çíà÷èâ P (0; i) = fP (0; 1; i); P (0; 2; i); :::; P (0; N; i)g ;P (1; i) = fP (1; 1; i); P (1; 2; i); :::; P (1; N; i)g ;ïîëó÷èì P (0; 0)(Q� �) + P (1; 0)� = 0; i = 0;150



P (1; 0)(Q� �� �I) + P (0; 0)� + P (0; 1)� = 0; i = 0;P (0; i)(Q� �� �I) + P (1; i)� = 0; i � 1; (3)P (1; i)(Q� �� �I) + P (0; i)� + P (1; i� 1)� + P (0; i+ 1)� = 0; i � 1:×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó (3), îïðåäåëèì âåêòîðíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèèH(k; u) = 1Xi=0 ejuiP (k; i): (4)Èç ñèñòåìû (3), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (4), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äëÿ�óíêöèé H(k; u):� H(0; u)(Q� �� �I) +H(1; u)� = ��P (0; 0);H(0; u)(�eju + �I) +H(1; u)(Q+ �(eju � 1)� �I)eju = �P (0; 0): (5)Èç ñèñòåìû (5) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ H(0; u) è H(1; u):H(0; u) = P (0; 0)��I + ��eju �Q+ � �eju � 1�� �I��n�I(1� eju) +Qeju �� 1� (Q� �� �I) �Q + �(eju � 1)� eju��1 ; (6)H(1; u) = � 1� [�P (0; 0)I +H(0; u)(Q� �� �I)℄ :Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6) ñ ó÷¼òîì çàìåí H(k; u) = G(k; eju) = G(k; x), eju = x:G(0; x) = P (0; 0)��I + ��x (Q+ � (x� 1)� �I)�n�I(1� x) +Qx�� 1� (Q� �� �I) (Q + �(x� 1)) x��1 (7)è îáîçíà÷èì ìàòðèöû A(x) = �I + ��x (Q + � (x� 1)� �I) ;B(x) = �I(1� x) +Qx� 1� (Q� �� �I) (Q + �(x� 1)) x;òîãäà ðàâåíñòâî (7) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäåG(0; x) = P (0; 0)A(x)B�1(x):Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ G(0; x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x 2 [0; 1℄, íîìàòðèöà B(x) âûðîæäåíà ïðè x = x�, ãäå x� � êîðíè óðàâíåíèÿjB(x)j = 0;151



ïðèíàäëåæàùèå ðàññìàòðèâàåìîìó èíòåðâàëó [0; 1℄.Îáðàòíóþ ìàòðèöó B�1(x) çàïèøåì â âèäåB�1(x) = 1jB(x)jDT (x);ãäå ýëåìåíòàìè D(x)n1n2 ìàòðèöû D(x) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ êýëåìåíòàì B(x)n1n2 ìàòðèöû B(x).Èç ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ jB(x�)j = 0 ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðàP (0; 0) óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéP (0; 0)A(x�)BT (x�) = 0; 8 x� :Ýòà ñèñòåìà îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà P (0; 0) ñ òî÷íîñòüþ äîìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé, çíà÷åíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìè-ðîâêè.3. ÀÍÀËÈÇ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ×ÈÑËÅÍÍÛÌ ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅÌÂåêòîðíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ H(u) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-ñòåé P (i) = P (0; i) + P (1; i) ÷èñëà çàÿâîê â ÈÏÂ çàïèøåì â âèäåH(u) = H(0; u) +H(1; u) = H(0; u)�I � 1�(Q� �� �I)�� ��P (0; 0):Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p(i) = P (i)E ÷èñëà çàÿâîê â èñòî÷íèêå ïî-âòîðíûõ âûçîâîâ îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îò ñêàëÿðíîéõàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè h(u) = Mejui(t) =Pi ejuip(i) = H(u)E:p(i) = 12� �Z�� e�juih(u)du: (8)Äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ� = 1; � = 5è ìàòðèö Q = 0� �0; 6 0; 2 0; 40; 1 �0; 4 0; 30; 3 0; 2 �0; 5 1A ; � = 0� 0; 2 0 00 0; 5 00 0 1; 2 1A ;E = 0� 111 1A ; I = 0� 1 0 00 1 00 0 1 1A ;îïðåäåëÿþùèõ h(u), ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì (8) ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå âå-ðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàÿâîê â ÈÏÂ p(i) (òàáë. 1).152



Òàáëèöà 1 �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåéð(i) ÷èñëà çàÿâîê â ÈÏÂ, i = 0, 1, 2,. . .i 0 1 2 3 4 5 6 7 8p(i) 0,2994 0,1027 0,0859 0,0728 0,0620 0,0528 0,0450 0,0384 0,0327Æi 0,3431 0,8358 0,8477 0,8511 0,8522 0,8526 0,8528 0,8528 0,8528i 9 10 11 12 13 14 15 16 . . .p(i) 0,0279 0,0238 0,0203 0,0173 0,0148 0,0126 0,0107 0,0092 . . .Æi 0,8528 0,8528 0,8528 0,8528 0,8528 0,8528 0,8528 0,8528 . . .Îñîáåííîñòü äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü îòíîøåíèÿ Æi = p(i+ 1)=p(i) äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòàáèëèçèðóþòñÿ è ïðè i �4ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ñ òî÷íîñòüþ äî òð¼õ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ �, �è ìàòðèö � è Q.Ïðèâåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå [8℄.Îïðåäåëåíèå. Êâàçèãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì äå�åêòà n ñ ïàðàìåòðîì� áóäåì íàçûâàòü òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p(i), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò� è C, òàêèå ÷òî äëÿ i � n p(i) = C�i;à ïðè i = n� 1 p(i) 6= C�i:Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åííîãî â òàáë. 1 ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p(i) ÷èñ-ëà çàÿâîê â ÈÏÂ öåëåñîîáðàçíî ïðåäëîæèòü òàê íàçûâàåìîå êâàçèãåîìåòðè÷åñêîåðàñïðåäåëåíèå p(i) äå�åêòà 2.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, â äàííîé ñòàòüå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìàðêîâñêîé äèíàìè÷å-ñêîé RQ-ñèñòåìû ñ âõîäÿùèì ÌÌ�-ïîòîêîì çàÿâîê, òî åñòü ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëå-íèå âåðîÿòíîñòåé p(i) ÷èñëà i çàÿâîê â ÈÏÂ. Îáíàðóæåíî ñâîéñòâî ñòàáèëèçàöèèïîñëåäîâàòåëüíîñòè Æ(i) äëÿ íàéäåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(i). Äëÿ àïïðîêñèìàöèèðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, îáëàäàþùåãî òàêèì ñâîéñòâîì, ïðåäëîæåíî êâàçèãåî-ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äå�åêòà 2. Óêàçàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòà-òî÷íî ïîëåçíîé ïðè íàõîæäåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàÿâîê â ÈÏÂïðèáëèæ¼ííûìè ìåòîäàìè, òàêèìè êàê ìåòîä èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìå-òîä àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà, à òàêæå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ èñõîäíûõñèñòåì óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â ìàðêîâñêèõ ìî-äåëÿõ. ËÈÒÅPÀÒÓPÀ1. Íàçàðîâ À. À., Òåðïóãîâ À. Ô. Òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Òîìñê: Èçä-âîÍÒË, 2004. 153
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