
ÑÈÑÒÅÌÀ MR|M|1 Â ÓÑËÎÂÈÈ�ÀÑÒÓÙÅ�Î Â�ÅÌÅÍÈÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈßÈ. Ëàïàòèí�, Ñ. ËîïóõîâàÒîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÒîìñê, �îññèÿ� ilapatin�mail.ruÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì÷èñëîì ïðèáîðîâ, íà âõîä êîòîðîé ïîñòóïàåò ïîòîê ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ.Èññëåäóåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ è âûõîäÿùèéïîòîê ñèñòåìû â óñëîâèè ðàñòóùåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîê ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëó-æèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ, âûõîäÿùèé ïîòîê.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ [1℄ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ ÿâ-ëÿþòñÿ ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ ñ�åðàõ ïîâñåäíåâíîé æèçíè: áàí-êîâñêîå äåëî, ñòðàõîâàíèå, òðàíñïîðò, òîðãîâëÿ è ò.ä.Â ñëó÷àå ïðîñòåéøåãî âõîäÿùåãî ïîòîêà äëÿ òàêèõ ñèñòåì óäàåòñÿ íàéòè àíàëè-òè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàíÿòûõïðèáîðîâ â ñèñòåìå, à òàêæå äëÿ ÷èñëà çàÿâîê, çàêîí÷èâøèõ îáñëóæèâàíèå íàíåêîòîðîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [2℄. Íî â ñëó÷àå äðóãèõ ìîäåëåé âõîäÿùåãî ïîòî-êà îáùèõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ íåò. Äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿþò ìåòîäû÷èñëåííîãî àíàëèçà, èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà.Àíàëèç ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ñèñòåìå BMAP|GI|1 ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,â ðàáîòå íåìåöêîãî ó÷åíîãî Ä.Áàóìà [3℄. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç âûõîäÿùåãî ïî-òîêà ñèñòåìû MAP|GI|1 ïðèâåäåí â ðàáîòå [4℄.Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñíåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ è ýêñïîíåíöèàëüíûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ,íà âõîä êîòîðîé ïîñòóïàåò ïîòîê ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ è âûõîäÿùèé ïîòîê â óñëî-âèè ðàñòóùåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.2. ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÎÒÎÊÀ ÌÀ�ÊÎÂÑÊÎ�ÎÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß�àññìîòðèì äâóìåðíûé îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ {�(n);�(n)}ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì n = 1; 2; 3; :::; ïåðâàÿ êîìïîíåíòà �(n) êîòîðîãî ïðèíèìà-127



åò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà. Âòîðàÿ êîìïîíåíòà �(n) ðàñ-ñìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, èçíåïðåðûâíîãî ìíîæåñòâà).Ïî îïðåäåëåíèþ, ìàðêîâñêîé ïåðåõîäíîé �óíêöèåé F (k2; x; k1; y) äâóìåðíîãîîäíîðîäíîãî ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà f�(n); �(n)g íàçûâàåòñÿF (k2; x; k1; y) = P f�(n+ 1) = k2; �(n + 1) < xj�(n) = k1; �(n) = ygÁóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå äâóìåðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû f�(n); �(n)g;äëÿ ìàðêîâñêèõ ïåðåõîäíûõ �óíêöèé êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàF (k2; x; k1; y) == P f�(n+ 1) = k2j�(n) = k1g � P f�(n + 1) < xj�(n) = k1g = (1)= Pk1k2 �Gk1(x)òî åñòü ìàðêîâñêàÿ ïåðåõîäíàÿ �óíêöèÿ íå çàâèñèò îò âòîðîãî óñëîâèÿ (íå çàâè-ñèò îò çíà÷åíèé âòîðîé êîìïîíåíòû), à ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ïðîöåññà �(n+ 1)çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèÿ ïðîöåññà �(n) â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè.Â ñèëó ñâîéñòâà (1), ïåðâàÿ êîìïîíåíòà �(n) ðàññìàòðèâàåìîãî äâóìåðíîãî ìàð-êîâñêîãî ïðîöåññà f�(n); �(n)g òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì, òî÷íåå öå-ïüþ Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è ìàòðèöåé P âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ çàîäèí øàã. À �óíêöèè Gk(x) - ýòî íàáîð óñëîâíûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòî-ðûå áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû G(x).Ñëó÷àéíûé ïîòîê îäíîðîäíûõ ñîáûòèét1 < t2 < t3 < :::áóäåì íàçûâàòü ïîòîêîì ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ èëè MR-ïîòîêîì, çàäàííûììàòðèöåé âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà P è íàáîðîì óñëîâíûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿGk(x), åñëè äëÿ äëèí �n+1 = tn+1 � tn åãî èíòåðâàëîâ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà�n+1 = �(n)Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëèì ïðîöåññ k(t) = �(n); tn � t < tn+13. ÂÛÂÎÄ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ ÄËß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÑÈÑÒÅÌÛ MR|M|1�àññìîòðèì ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðèáî-ðîâ, íà âõîä êîòîðîé ïîñòóïàåò ïîòîê ìàðêîâñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ, çàäàííûé ìàò-ðèöåé âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ P è äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé G(x) óñëîâíûõ �óíêöèéðàñïðåäåëåíèÿ. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ïîñòóïàþùèõ çàÿâîê áóäåì ñ÷èòàòü ýêñïî-íåíöèàëüíûì ñ ïàðàìåòðîì �, îäèíàêîâîé äëÿ âñåõ çàÿâîê.Îáîçíà÷èì z(t) - äëèíó èíòåðâàëà îò ìîìåíòà t äî ìîìåíòà íàñòóïëåíèÿ ñëå-äóþùåãî ñîáûòèÿ âî âõîäÿùåì ïîòîêå, i(t) - ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ ñèñòåìû â128



ìîìåíò âðåìåíè t, m(t) - ÷èñëî çàÿâîê, çàêîí÷èâøèõ îáñëóæèâàíèå ê ìîìåíòó âðå-ìåíè t, à ïðîöåññ k(t) îïðåäåëåí âûøå.Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéP (k; z; i;m; t) = Pfk(t) = k; z(t) < z; i(t) = i;m(t) = mg÷åòûðåõìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà fk(t); z(t); i(t); m(t)g çàïèøåì ñèñòåìó äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà�P (k; z; i;m; t)�t = �P (k; z; i;m; t)�z � �P (k; 0; i;m; t)�z ++ (i+ 1)�P (k; z; i+ 1; m� 1; t)� i�P (k; z; i;m; t)+ (2)+X� �P (�; 0; i� 1; m; t)�z G�(z)PÎáîçíà÷èâ �óíêöèèH(k; z; u; x; t) =Xi ejuiXm ejxmP (k; z; i;m; t);ñèñòåìó (2) äëÿ �óíêöèé H(k; z; u; x; t) çàïèøåì â âèäå�H(k; z; u; x; t)�t = �H(k; z; u; x; t)�z � �H(k; 0; u; x; t)�z ��j�(ejxe�ju � 1)�H(k; z; u; x; t)�u ++ejuX� �H(�; 0; u; x; t)�z G�(z)Pêîòîðóþ ïåðåïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå�H(z; u; x; t)�t = �H(z; u; x; t)�z � �H(0; u; x; t)�z �� j�(ejxe�ju � 1)�H(z; u; x; t)�u + (3)+eju�H(0; u; x; t)�z PG(z)ãäå H(z; u; x; t) = fH(1; z; u; x; t); H(2; z; u; x; t); :::g.Äè��åðåíöèàëüíî-ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (3) áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì àñèìïòîòè-÷åñêîãî àíàëèçà â óñëîâèè ðàñòóùåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, òî åñòü ïðè �! 0.4. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ �ÀÑÒÓÙÅ�Î Â�ÅÌÅÍÈÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈßÒàê êàê âûõîäÿùèé ïîòîê ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ âñèñòåìå, òî ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çà-ÿâîê â ñèñòåìå MR|M|1. 129



4.1. Èññëåäîâàíèÿ ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ñèñòåìå MR|M|1. Äëÿèññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â óðàâíåíèè(3) ïîëîæèì x = 0, à t!1. Îáîçíà÷àÿ h(z; u) = H(z; u; 0;1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå�h(z; u)�z = �h(0; u)�z �I � ejuP �G(z)�+ j� �e�ju � 1� �h(z; u)�u : (4)Çäåñü I - åäèí÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.Ïîëàãàÿ, ÷òî " íåêîòîðûé ìàëûé ïàðàìåòð, â óðàâíåíèè (4) ñäåëàåì ñëåäóþùèåçàìåíû � = "; u = "w; h(z; u) = F1(z; w; "); (5)òîãäà äëÿ �óíêöèé F1(z; w; ") ïîëó÷èì óðàâíåíèå�F1(z; w; ")�z = �F1(0; w; ")�z �I � ej"wP �G(z)�+ j �e�j"w � 1� �F1(z; w; ")�w : (6)Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6)lim"!0F1(z; w; ") = F1(z; w)òî F1(1; w)E = efjw�1gãäå E - åäèíè÷íûé âåêòîð-ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, à �1 èìååòñìûñë èíòåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî MR-ïîòîêà.Òåîðåìà 1 äàåò ïåðâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíê-öèè ÷èñëà çàíÿòûõ ïðèáîðîâ â ñèñòåìå MR|M|1 â óñëîâèè ðàñòóùåãî âðåìåíèîáñëóæèâàíèÿ h(1; u)E � F1(1; w)E = efjw�1g=e fju�1� g:Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ â çàäà÷å (4) ñäåëàåì çàìåíóh(z; u) = h2(z; u)efju�1� g;òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå�h2(z; u)�z + j� �1� e�ju� �h2(z; u)�u �� �1 �1� e�ju�h2(z; u) + �h2(0; u)�z �ejuP �G(z)� I	 = 0 (7)Äëÿ âûïîëíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ â óðàâíåíèè (7) ñäåëàåì ñëå-äóþùèå çàìåíû � = "2; u = "w; h2(z; u) = F2(z; w; "); (8)òîãäà äëÿ �óíêöèé F2(z; w; ") ïîëó÷èì óðàâíåíèå�F2(z; w; ")�z + j �1� e�j"w� �F2(z; w; ")�w �� �1 �1� e�j"w�F2(z; w; ") + �F2(0; w; ")�z �ej"wP �G(z)� I	 = 0 (9)130



Òåîðåìà 2. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9)lim"!0F2(z; w; ") = F2(z; w)òî F2(1; w)E = ef (jw)22 �2�;ãäå âåëè÷èíà �2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì�2 = �1 + �f2(0)�z E; (10)ãäå âåêòîð f2(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ�f2(z)�z + �f2(0)�z (P �G(z)� I) + �R(0)�z P �G(z)� �1R(z) = 0;çäåñü R(z) - ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññîâ k(t) è z(t).Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2 è âûðàæåíèå äëÿ �óíêèè h2(z; u) ìîæíî çàïè-ñàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè ÷èñëà çàíÿòûõïðèáîðîâ â ñèñòåìå MR|M|1 â óñëîâèè ðàñòóùåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿMejui(t) = h(1; u)E � efju�1� + (ju)22 �2� �:(11)4.2. Èññëåäîâàíèÿ âûõîäÿùåãî ïîòîêà ñèñòåìû MR|M|1. Òåïåðü áó-äåì èññëåäîâàòü âûõîäÿùèé ïîòîê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â óñëîâèè ðàñòóùåãîâðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, äëÿ ÷åãî â óðàâíåíèè (3) ñäåëàåì ñëåäóþùèå çàìåíû� = "; u = "w; H(z; u; x; t) = F (z; w; x; t; ");äëÿ �óíêöèé F (z; w; x; t; ") ïîëó÷èì óðàâíåíèå�F (z; w; x; t; ")�t = �F (z; w; x; t; ")�z � �F (0; w; x; t; ")�z �� j(ejxe�j"w � 1)�F (z; w; x; t; ")�w + (12)+ej"w�F (z; w; x; t; ")�z PG(z):Òåîðåìà 3. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12)lim"!0F (z; w; x; t; ") = F (z; w; x; t)òî F (1; 0; x; t)E = ef(ejx�1)�1tg:Òåîðåìà 3 äàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè÷èñëà çàÿâîê, çàêîí÷èâøèõ îáñëóæèâàíèÿ çà íåêîòîðîå âðåìÿ tâ ñèñòåìå MR|M|1â óñëîâèè ðàñòóùåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿMejxm(t) = H(1; 0; x; t)Eef(ejx�1)�1tg:(13)131



5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà ñèñòåìà MR|M|1. Áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî âóñëîâèè ðàñòóùåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà çà-íÿòûõ ïðèáîðîâ â ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûì (11), à âûõîäÿ-ùèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïóàññîíîâñêèì (13). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûîïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ïðè äî÷òàòî÷íî áîëüøèõçíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.ËÈÒÅPÀÒÓPÀ1. �íåäåíêî Á.Â., Êîâàëåíêî È.Í. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.Èçä. 3-å, èñïð. è äîï.Ì.: ÊîìÊíèãà, 2007. 400 ñ.2. Mirasol N.M. The output of an M|G|1 queueing system is Poisson // OperationsResear
h. 1963. �. 11. P. 282�284.3. Baum. D. The in�nite server queue with Markov additive arrivals in spa
e //Pro
eedings of the International Conferen
e "Probabilisti
 analysis of rare events".Riga, Latvia.1999. P. 136�142.4. Íàçàðîâ À.À., Ëàïàòèí È.Ë. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç âûõîäÿùåãî ïîòîêàñèñòåìû MAP|GI|1 // Èçâåñòèÿ ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Óïðàâëåíèå,âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà è èí�îðìàòèêà.2009. Ò. 315. � 5. Ñ. 191�195.

132


