
ÀË�Î�ÈÒÌ ÎÖÅÍÊÈÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ ÀÑÈÍÕ�ÎÍÍÎ�ÎÏÎÒÎÊÀ ÑÎÁÛÒÈÉ ÑÊÎÍÅ×ÍÛÌ ×ÈÑËÎÌÑÎÑÒÎßÍÈÉÀ. �îðöåâ, Â. Çóåâè÷�Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÒîìñê, �îññèÿ� zuevi
hv�ya.ruÏîëó÷åíû îïòèìàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ àñèíõðîííîãî äâàæäû ñòîõàñòè÷å-ñêîãî ïîòîêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Îöåíêè îïòèìàëüíû â ñìûñëå ìèíèìó-ìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îò èñòèííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîòîêà.Îöåíèâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå íàáëþäåíèé çà ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ ñîáû-òèé ïîòîêà. Ïðèâåäåí àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àñèíõðîííûé äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïîòîê, MMPP-ïîòîê,îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ, àëãîðèòì îöåíêè ïàðàìåòðîâ, öè�ðîâûå ñåòè èí-òåãðàëüíîãî îáñëóæèâàíèÿ, ISDN.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈíòåíñèâíîå ðàçâèòèå èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé îïðåäåëèëî âàæíóþ ñ�å-ðó ïðèëîæåíèé òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ � ïðîåêòèðîâàíèå è ñîçäàíèå êîì-ïüþòåðíûõ ñåòåé ñâÿçè, ñïóòíèêîâûõ ñåòåé ñâÿçè, òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé,èí�îðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòåé è ò.ï., êîòîðûõ ìîæíî îáúåäèíèòü îäíèìòåðìèíîì � öè�ðîâûå ñåòè èíòåãðàëüíîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÖÑÈÎ, ISDN). Âîçíèê-ëà íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîòîêîâ ñîáûòèé,àäåêâàòíî îïèñûâàþùèõ ðåàëüíûå èí�îðìàöèîííûå ïîòîêè, �óíêöèîíèðóþùèåâ ÖÑÈÎ. Îäíèìè èç ïåðâûõ ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè [1, 2, 3℄. Ïîä÷åðê-íåì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîòîê ñîáûòèé, ÷àñòè÷íî ëèáîïîëíîñòüþ íåèçâåñòíû, à òàêæå ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñëó÷àéíûìîáðàçîì, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ ñîáûòèé.Ïîñêîëüêó �óíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îòïàðàìåòðîâ âõîäÿùåãî ïîòîêà, âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà â ïðîèçâîëüíûéìîìåíò âðåìåíè ïàðàìåòðîâ âõîäÿùåãî ïîòîêà ïî íàáëþäåíèÿì çà ýòèì ïîòîêîì.Èññëåäîâàíèÿ ïî îöåíêå ïàðàìåòðîâ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîòîêîâ áûëè ïðîâå-äåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4, 5, 6℄.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåøåíà çàäà÷à îöåíêè ïàðàìòåðîâ àñèíõðîííîãî äâàæäûñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.88



2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèíõðîííûé äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïîòîê ñîáûòèéñ ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé [7℄ (äàëåå àñèíõðîííûé ïîòîê ëè-áî ïðîñòî ïîòîê). Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ñëó÷àéíûìïðîöåññîì �(t) ñ n ñîñòîÿíèÿìè: �1 > �2 > � � � > �n > 0. Ïðîöåññ (ïîòîê) â ìîìåíòâðåìåíè t íàõîäèòñÿ â i-ì ñîñòîÿíèè, åñëè �(t) = �i (i = 1; n). Â òå÷åíèå âðåìåíèïðåáûâàíèÿ â i-ì ñîñòîÿíèè ïîòîê âåäåò ñåáÿ êàê ïóàññîíîâñêèé ñ èíòåíñèâíîñòüþ�i (i = 1; n). Äëèòåëüíîñòü ïðåáûâàíèÿ â i-ì ñîñòîÿíèè åñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñ-ïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fi(�) = 1� e�ii� , ãäå�ii = �Pnj=1;j 6=i �ij (i = 1; n); �ij > 0 (i; j = 1; n; i 6= j) � èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäàïðîöåññà �(t) èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j, ò.å. âåëè÷èíû �ij îáðàçóþò ìàòðèöóèíòåíñèâíîñòåé (ìàòðèöó èí�èíèòåçèìàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ) ïåðåõîäîâ ìåæäóñîñòîÿíèÿìè k�ijkn1 . Â ñäåëàííûõ ïðåäïîñûëêàõ �(t) �� òðàíçèòèâíûé ìàðêîâñêèéïðîöåññ [7℄.Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòîêà �i, �ij (i; j = 1; n; i 6= j) íåèçâåñòíû. Ïðîöåññ �(t)ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íåíàáëþäàåìûì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíî òîëüêî÷èñëî ñîñòîÿíèé n è íàáëþäåíèþ äîñòóïíû ìîìåíòû íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé ïîòî-êà t1; t2; : : :. Íåîáõîäèìî ïî íàáëþäåíèÿì t1; t2; : : : îöåíèòü ïàðàìåòðû ïîòîêà �i,�ij (i; j = 1; n; i 6= j) â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ íàáëþäåíèÿ çà ïîòîêîì.�àññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé (óñòàíîâèâøèéñÿ) ðåæèì �óíêöèîíèðîâàíèÿíàáëþäàåìîãî ïîòîêà ñîáûòèé, ïîýòîìó ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè íà èíòåðâàëå íà-áëþäåíèÿ (t0; t), ãäå t0 � íà÷àëî íàáëþäåíèé, t � îêîí÷àíèå íàáëþäåíèé (ìîìåíòâûíåñåíèÿ ðåøåíèÿ), ïðåíåáðåãàåì. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü t0 = 0.Îáîçíà÷èì � = (�1; : : : ; �n; �ij; i; j = 1; n; i 6= j) � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðà-ìåòðîâ ïîòîêà, �̂(t) � âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ â ìîìåíò âðå-ìåíè t. �k è �̂k(t) � k-å êîìïîíåíòû âåêòîðà ïàðàìåòðîâ è âåêòîðà îöåíîê ñîîò-âåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì N � ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ � è �̂(t), N = n2. Îáîçíà÷èìp(�jt) = p(�jt1; t2; : : : ; tm) � àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéâåêòîðà ïàðàìåòðîâ � â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíèt1; t2; : : : ; tm (0 < t1 < t2 < : : : < tm < t) íàáëþäàëèñü ñîáûòèÿ ïîòîêà. Îáîçíà÷èì� = f�1 > �2 > : : : > �n > 0; �ij > 0; i; j = 1; n; i 6= jg � îáëàñòü çíà÷åíèé âåêòî-ðà ïàðàìåòðîâ �. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó �̂, îïòèìàëüíóþ â ñìûñëå ìèíèìóìàñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà �:�̂k(t) = Z� �kp(�jt) d� (k = 1; N);ãäå d� = d�1d�2 : : : d�N , èëè â âåêòîðíîé �îðìå�̂(t) = Z� �p(�jt) d�: (1)Âûðàæåíèå (1) äàåò îïòèìàëüíóþ îöåíêó ïàðàìåòðîâ ïîòîêà â âèäå àïîñòåðèîðíî-ãî ñðåäíåãî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïî �îðìóëå (1) íåîáõîäèìî íàéòèâûðàæåíèå äëÿ àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè p(�jt).89



3. ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ ßÂÍÎ�Î ÂÈÄÀ ÀÏÎÑÒÅ�ÈÎ�ÍÎÉÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÄëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêóððåíòíîé �îðìóëû âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ìåòîäèêîé:ðàññìîòðèì äèñêðåòíûå íàáëþäåíèÿ çà ïîòîêîì ÷åðåç ðàâíûå äîñòàòî÷íî ìàëûåïðîìåæóòêè âðåìåíè äëèòåëüíîñòè �t, à çàòåì óñòðåìèì �t ê íóëþ. Ïóñòü íà-áëþäåíèÿ çà ïîòîêîì íà÷èíàþòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, è âðåìÿ t èçìåíÿåò-ñÿ äèñêðåòíî ñ êîíå÷íûì øàãîì �t: t = k�t (k = 0; 1; : : :). Îáîçíà÷èì r(k�t) �÷èñëî ñîáûòèé, íàáëþäåííûõ íà ïîëóèíòåðâàëå âðåìåíè [(k�1)�t; k�t), r(k�t) =0; 1; : : : ; (k = 0; 1; : : :). Íà ïîëóèíòåðâàëå [��t; 0) íàáëþäåíèé íå ïðîèçâîäèòñÿ, ïî-ýòîìó r(0) ìîæåì ïîëîæèòü ïðîèçâîëüíûì, íàïðèìåð ïîëîæèì r(0) = 0. Îáîçíà-÷èì ~r(m�t) = (r(0); r(�t); : : : ; r(m�t)) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé êîëè÷åñòâàíàáëþäåííûõ ñîáûòèé íà âðåìåííûõ ïîëóèíòåðâàëàõ [(k�1)�t; k�t) (k = 0; m).�àññìîòðèì ìîìåíò âðåìåíè t òàêîé, ÷òî t = m�t; t+�t = (m+1)�t. Òîãäà èìååìr(m�t) = r(t); r((m+ 1)�t) = r(t+�t), ~r(m�t) = ~r(t); ~r((m+ 1)�t) = ~r(t+�t).�àññìîòðèì p(�j~r(m�t)) = p(�j~r(t)) = p(�jt) � àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòåé âåêòîðà ïàðàìåòðîâ � â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ïîëóèí-òåðâàëàõ âðåìåíè [(k�1)�t; k�t) (k = 0; m) íàáëþäàëîñü r(k�t) ñîáûòèé ïîòîêàñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ðàññìîòðèì p(�jt + �t) � àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü â ìî-ìåíò âðåìåíè t +�t.Òåîðåìà 1. Àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü p(�jt+�t) îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé�îðìóëîé p(�jt+�t) = p(�jt) Pnj=1 !(�jjt) (�j�t)r(t+�t)r(t+�t)! e��j�tR� p(�jt)Pnj=1 !(�jjt) (�j�t)r(t+�t)r(t+�t)! e��j�t d� ; (2)ãäå !(�jjt) (j = 1; n) � àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòîê â ìîìåíòâðåìåíè t (t > t0) íàõîäèòñÿ â j-ì ñîñòîÿíèè; !(�jjt) (j = 1; n) ïîëó÷åíû â ÿâíîìâèäå â ðàáîòå [7℄.Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè, íàõîäèìp(�j~r(t+�t)) = p(�; r(t+�t); ~r(t))p(~r(t+�t)) = p(r(t+�t)j�; ~r(t))p(�; j~r(t))p(~r(t))p(~r(t+�t)) ;èëè, èñïîëüçóÿ â ïîñëåäíåé äðîáè �îðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ óñëîâíîé âå-ðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåìp(�j~r(t+�t)) = p(�j~r(t)) p(~r(t))p(~r(t+�t)) nXj=1 p(r(t+�t)j~r(t); �; �(t) = �j)p(�(t) = �jj~r(t); �):(3)�àññìîòðèì â (3) ïðîèçâåäåíèå p(r(t +�t)j~r(t); �; �(t) = �j)p(�(t) = �jj~r(t); �). Âî-ïåðâûõ, èìååì p(�(t) = �jj~r(t); �) = !(�jjt) (j = 1; n), ãäå !(�jjt) (j = 1; n) �àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòîê â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â j-ì90



ñîñòîÿíèè, îïðåäåëåííàÿ â [7℄. Âî-âòîðûõ, êîëè÷åñòâî íàáëþäåííûõ íà ïîëóèíòåð-âàëå [t; t+�t) ñîáûòèé íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ~r(t) íàáëþäåííûõ äî ìî-ìåíòà t ñîáûòèé, à çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ ïîòîêà â ìîìåíò âðåìåíè t, ò.å. îòçíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé ïîòîêà �(t) = �j (j = 1; n) â ìîìåíòâðåìåíè t. Ïîýòîìó èìååì p(r(t + �t)j~r(t); �; �(t) = �j) = p(r(t + �t)j�; �(t) = �j).À ïîñêîëüêó ïîòîê â ëþáîì ñîñòîÿíèè âåäåò ñåáÿ êàê ïóàññîíîâñêèé, ïîëó÷àåìp(r(t+�t)j�; �(t) = �j) = (�j�t)r(t+�t)r(t+�t)! e��j�t. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì (3) â âèäåp(�j~r(t+�t)) = p(�j~r(t)) p(~r(t))p(~r(t+�t)) nXj=1 !(�jjt)(�j�t)r(t+�t)r(t+�t)! e��j�t:Íàõîäÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìíîæèòåëü p(~r(t))=p(~r(t+�t)) èç óñëîâèÿ íîðìè-ðîâêè R� p(�j~r(t+�t)) d� = 1, ïðèõîäèì ê (2).�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà ïîëóèíòåðâàëå [t; t + �t) íåò ñîáûòèé, ò.å. r(t +�t) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëóèíòåðâàë [t; t+�t) íàõîäèòñÿ íà âðåìåííîé îñè ìåæ-äó ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿ ñîñåäíèõ ñîáûòèé, ñêàæåì, ìåæäó ìîìåíòàìè tk è tk+1(k = 1; 2; : : :) ëèáî ìåæäó ìîìåíòîì íà÷àëà íàáëþäåíèé çà ïîòîêîì t0 è ìîìåíòîìíàñòóïëåíèÿ ïåðâîãî ñîáûòèÿ t1. Äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ââåäåì îáîçíà÷åíèås(t; �) =Pnj=1 �j!(�jjt).Ëåììà 1. Àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü p(�jt) ìåæäó ìîìåíòàìè íàñòóïëåíèÿñîáûòèé óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþdp(�jt)dt = �p(�jt)24s(t; �)� Z� s(t; �)p(�jt) d�35 (tk < t < tk+1; k = 0; 1; : : :): (4)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó r(t+�t) = 0, ïîëó÷àåì (2) â âèäåp(�jt+�t) = p(�jt) Pnj=1 !(�jjt)e��j�tR� p(�jt)Pnj=1 !(�jjt)e��j�t d� ;èëè, ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòû â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå â ðÿä ñ òî÷íîñòüþ äîo(�t), ïîëó÷àåìp(�jt+�t) = [p(�jt)� s(t; �)p(�jt)�t + o(�t)℄241��t Z� s(t; �)p(�jt) d� + o(�t)35�1 ;èëè, ðàñêëàäûâàÿ âòîðîé ñîìíîæèòåëü â ðÿä, íàõîäèìp(�jt+�t) = p(�jt)��ts(t; �)p(�jt) + �tp(�jt) Z� s(t; �)p(�jt)) d� + o(�t):Ïåðåíîñÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå p(�jt) âëåâî, äåëÿ íà �t è óñòðåìëÿÿ �t ê íóëþ,ïîëó÷àåì (4). 91



Àñèíõðîííûé ïîòîê îáëàäàåò ñâîéñòâîì îðäèíàðíîñòè (ïîñêîëüêó â êàæäîìñîñòîÿíèè âåäåò ñåáÿ êàê ïóàññîíîâñêèé), ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ íà ïî-ëóèíòåðâàëå [t; t+�t) äâóõ è áîëåå ñîáûòèé ðàâíà o(�t). �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäàíà ïîëóèíòåðâàëå [t; t+�t) íàñòóïàåò îäíî ñîáûòèå ïîòîêà, ñêàæåì, â ìîìåíò âðå-ìåíè tk (t < tk < t +�t). Ïðè ýòîì r(t+�t) = 1.Ëåììà 2. Àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü p(�jt) â ìîìåíòû íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèéïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëåp(�jtk + 0) = p(�jtk � 0)s(tk � 0; �)R� p(�jtk � 0)s(tk � 0; �) d� (k = 1; 2; : : :): (5)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó r(t+�t) = 1, ïîëó÷àåì (2) â âèäåp(�jt+�t) = p(�jt) �tPnj=1 !(�jjt)�je��j�t�t R� p(�jt)Pnj=1 !(�jjt)�je��j�t d� ;èëè, ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòû â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå â ðÿä ñ òî÷íîñòüþ äîo(�t), è ââîäÿ âåëè÷èíû �t0 è �t00 òàêèå, ÷òî t = tk��t0; t+�t = tk +�t00, íàõîäèìp(�jtk +�t00) = p(�jt) �tp(�jtk ��t0)s(tk ��t0; �) + o(�t)�t R� p(�jtk ��t0)s(tk ��t0; �) d� + o(�t) :Ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåé äðîáè íà �t, ïîñëå ÷åãî óñòðåìèì �tê íóëþ (ïðè ýòîì t = tk��t0 ñòðåìèòñÿ ê tk ñëåâà, t+�t = tk +�t00 ñòðåìèòñÿ ê tkñïðàâà). Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì (5).Çàìå÷àíèå ê ëåììå 2. Â ìîìåíò âðåìåíè t0 íà÷àëà íàáëþäåíèé çà ïîòîêîìàïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü p(�jt0) çàäàåòñÿ èñõîäÿ èç àïðèîðíûõ äàííûõ î ïàðàìåò-ðàõ àñèíõðîííîãî ïîòîêà. Åñëè òàêèõ äàííûõ íåò, ìîæíî çàäàòü ïëîòíîñòü p(�jt0)êàê ïðîèçâåäåíèå N ïëîòíîñòåé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà ïîòîêà.Òåîðåìà 2. Ïîâåäåíèå àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè p(�jt) íà âðåìåííîé îñè îïðå-äåëÿåòñÿ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (4) è �îðìóëîé ïåðåñ÷åòà ïëîò-íîñòè âåðîÿòíîñòåé (5), â êîòîðûõ tk � t < tk+1; p(�jtk) = p(�jtk+0); p(�jtk+1) =p(�jtk+1�0) (k = 0; 1; : : :): Â ìîìåíò âðåìåíè t0 àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü p(�jt0)çàäàåòñÿ ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ê ëåììå 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåìì 1 è 2 ïóòåì ñèíõðîíèçàöèè �îð-ìóë (4) è (5).
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Òåîðåìà 3. Àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p(�jt) âåêòîðà ïàðàìåò-ðîâ � íà ïîëóèíòåðâàëå âðåìåíè [tk; tk+1) (k = 0; 1; : : :) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:p(�jt) = p(�jtk)e [� tRtk s(�;�) d�#R� p(�jtk)e [� tRtk s(�;�) d�# d� (tk < t < tk+1; k = 0; 1; : : :); (6)ãäå p(�jtk) = p(�jtk + 0) âû÷èñëÿåòñÿ â ìîìåíò íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ tk (k =1; 2; : : :) ïî �îðìóëå (5), à â ìîìåíò t0 ïëîòíîñòü p(�jt0) çàäàåòñÿ ñîãëàñíî çà-ìå÷àíèþ ê ëåììå 2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4) ê ñëåäó-þùåìó âèäó: dp(�jt)p(�jt) = �24s(t; �)� Z� s(t; �)p(�jt)) d�35 dt:Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ïðåäåëàõ îò tk äît, ïîëó÷àåì ln � p(�jt)p(�jtk)� = � tZtk 24s(�; �)� Z� s(�; �)p(�j�) d�35 d�;èëè, ïðîäåëûâàÿ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåìp(�jt) = p(�jtk)e [� tRtk s(�;�) d�#e [ tRtk R� s(�;�)p(�j�))d� d�35:Íàéäÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêèR� p(�jt) d� = 1, ïðèõîäèì ê (6).Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (1), ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä îöåíîê ïàðàìåòðîâ ïîòîêà äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè íàáëþäåíèÿ çà ïîòîêîì. Ïðè ýòîì â ìîìåíò âðåìåíètk+1 (k = 0; 1; : : :) èìååì�̂(tk+1) = �̂(tk+1 + 0) = Z� �p(�jtk+1 + 0) d�; (7)ãäå p(�jtk + 0) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (5).
93



4. ÀË�Î�ÈÒÌ ÎÖÅÍÊÈ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ ÏÎÒÎÊÀÏîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå �îðìóëû ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü àëãî-ðèòì ðàñ÷åòà îöåíîê ïàðàìåòðîâ àñèíõðîííîãî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêàñîáûòèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t íàáëþ-äåíèÿ çà ïîòîêîì:1) â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 çàäàåòñÿ p(�jt0), èñõîäÿ èç àïðèîðíûõ äàííûõ î ïî-òîêå, ëèáî êàê ïðîèçâåäåíèå N ïëîòíîñòåé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëåäîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà ïîòîêà; òàêæå çàäà-þòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé !(�jjt0), (i = 1; n),ñïîñîá çàäàíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé îïèñàí â [7℄;2) ïî �îðìóëå (1) â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 ðàññ÷èòûâàþòñÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâïîòîêà �̂(t0);3) äëÿ k = 0 â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t (0 < t < tk+1), ãäå tk+1 � ìîìåíò íàáëþäå-íèÿ (k+1)-ãî ñîáûòèÿ ïîòîêà, ïî �îðìóëå (6) ðàññ÷èòûâàåòñÿ àïîñòåðèîðíàÿïëîòíîñòü p(�jt) è ïàðàëëåëüíî ñ ýòèì ïî �îðìóëå (1) ðàññ÷èòûâàþòñÿ îöåí-êè ïàðàìåòðîâ ïîòîêà �̂(t); ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòè !(�jjt) (j = 1; n), âõîäÿùèåâ (6), âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî [7℄;4) äëÿ k = 0 â ìîìåíò âðåìåíè tk+1 ïî �îðìóëå (5) ðàññ÷èòûâàåòñÿ àïîñòåðè-îðíàÿ ïëîòíîñòü p(�jtk+1+0) è ïî �îðìóëå (7) íàõîäÿòñÿ îöåíêè �̂(tk+1); ïðèýòîì p(�jtk+1� 0) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (6) â ìîìåíò âðåìåíè t = tk+1, âå-ðîÿòíîñòè !(�jjt) (j = 1; n), âõîäÿùèå â (6), â ìîìåíò t = tk+1 âû÷èñëÿþòñÿñîãëàñíî [7℄; çíà÷åíèå p(�jtk+1+0) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòèp(�jt) íà ñëåäóþùåì øàãå àëãîðèòìà;5) øàãè 3 � 4 àëãîðèòìà ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ k = 1; 2; : : : .5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ àñèíõðîííîãîäâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîòîêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé [7℄. Îöåíêè îïòè-ìàëüíû â ñìûñëå ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ îò èñòèííûõ çíà-÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîòîêà. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì îöåíêè ïàðàìåòðîâ àñèíõðîííîãîïîòîêà ñîáûòèé. Ñ�îðìóëèðîâàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïðîãðàìì-íî è ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåàëüíûõ ïîòîêîâ. Îöåíêè ïàðàìåòðîâðåàëüíûõ ïîòîêîâ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ñîçäàíèè àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-ëåé ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ è ïðîåêòèðóåìûõ ÖÑÈÎ.ËÈÒÅPÀÒÓPÀ1. Áàøàðèí �. Ï., Êîêîòóøêèí Â. À., Íàóìîâ Â. À. Î ìåòîäå ýêâèâàëåíòíûõçàìåí ðàñ÷åòà �ðàãìåíòîâ ñåòåé ñâÿçè. ×.1 // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Òåõí. êèáåðíå-òèêà, 1979. � 6. Ñ. 92�99. 94
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