
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÓÌÌÀ�ÍÎ�ÎÏÎÒÎÊÀ ÎÁ�ÀÙÅÍÈÉÂ ÑÈÑÒÅÌÅ Ì|GI|1Ñ ÏÎÂÒÎ�ÍÛÌÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈÅÌ Ñ Ó×ÅÒÎÌÍÎÌÅ�À ÏÎÏÛÒÊÈÈ. ÀíàíèíàÒîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÒîìñê, �îññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿananinaia�sibmail.omÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà M|GI|1, íà âõîä êîòîðîé ïîñòóïàåò ïðîñòåé-øèé ïîòîê. Â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ìíîãîêðàòíîå îáñëóæèâàíèå çàÿâîê, ïðè ýòîìäëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ è âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ â ñèñòåìó çàâèñÿò îò íî-ìåðà îáðàùåíèÿ ýòîé çàÿâêè. Íàéäåíà ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ñóììàðíîãî ÷èñëàçàÿâîê, îáðàòèâøèõñÿ ê ñèñòåìå çà âðåìÿ t.Êëþ÷åâûå ñëîâà: M|GI|1 , ïîòîêè îáðàùåíèé, ïîâòîðíîå îáñëóæèâàíèå, ìåòîäïðåäåëüíîé äåêîìïîçèöèè.1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì êîëè÷å-ñòâîì îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ, íà âõîä êîòîðîé ïîñòóïàåò ïðîñòåéøèé ñ ïàðà-ìåòðîì � ïîòîê. Â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ìíîãîêðàòíîå îáñëóæèâàíèå çàÿâîê. Çà-ÿâêà, âûïîëíÿþùàÿ k-îå ïî ñ÷åòó îáñëóæèâàíèå, íàçûâàåòñÿ k-çàÿâêîé. Ïåðâè÷-íûå çàÿâêè, òî åñòü çàÿâêè âõîäÿùåãî ïðîñòåéøåãî ïîòîêà, ÿâëÿþòñÿ 1-çàÿâêîé.Çàâåðøèâ îáñëóæèâàíèå, ñ âåðîÿòíîñòüþ rk ïîêèäàåò ñèñòåìó, à ñ âåðîÿòíîñòüþ1 � rk âîçâðàùàåòñÿ íà ïðèáîð äëÿ ïîâòîðíîãî îáñëóæèâàíèÿ, ñòàíîâÿñü (k + 1)-çàÿâêîé. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ k-çàÿâêè èìååò ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäå-ëåíèÿ Bk(x).Îáîçíà÷èì nk(t) - ÷èñëî k-çàÿâîê, ðåàëèçîâàííûõ (ïîÿâèâøèõñÿ) â ñèñòåìå çàâðåìÿ t. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åí-íûì ÷èñëîì îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ è ïîâòîðíûìè îáðàùåíèÿìè ñ ó÷åòîì íî-ìåðà ïîïûòêè . Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ñóììàðíîãîïðîöåññà m(t) = 1Xk=1 nk(t):8



2. ÌÅÒÎÄ Ï�ÅÄÅËÜÍÎÉ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈÈññëåäîâàíèå ñóììàðíîãî ïîòîêà îáðàùåíèé è íàõîæäåíèå åãî ïðîèçâîäÿùåé�óíêöèè áóäåì îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðåäåëüíîé äåêîìïîçèöèè [1℄.Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.Âõîäÿùèé ïîòîê äåëèòñÿ ïî ïîëèíîìèàëüíîé ñõåìå ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìèíà N íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè �=N , çàÿâêè êàæäîãîïîòîêà íàïðàâëÿþòñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèáîð. Òàêèì îáðà-çîì, ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü N íåçàâèñèìûõ îäíîëèíåéíûõ ÑÌÎ. Áóäåì ïîëàãàòü,÷òî ýòè ÑÌÎ ñ îòêàçàìè. Òî åñòü íîâàÿ çàÿâêà, ïîñòóïèâøàÿ â ñèñòåìó, çàíÿòóþîáñëóæèâàíèåì, òåðÿåòñÿ. Ïðè N!1 âåðîÿòíîñòüþ ïîòåðü çàÿâîê ìîæíî ïðåíå-áðå÷ü, è òîãäà ñóììàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîâîêóïíîñòè N îäíîëèíåéíûõ ÑÌÎñõîäÿòñÿ ê õàðàêòåðèñòèêàì èñõîäíîé ìîäåëè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà îáðàùåíèé â ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííûì êîëè÷å-ñòâîì îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðàñïðå-äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà îáðàùåíèé â îäíîëèíåéíîé ÑÌÎ ñ îòêàçàìè.3. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÄÍÎËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÌÎ ÑÎÒÊÀÇÀÌÈ È ÏÎÂÒÎ�ÍÛÌ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈÅÌ ÑÓ×ÅÒÎÌ ÍÎÌÅ�À ÏÎÏÛÒÊÈ�àññìîòðèì îäíîëèíåéíóþ ñèñòåìó îáñëóæèâàíèÿ ñ îòêàçàìè. Â óêàçàííîé îä-íîëèíåéíîé ñèñòåìå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ -ñóììàðíîå ÷èñëî îáðàùåíèé, ðåàëèçîâàííûõ çà âðåìÿ t:m(t; N) = 1Xk=1 nk(t; N):Çäåñü nk(t; N) - ïðîöåññû èçìåíåíèÿ ÷èñëà îáðàùåíèé k-çàÿâîê â îäíîëèíåéíîéÑÌÎ. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ m(t; N) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ââå-äåì â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå:ïðîöåññ k(t) - ñîñòîÿíèå îáñëóæèâàþùåãî ïðèáîðà, òî åñòü k(t) = k êîãäà îíçàíÿò îáñëóæèâàíèåì k-çàÿâêè , è k(t) = 0 êîãäà ïðèáîð ñâîáîäåí;z(t) - äëèíà èíòåðâàëà îò ìîìåíòà âðåìåíè t äî ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ òåêóùåãîîáñëóæèâàíèÿ, åñëè ïðèáîð çàíÿò.Ïîëó÷åííûé òðåõìåðíûé ïðîöåññ fk(t); m(t; N); z(t)g ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì. Åãîðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:P0(m; t;N) = Pfk(t) = 0; m(t; N) = mg - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò âðåìå-íè t ïðèáîð ñâîáîäåí è çà ýòî âðåìÿ ê ñèñòåìå îáðàòèëîñü m çàÿâîê;Pk(m; z; t; N) = Pfk(t) = k;m(t; N) = m; z(t) < zg - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàìîìåíò âðåìåíè t â ñèñòåìå: ñóììàðíîå ÷èñëî îáðàùåíèé ðàâíî m, íà ïðèáîðå îñó-ùåñòâëÿåòñÿ îáñëóæèâàíèå , è äî åãî îêîí÷àíèÿ îñòàåòñÿ âðåìåíè ìåíüøå z. Äëÿðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òðåõìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà fk(t); m(t; N); z(t)gñîñòàâèì ïðÿìóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà [2℄:9



�P0(m; t;N)�t = 1Xk=1(1� rk)�Pk(m; z; t; N)�z � �N P0(m; t;N);�P1(m; z; t; N)�t = �P1(m; z; t; N)�z � �P1(m; 0; t; N)�z + �N P0(m� 1; t; N)B1(z);�Pk(m; z; t; N)�t = �Pk(m; z; t; N)�z � �Pk(m; 0; t; N)�z + rk�1Bk(z)�Pk�1(m� 1; 0; t; N)�z :�àññìîòðèì ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè1Xm=0 xmP0(m; t;N) = H0(x; t; N); (1)1Xm=0 xmPk(m; z; t; N) = Hk(x; z; t; N); k � 1: (2)Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [3℄äëÿ �óíêöèé H0(x; t; N), Hk(x; z; t; N), k � 1 âèäà�H0(x; t; N)�t = 1Xk=1(1� rk)�Hk(x; z; t; N)�z � �NH0(x; t; N);�H1(x; z; t; N)�t = �H1(x; z; t; N)�z � �H1(x; 0; t; N)�z + �NH0(x; t; N)xB1(z); (3)�Hk(x; z; t; N)�t = �Hk(x; z; t; N)�z � �Hk(x; 0; t; N)�z + rk�1xBk(z)�Hk�1(x; 0; t; N)�z :�åøåíèå ñèñòåìû (3) áóäåì èñêàòü â âèäåH0(x; t; N) = 1 + 1NF0(x; t) + o(N�2); (4)Hk(x; z; t; N) = 1NFk(x; z; t) + o(N�2); k � 1: (5)Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ F0(x; t) è Fk(x; z; t), k � 1, èìåþò âèä:�F0(x; t)�t = �� + 1Xk=1(1� rk)fk(x; t); (6)�F1(x; z; t)�t = �F1(x; z; t)�z � f1(x; t) + �xB1(z); (7)�Fk(x; z; t)�t = �Fk(x; z; t)�z � fk(x; t) + rk�1xBk(z)fk�1(x; t); (8)ãäå fk(x; t) = �Fk(x; 0; t)�z ; k � 1:10



�åøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ(7) îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéäëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõdt1 = dz�1 = dF1(x; z; t)�xB1(z)� f1(x; t) :Íàéäåì äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà ýòîé ñèñòåìû. Îäèí èç íèõ íàéäåì èç óðàâíåíèÿ�dt = dz:Òî åñòü z = C1 � t: (9)Äðóãîé ïåðâûé èíòåãðàë íàõîäèì èç óðàâíåíèÿdF1(x; z; t) = [�xB1(z)� f1(x; t)℄dt:Îòêóäà, ïîäñòàâëÿÿ (9), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâîF1(x; z; t) = �(z + t) + Z t0 [�xB1(z + t� s)� f1(x; s)℄ds; (10)ãäå �(z) - ïðîèçâîëüíàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè P0(m; 0; N) = � 0; m > 0;R0(N); m = 0:Pk(m; z; 0; N) = � 0; m > 0;Rk(z;N); m = 0: (11)R0(N) + 1Xk=1 Rk(z;N) = 1:Çäåñü R0(N), Rk(z;N), k � 1, - ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòî-ÿíèÿ ïðèáîðà â îäíîëèíåéíîé ÑÌÎ. Èç (1-2) ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàH0(1; t; N) = R0(N); Hk(1; z; t; N) = Rk(z;N); (12)Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè R0(N), Rk(z;N) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåR0(N) = 1 + 1NR0 + o(N�2); Rk(z;N) = 1NRk(z) + o(N�2): (13)Òîãäà ñîãëàñíî (4-5), (10) è (11)F1(x; z; 0) = �(z) = R1(z):11



Âåðîÿòíîñòè R0, Rk(z), k � 1, ñ ó÷åòîì (12) îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (6-8)ïðè x = 1 è óñëîâèåì íîðìèðîâêè, òî åñòüR0 = �� b1 + 1Xk=2 k�1Yi=1 ribi+1!;R1(z) = � Z z0 (1� B1(y))dy; (14)Rk(z) = � k�1Yi=1 ri Z z0 (1� Bk(y))dy;ãäå bk - ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ k-çàÿâêè. Òàêèì îáðàçîì,÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ïðèíèìàåò âèäF1(x; z; t) = � Z z+t0 (1� B1(y))dy + Z t0 [�xB1(z + t� s)� f1(x; s)℄ds: (15)Äè��åðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî z â íóëå, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿíàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèè f1(x; t):f1(x; t) = �(1� B1(t)) + �xB1(t): (16)Òàêèì æå îáðàçîì íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (8):Fk(x; z; t) = � k�1Yi=1 ri Z z+t0 (1� Bk(y))dy ++ Z t0 [rk�1xBk(z + t� s)fk�1(x; s)� fk(x; s)℄ds: (17)Äè��åðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî (17) äëÿ Fk(x; z; t), k � 2, ïî z â íóëå,ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèé fk(x; t), k � 2:fk(x; t) = � k�1Yi=1 ri(1� Bk(t)) + xrk�1 Z t0 bk(t� s)fk�1(x; s)ds; (18)ãäå bk(t) - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ k-çàÿâêè.Ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) èìååò âèäF0(x; t) = �� b1 + 1Xk=2 k�1Yi=1 ribi+1!� �t+ 1Xk=1(1� rk) Z t0 fk(x; s)ds: (19)Ïðè z !11 âûðàæåíèÿ (15) è (17) ïðèîáðåòàþò âèäF1(x; t) = �b1 + �xt� Z t0 f1(x; s)ds; (20)12



Fk(x; t) = �bk k�1Yi=1 ri + rk�1x Z t0 fk�1(x; s)ds� Z t0 fk(x; s)ds: (21)Òîãäà, ñóììèðóÿ (19-21) ïî ìàðãèíàëüíîé êîìïîíåíòå k, ñîãëàñíî (4-5), ïîëó÷àåìF (x; t) = �F0(x; t) + 1Xk=1 Fk(x; t) = (x� 1)"�t+ 1Xk=1 rk Z t0 fk(x; s)ds#: (22)Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ G(x; t) ÷èñëà ñóììàðíûõ îáðàùåíèé â èñõîäíîé ñèñòåìå ñíåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ëèíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìG(x; t) = efMm(t)g = limN!1 efM(m1(t) +m2(t) + : : :+mN (t))g:Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå mi, i = 1 : : : N , íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, èìååìG(x; t) = limN!1(H(x; t; N))N ;ãäå H(x; t; N) - ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ñóììàðíîãî ÷èñëà îáðàùåíèé â îäíîëèíåé-íîé ÑÌÎ. Ó÷èòûâàÿ (4-5) ïîëó÷àåìG(x; t) = limN!1�1 + 1NF (x; t) + o(N�2)�N :Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (22), ïîëó÷àåì èñêîìîå âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå ïðîèç-âîäÿùóþ �óíêöèþ ÷èñëà ñóììàðíûõ îáðàùåíèé â ñèñòåìå M|GI|1 ñ ïîâòîðíûìîáñëóæèâàíèåì ñ ó÷åòîì íîìåðà ïîïûòêè:G(x; t) = e{(x-1)"�t+P1k=1 rk R t0 fk(x; s)ds#):Çíàíèå âèäà ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ñóììàðíîãî ÷èñëà îáðàùåíèé â ñèñòåìåïîçâîëÿåò ðàñ÷èòàòü ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà m(t) è îïðåäåëèòü, íà-ïðèìåð, ñðåäíåå ÷èñëî îáðàùåíèé ê ñèñòåìå çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ t.ËÈÒÅPÀÒÓPÀ1. Ìîðîçîâà À.Ñ., Ìîèñååâà Ñ.Ï., Íàçàðîâ À.À. Èññëåäîâàíèå ÑÌÎ ñ ïîâòîðíûìîáðàùåíèåì è íåîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ ìåòîäîì ïðå-äåëüíîé äåêîìïîçèöèè // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè.� 2005.� Ò.13, âûï.5.�Ñ. 88-92.2. �íåäåíêî Á.Â. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ì.: Íàóêà, 1969.3. Ýëüöãîëüö Ë.Ý. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå.Ì.: Íàóêà, 1969. 13


