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ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

УДК 517.925.42 

К Р И Т Е Р И Й У С Т О Й Ч И В О С Т И К Р А Т Н Ы Х П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Х Ц И К Л О В 

В , В . АМЕЛЬКИН, А . В . ЛЕВИН 

Рассмотрим вещественную автономную систему двух дифференциальных уравнений 

£ = Р (ж ,у ) , y = Q(x,y), ('=d/dt), (1) 

где Р и Q — голоморфные в любой конечной области фазовой плоскости R 2 функции. 
Предположим, что система (1) имеет отрицательно ориентированный предельный цикл Г, 

параметрические уравнения которого задаются соотношениями 

* = /(*)> » = (2) 

где f u g — периодические функции t с периодом to. 
Если цикл Г грубый, то вопрос о его устойчивости или неустойчивости решается просто: 

если характеристический показатель цикла отрицателен, то Г — устойчивый предельный 
цикл, если характеристический показатель цикла положителен, то Г — неустойчивый пре­
дельный цикл. 

В случае негрубого (кратного) предельного цикла решение вопроса об устойчивости и о 
степени его негрубости резко усложняется и обычно связывается с изучением в окрестности 
цикла Г дифференциального уравнения траекторий системы (1) в так называемой универсаль­
ной системе криволинейных координат. Именно выберем в качестве параметра в уравнениях 
(2) не время £, а длину дуги s предельного цикла, отсчитываемую от некоторой фиксирован­
ной точки Во на кривой Г, где под положительным направлением понимается направление 
движения часовой стрелки. При таком подходе изменению параметра з в положительном на­
правлении соответствует изменение времени t ~ т(з) также в положительном направлении. 

Пусть / — длина дуги предельного цикла, соответствующая его однократному обходу, а 
х — ]\т(з)) ~ ip(s), у = д(т($)) = tp{s), где 0 < з < /, — параметрические уравнения пре­
дельного цикла (2) . Тогда универсальная система криволинейных координат задается 
соотношениями [1]: 

х = <р(з) - пф'(з), у = ф(з) + тнр'(з), (3) 

где <p'{s) - dx/ds\B - Р0(Р* + QlYll\ Ф'{*) = dy/ds\B = Q0(P* + Q g ) ~ 1 / 2 . Здесь Р0 и Q0 — 
значения Р и Q в точке В(у?(з),ф(з)) и, таким образом, формулы (3) однозначным образом 
связывают прямоугольные координаты (х,у) точки Л, лежащей на направленной нормали п, 
проходящей через точку В предельного цикла, с ее криволинейными координатами, 

С учетом формул (3) можно в окрестности предельного цикла Г выписать дифференци­
альное уравнение траекторий системы (1) в криволинейных координатах в виде 

dn/ds - (Q<p' - Рф1 - п{Р<р" + Qil>"))/(Pip' + ЯФ') - F{s, п ) , ( 4 ) 

где <р»(з) = -Qo[P2Q*o + PoQo(Qyo - Рхо) - QlPVo]/(PS + Ql)\ ГЬ) = Po[PSQ,0 + PoQo(QVQ ~ 
- PXo) -QlPyo]/(Po+Qo)2, a PXo, Pyo, QXQ, Qyo — частные производные P и Q при n = 0. 
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Заметим, что в силу голоморфности правой части системы (1) функция F в (4) будет 
голоморфной по п. Поэтому, разлагая, ее в ряд по целым степеням п в окрестности предельного 
цикла, уравнение (4) можно переписать в виде 

f$ = 0)n + ~F^(s, ОУ + . . . + ± I $ \ s , 0)п* + . . . 

Интегрируя теперь уравнение (4) по 5 от 0 до I, где / — длина траектории Г, получим 
так называемую функцию исследования 

i 

Ф (п 0 ) - п(1,щ) - щ ~ I F(s,n(s,n0))ds, (5) 
о 

где щ = п(0). Очевидно, что Ф(0) = 0, и поэтому по поведению функции (5) при щ > 0 и 
п 0 < 0, близких к нулю, можно судить об устойчивости, полуустойчивости и неустойчивости 
предельного цикла Г. Так, условия 

Ф'(О) = Ф"(О) = . . . = ¥к~гЧо) = о, Ф<*>(0) < о (> о), ( 6 ) 

где к — нечетное число, являются необходимыми и достаточными условиями как устойчиво­
сти (неустойчивости), так и к -кратности предельного цикла Г. Условия же 

Ф'(0) - Ф"(0) = . . . = Ф ^ - ^ О ) = 0, Ф<*'(0) ф 0, (7) 

где к — четное число, являются необходимыми и достаточными условиями полуустойчивости 
и к -кратности предельного цикла Г. 

Из сказанного выше следует, что для решения вопроса об устойчивости предельного цикла 
Г и степени его кратности нужно знать явное представление производных фМ. 

В работе [2] такое явное представление дается для первых пяти производных. Что же 
касается представления производной ф(*)(0) при произвольном А, то выведенные в [2] фор­
мулы оказываются настолько необозримыми, что реально на практике они вряд ли могут 
быть использованы, при этом трудность их практического применения при достаточно боль 
ших к объясняется еще и тем, что всякий раз необходимо предварительно находить функции 
F ^ ( s , 0 ) , аналитические представления для которых оказываются довольно сложными. В 
работе [3], используя результаты работы [4], была предпринята попытка упростить форму­
лы для нахождения Ф ^ ( 0 ) . Именно в терминах правых частей уравнений системы (1) и их 
производных удалось получить формулы рекуррентного типа, взаимно однозначно связанные с 
производными Ф ^ ( 0 ) , позволяющие ответить как на вопрос о степени кратности предельного 
цикла, так и. на вопрос о его устойчивости. 

Так, если обозначить Р2 + Q2 - V (Р2 + Q2)1/2 = Аъ А - (QdP/di - PdQ/dt)/bQ} 

(PDJP + QD>Q)/j\ = bh (PD{Q - QDjP)/il = где ij - 1 , 2 , 3 , . . а оператор Dl ( D* ) 

I 9 JL I A " f t 

[ A) dx (30 dy\ 
d2 = b\/hl~-b2jbl, dk = - ( 1 / Ь 0 ) ( Ь * ^ О + Ь А Г - 1 ^ 1 + - • . + где к = 3 , 4 , . . . , и учитывать, 
что функции Р и Q всюду рассматриваются вдоль цикла Г, то оказывается, что 

определяется равенством Dv = , v = 1 ,2 ,3 , . . . , d0 - 1/Ьо, di = -h/bl 

где г + j — I + s + 1 — к. Если положить теперь 

ai(t) = exp J F'n dr, о , (*) - ^аг J F^a i dr, as(t) = -^a, J F%a\dr + A X J F^a2 dr, 
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J = 2 «l + «2 + .-.*f *fc-2==7 

при условии, ЧТО 

ш ш uj 

где A: — 5 , 6 , . . . , a Si, з 2 , . . . , « ^ - 2 — целые неотрицательные числа такие, что s x + 2s2 + ... 
. . . + ( f c ~ 2 ) 6 f c _ 2 = А — 1, то выполнение условия hk < 0 ( > 0 ) при к нечетном является необхо­
димым и достаточным условием устойчивости (неустойчивости) и к -кратности предельного 
цикла Г, условие же hk ф 0 при к четном является необходимым и достаточным условием 
полуустойчивости и &-кратности цикла Г. 

Как видно из аналитического представления постоянных hiy упрощение в их вычислении 
может быть достигнуто как за счет более простого, чем (8) , представления функций так 
и за счет уменьшения числа интегралов в (9 ) , ибо часть из них может обращаться в нуль вдоль 
траектории Г. 

В работе [5] введены в рассмотрение функции 

Нг(з,п) = P'x(x{s,n),y(s,n)) + Q'y(z(s,n),y{s,n)), 

И2(з9п) = д(РНф0)/ду - d(QHx/bo)/dx, Я 3 ( д , п ) - д(РИф0)/ду - d(QH2/h0)/dx, 

# 4 ( s , n ) = д(РНф0)/ду - д(дНф0)/дх9 ё = е х р * ь 

t i 

где ёг = [ # i (s (r) ,0)dT, 62 ™ /Н2(в(г)^0)6 dr, и доказана 
о о 

Т е о р е м а 1, Если: 

г) к — 2 и вдоль замкнутой траектории Г системы (1) hi = f Hi(s(t),Q) dt = 0, /г2 = 
о 

w 
— / H2(3(t):Q)S dt ф 0, mo Г — двукратный полу устойчивый предельный цикл системы (1); 

о 
ц> 

n) А; = 3 w в<?олг> Г Aj = Л2 = 0, h 3 f H3(s(t)^0)S2 dt < 0 ( > 0) , mo Г — трехкратный 
о 

устойчивый, (неустойчивый) предельный цикл системы (1); 

Щ) к = 4 и всхоль Г Лх = А 2 ^ h3 = 0, Л4 = J Я 4 (а (*) ,0 )й 3 Л + 2 J #3($(t),0)£2M* ф 0, 
о о 

т о Г — четырехкратный полу устойчивый предельный цикл системы (1). 
Обозначив теперь # 5 ( s , r c ) = д(РН^/Ь0)/ду - d(QH\/b0)/dx^ докажем следующее утвер­

ждение. 
Т е о р е м а 2. Если к = 5 и вдоль замкнутой траектории Г системы (1) 

hx == h2 ^ h 3 r = h 4 = 0, (10) 

W О* (л* 

Л 5 = У Hs(3(t),Q)64dt + 5 f H4(s(t),Q)6%dt + 5 j H3(s(t), 0)626* dt < 0 ( > 0) , (11) 
о b о 

mo Г — пятикратный устойчивый (неустойчивый) предельный цикл системы (1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Следуя [5], введем в рассмотрение алгебраическое произведение 

J(u, v) = (PQv ~ Q0u)/(P£ + Q2), Jq(u,v) = (P0v0-QoUo)/(P$+ QI), где v —голоморфные 
в любой конечной области фазовой плоскости 1R2 функции, а гг0, v0 — их значения в точке 



Если воспользоваться теперь формулами (3,25) -— (3.28) из [5]: 

^ ( М ) = # iM ) ( -P 0

2 + Qir1'2
 - 2 - ' Ч ^ + Я1)~Ч{Р1 + Ql)/ds, 

F^(s. 0) = H2(s, 0) - [dX2/ds + X2J0(dP/dn, dQ/dn)], 

= #з(М)(Л2 + Qo)1 / 2 - [dXb/d8 + 2X3J0(dP/dn, dQ/dn)], 

*£ V )(M) = H4(s,0)(P2 + Qg) - [dXt/da + 3X4J0(dP/dn,dQ/dn)} + 2(.P0

2 + Ql)1/2H-UQX2-

-2Н20Х3 + 2X3[dX3/ds + X3J0(dP/dn, dQ/dn)], 

то можно доказать, что 

/£°(М) = #s(M)(Po + Qlf12 - [dXe/de + 4XBJ0(dP/dnfdQ/dn)) + 5 Я 4 0 Х 2 ( Р 2 + g 2 ) + 

+ 5 Я 3 0 Х 2

2 ( Р 0

2 + g 2 ) 1 / 2 - 5 Я 2 0 Л ' 4 + 5X<[dX2/ds + X3J0(dP/dn, dQ/dn)}. (12) 

Здесь HkQ — Hk(s,0), a X 2 . A' 3 , X 4 , X 5 —периодические функции s с периодом /, которые 
задаются формулами: 

/ dQ dP\ 

дп2' <9п2 

a 2g a 2 P N / a 3g a 3 P \ / dQ dP\ , и Ч и г u ag a p \ 3 

dn'' dn) 

( d*Q d*P\ ( dQ dP\ ( 9*Q d*P\ ( d*Q d*P\ ( dQ dP\ 
A s - J o v a^"' a W ~5J° Vto' d^)J°V a^"' a w +

 0 Г a^"' a w " ' 0 V an' "anJ 

+ 3 

a2g a^p 
a« 2 ' a«2 

a 2p a 2g 
an 2 ' an2 

d2jh 
dn2 

л т , #g ap \ /ар ag 
4 - 7 o ( " " ^ n ' a n ; 4an'a7^ V dn + ° U n 3 ' an3 

r r /ар ag\ / a 2g a 2 P \ / ag ap\ / a 2 P a 2 g\ 
~ 6 4 a v a w J o \ a ^ : W J ~bJcV^n^)J\w''d^)~Uu 

dP_ dQ\z 

dn ' dn 

+ 1 8 / o l ~ a « ' a W ^Un' - 'an 
i /ар а д \ / а я 2 \ r / a 2 p a 2 g\ 

Я1°/+ ЛУмaW \Ж)0

 + d 2 0 P U ? ' a W 
.4Jo(_E9.,Ef.)jc(^L * Л 

\ dn' dn J \dn' dnJ 
где {dHif дп)0, (dB2/dn)Q, (d2Hi/dn2)0 обозначают соответственно dHi(s,Q)/dn, 
дН2(з,0)/дщ d2Hl(s,0)/dvA 

Соотношение (12) позволяет показать, что 

* ( V , ( 0 ) - / [Н-Ж + Qlf'2 - ( ^ + 4 Х 5 Jo (§£, + 5 Я 4 Х 2 ( Р 2 -f Q 

+ 5 Я 3 0 Х 2 ( Р 2 + Ql)l!2 - 5 Я 2 0 Х 4 + 5*4 + ( ^ , | f ) ) ]a 4 d S + 

0/ + 
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+5 J[я40(Р0

2 + Ql) - (-|± + ZX<Jo ( ~ Ц ) ) + 2 Я 3 0 Х 2 ( Р 0

2 + g>) l / a
 - 2 Я 2 0 Х 3 + 

as \on on 

s 

dt + ^ 2 ^ 0 
dP dQ_ 
dn' 5n 

cr dt ds+ 

20" 

(7 <ft ) ds, 
dX2 /ЭР OQ 

~dT 1 X3Jo\fa'fa. 
z 

где a = exp / J0(dP/dn, dQ/dn) d£. 
о 

Обозначим A = J Я 5 0 ( Р 0

2 + д 2 ) 3 / 2 с г 4 / H40(P2 + Q2)a3 J H20adt ds+5f HS0{P2 + Q2Y'2x 
О 0 0 0 

xa2(f H2Qadt) ds. Тогда, раскрывал скобки в выражениях под знаками интегралов в правой 

части представления для ф( у)(0)< приводя подобные и интегрируя по частям с учетом условий 
(10), можно убедиться, что Ф ^ ) ( 0 ) = А. Переходя же к декартовым координатам, окончатель­
но получим 

IJJ to ш 

* ( V ) ( 0 ) = (Pi + Як)2 (J Bso84dt + 5 J H406%dt + 5 J H30S2S2dt), 
0 0 0 

где Р# 0 , QB0 — значения P и Q в точке B0* 
Завершает доказательство теоремы ссылка на работу [5], из которой следует, что условия 

(10) равносильны условиям Ф'(0) = Ф"(0) = Ф'"(0) = Ф<1У>(0) = 0, и тот факт, что, как 
показано выше, условие (11) равносильно условию ф ( у ) ( 0 ) < 0 ( > 0 ) . 

В заключение отметим, что если постоянные hk, определяемые формулами (9) , формально 
из 

переписать в виде hk = J fk(F^, F%2,. • •, F^) dt, где fk — известная функция своих аргу-
о 

ментов и к = 1 , 2 , 3 , . . . , то теоремы 1 и 2 дают определенное основание для следующего 
утверждения. 

w 

Г и п о т е з а . Первые (к — 1) условий из (6) и (7) равносильны условиям: hi = j}\{Hi)dt = 
о 

= 0, h2 — / /г(Я1, H2) dt = 0, hk^1 = / / * ~ i ( # i , Я 2 , . . . , # * _ ] ) dt = 0, а последние условия 
о о 

и 
равносильны соответственно условиям: hk = J fk(H\,H2,... ,Hk)dt < 0 ( > 0) и hk = 
= ffi{H1,Hi,...,Hk)dt?0. 

0 
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