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Введение . В данной статье уточняются результаты [1]. Рассматривается линейный ин­
тегральный оператор третьего рода 

(Ки)(з) = a(s)u(s) + j K{s,t)u(t)ii(dt). (1) 
X 

Предположим, что (А", —пространство с мерой // такой, что пространство 1 2 ( А , 
сепарабельно. Функции a(.s), K(s,t) измеримы, определены и конечны почти всюду отно­
сительно мер fi и /г X jjl (произведение мер) соответственно. В остальном придержива­
емся ограничений и соглашений, принятых в работе [1]. Как установлено в [1], оператор 
/С £ B(L2(X,g'lfi),L2(X,glfi)), т . е . является ограниченным оператором, действующим из 
L2(X,g2{i) в L2(X,g2fi). Как обычно, пространство B(X,Y) снабжается топологией равно­
мерной сходимости. Весовые функции д0 и дг определены в [2, теорема 1.1]. При выполнении 
условия 

K0(t) = ( / \К(з,г) \ 2 д1Ш<Н)У < +оо, (2) 
X 

почти всюду в [1] исследуется возможность интегрального представления оператора /С®, ква­
зиобратного к оператору /С. Формула для квазиобратного оператора, найденная в [1], имеет 
следующий вид: 

А' 

+ 2 ^ ) / W^QoivMgfaMdt). (3) 
Л" 

Здесь x(s) — характеристическая функция множества supp а, а линейный оператор Q0 G 
6 B(L2(X,glii)). В [1] доказано, что — предел в равномерной операторной топологии 
пространства B(L2(X,glfi)) последовательности регулярных интегральных операторов Q / f с 
ядрами 

w M ) = | > . ) ' ( ? ; ; y - - * ^ , ( 4 ) 

где а — параметр сходимости, K^+\{\s,t) — некоторые функции от итерированных ядер 
интегрального слагаемого в формуле (1) (см, [2, теорема 3.1]). Сама формула (3) установлена 
в предположении (2) и условиях К £ (СД) , а £ (CR). Последнее означает, что оператор 1С 
и оператор умножения на функцию a(s) имеют замкнутые области значений. Таким обра­
зом, в [1] исследуется возможность интегрального представления оператора Q0. Следующее 
определение необходимо для формулировки основного результата [1]. 

Обозначим Z/ 0 0 ' 2 = L°°[L2(X.g2ii)} — пространство классов всех А ~ /х х jj. измеримых 
комплекснозначных функций # ( . s , t ) , удовлетворяющих следующим условиям: 
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1) при почти всех i £ X функция 5 —> H(s,t) принадлежит пространству L2(X^glfi)) 

2} функция 7 £L°°(X,vi). 

Так определенное пространство называется пространством со смешанной нормой 

| | | # | | | о о , 2 = / i - e s s - s n p ^ \H(s,t)\2gl(s)fi(d, 
1/2 

С помощью теоремы 2.2 [1] задача об интегральном представлении оператора /С® сводится 
к задаче об интегральном представлении оператора H0(£,t,(f) : 

M,*,v) = / « ( f . M № M * ) / i W (5) 

с некоторой ( / i X / i X / i ) -измеримой функцией .s), принадлежащей по переменной s про­
странству LL(X,g2fi) почти при всех (£ , / ) . 

В настоящей работе доказываются следующие результаты. 
Т е о р е м а 1. Если К £ ( С Д ) , а £ (СД) и выполнено условие (2), то справедливо инте­

гральное представление (5). 
С л е д с т в и е 1. При выполнении условий теоремы 1 существует подпоследовательность 

{Nic}fLl натурального ряда, не зависящая от выбора точки такая, что последо­
вательность {QNk,{s.()K(s,t)}<^_1 сильно сходится в пространстве Ll(X,gl/.i) почти при 
всех (£,0 £ X X X к функции s). 

С л е д с т в и е 2. В условиях теоремы 1 оператор #0(£, £,(/?) является оператором с аб­
страктной нормой, т.е. f |Q(£, t, s)\g2(s)/i(ds) £ 5(X x X,// x ji), где S(X x X , \ L x JJ) — 

x 
совокупность всех измеримых относительно меры \л X /л почти всюду конечных функций, 
определенных ji X \х почти всюду на X X X с обычным отождествлением. 

Прежде чем переходить к доказательству теоремы 1 и следствий 1, 2, остановимся на вопро­
се выполнения условий теоремы L Условие а £ (СД) легко проверяется (см. [2, неравенство 
(9)]). Условие К £ (СД) является самым трудным для проверки и, кроме того, оно не всегда 
влечет за собой условие а £ (СД) . Импликация 1С £ (СД) = > а £ (СД) установлена только 
в случае, когда /5о(0м(^0 < + ° ° (см., например, [5]). Известные результаты относительно 

х 
включения 1С £ (СД) относятся в основном к специальным классам интегральных операторов 
(фредгольмовы, типа свертки и т . д . ) . В настоящей работе интегральная часть формулы (1.) 
не предполагается компактным оператором. Из построения весов д0, д1 следует только, что 
оператор и — > / K(sit)u(t)fx(di) является регулярным интегральным оператором. На основа-

х 
нии результатов [7, с. 34 — 40] и [8, лемма 1.2] в этом случае можно установить, например, 
следующее 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть а £ (СД) , тогда 1С £ (СД) в том и только в том слу­
чае, когда ограничена в равномерной операторной топологии пространства B(L2(X, g2{i)) 
последовательность QN интегральных операторов с ядрами (4). 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть а £ (СД) и для каждого достаточно большого числа N 
существует, почти всюду конечная измеримая положительная функция ipN{x) такая, что 
неравенства 

j |<г*(ж,омо0о(ом#) ̂  (6) 
X 

выполняются почти всюду с константой с > 0 , не зависящей от х и А7, тогда 1С £ (СД). 
Известно, что функции (pN(x), указанные в предложении 2, существуют всегда, но для 

них, вообще говоря, константа с в правой части (6) зависит от N. 
Для доказательства основных результатов нам понадобится 
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Л е м м а 1. Если выполнены условия теоремы 1, то существует подпоследовательность 
{Nk}kLi натурального ряда, не зависящая от выбора точки такая, что последова­
тельность {Q]sfk(s^)K(s^t)}^_l слабо сходится в пространстве Ll(X,glfi) почти при всех 
(£,t) ехх х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала, что при каждом N и почти при всех (£ ,£ )£ А х А 
справедливо включение QN(s^)K(s^t) £ Ll(X,glji) попеременной s. Действительно, в силу 
регулярности интегрального оператора с ядром Qn(s>£) имеем 

J K{s, t)(QN(s, S)v(t)g2o(Z)f*№)Ms)gl(a)vL(ds) < (Д | \K (s , t ) \Q N {s } 09l {s ) \<P (s ) \ t i< is ) )x 
X XX 

x\v(0\gl(0Kd0) < ( / L^(-.OI alv(e)№H*))1 / A|IIIQAR||||,„||t;|L< 
X 

< (/|if(e,OI4a(-)M(rf-)),/a||||QAr||||,0||t»||,0. 
X 

Здесь |Qyv| — интегральный оператор с ядром |Q/v(-M)L- Отсюда находим 

sup ( 7 ( 7 \ K { s ^ ) \ Q N ( s , t - ) q l { s № < | | | |Q»| | | | , n tfo(*). 
НИ|ОО<1^ Ц / / " ' 

В частности, f \K(s,t)\\QN(s,£)\q%(s)(i(ds) £ S(X X X,fi X ц ) . Теперь выберем подпоследова-
х 

тельность HNk{^i^)lK^{t) последовательности H^(^}t,ip)/К^(1) (см. формулировку тео­
ремы 2.2 из [1]) так , чтобы sup |||#yv fc(*, (р)/К^(-) - Я 0 (*, •, ip)\\|с© 2 < l / 2 f c . В этом случае 

Н^||ОО<1 
ОО 

ряд r(£.t,(p) = ]Г k\Hrs[k{^t,(p)lKq{1) — H0(£,t,<p)\ сходится по норме пространства X 0 0 ' 2 

JB = l 

равномерно по у? из единичного шара пространства L°°(X,fi). Поскольку Х 0 0 , 2 — бана­
хово фундаментальное пространство (БФП), то \HNk(^t,ip)/K^(t) - Яуу т(£, <^)/A^(tf)| < 
< (l/k + l/m)r(£,t,(p). Полученное неравенство показывает, что {Qyv fc(«5

50^( , s>^)}fcLi — с л а ~ 
бая фундаментальная последовательность в пространстве Ll(X,g%fi,) почти при всех (£,£). В 
силу слабой секвенциальной полноты .//(А",*?2//) получаем требуемое. Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть подпоследовательность {Nk}fLl. как в лем­
ме 1, Тогда последовательность {QNh(s^)K(syt)}^L1 слабо сходится к некоторой функции 
(Q'(£, £, s). Следовательно, последовательность f(K(s, t)jKq{1))QNk(s, E>)^>{s)gl{s)ji{ds) cxo-

x 
дится к функции f(Q'(£,t,s)/'Ko(t))<p(s)gl(s)fi(ds) при k —> oo и почти при всех (£. t) £ I x l , 

x 
(/) £ L°°(X,fi). Отсюда получаем 

Ho(Z,t,4>) = / (Q'(Z,t,s)/K№)M*)93o(sMds), (?) 
A' 

поскольку L 0 0 ' 2 — пространство БФП. Левая часть формулы (7) является линейным не­
прерывным оператором из L°°(Xbfi) в L 0 0 ' 2 . Следовательно, существует измеримая функция 
Q(^t.s) такая, что выполнено (5) (см. [9, 10]). Теорема 1 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д е т в и я 1. В ыберем подпоследовательность { Nk }£L[, как в лем­
ме 1, и рассмотрим функцию г(£.£,у>). Из вида этой функции получаем \HNh(£J\(p)/K*(t) — 
- # о ( £ , t 9?)| < (l/fc)r(f, t,<p). В силу оценок 

\Н„к&1,ч>)\ < У | ^ ( 5 , 0 1 1 « Л Г Л 5 , 0 1 5 о 2 ( ^ И ^ ) ) | 1 И 1 О О , ( 8 ) 

|я0(е,«,̂ )|< ( / Ш . м ) К 2 ( * М ^ ) | М И (9) 
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почти при всех (£,*) операторы Яjvfc (£,£,¥>) и. Я 0 ( £ , £,(/?) ~~ линейные непрерывные отобра­
жения L°°(X,/i) в поле комплексных чисел. Теперь функцию r(£,t,<p) можно рассмотреть 

т 
как верхнюю огибающую семейства: r m (£,J ,y>) = k\HNk(£:t,(p)/K*(t) - Н0((Л,<р)\. Из (8) 

JFE=i 

и (9) следует, что почти при всех каждая из функций r m ( £ , непрерывна в нуле по 
переменной р. Так что г(£, <£>) — sup r m ( £ , J, у?) полунепрерывна снизу в нуле почти при всех 

m 

(£,£) [11, с. 193]. Кроме того, — полунорма на банаховом пространстве X°°(X,/i) 
почти при всех Значит, почти при всех эта полунорма непрерывна в нуле (см., 
например, [12, принцип ОГБК, с. 634]): г(£,/,</?) < c(£, "01М1°о5

 г Д е константа с(£,£) > 0 не 
зависит от </?. Поэтому 

/ KMQNk(*>t)-Q(t>t,s) g2

0(s)n(ds) 

sup 
11И|ОО<1 

= sup \HNk(^t,<p)/K+(t)-H0({J^)\<(l/k)c(^t). 
Ы\оо<г 

Следствие 1 доказано. 
Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. Обозначим <Эл^(£?М) — (^0М)/^1(<О)<Э^(з, £), 

где {iVfc}^ — подпоследовательность такая же, как в лемме 1. Как следует из доказательства 
предыдущего следствия, почти при всех и к —> оо имеем 

/\Яъ(£,*,з)\ФЫ4*)^ J\Q{t,U8)\gl(a)p{ds). 
X X 

Как установлено в лемме 1, / \Qnh(^^5)|5о(5)М^5) £ 5*(Х X X / /) . Утверждение след-
х 

ствия вытекает теперь из стандартных положений теории меры и интегрирования. Следствие 
доказано. 

С л е д с т в и е 3. При выполнении условий теоремы 1 справедливо представление 

Ko(t) K(t,S)QQ(v)(s) = - ^ - D n s ) 

9o\s) 
A" £ 

В заключение остановимся на возможности выполнения условия (2) из теоремы 1. Рас­
смотрим частный случай, когда условие автоматически выполняется. 

Пусть X = Д п , a (j, —- обычная мера Лебега на Д п . Предположим, что веса д0 и дг 

строятся по субмультипликативной функции #(£,т?) £ Ks(R2n) [13, с. 10] и удовлетворяют 
следующим условиям: 

1) <*>(£) = ( / 9~2(^v)dnr1/2eK(Rn); 
Rn 

2) gi(v) = (I 92(^ r))\I<(^ v)\2(iZ+ \аЫ\2<]о(ч)У/2
 локально интегрируема в Rn и g^rj) > 0 

почти всюду. 
Несложно установить опенку 

ла(О1^,*)1а^)1/а<^у».(0 (ю) 

при всех t £ Я п , где д*(£'\rf) — inf #(£ + f',*7 + v')/9(€iW) £ K{R2n). Другими словами, в этой 
ситуации оценка (2) всегда выполнена, поскольку условия 1) и 2) означают, что <7о(0 и д\{г}) 
— веса, что эквивалентно определению рассматриваемого класса операторов [2]. 
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Доказательство оценки (10). Сначала докажем включение д*(£\г}!) 6 K(R2n). Субмульти­
пликативность функции g(£,rj) означает, что 

git + t'iTj+tfKg&TiWrf) (11) 

при любых значениях (£,??) и (£',»/) из R2n. Отсюда </(£, rj)jg{^ + £' + 77 + 7?' + 77") > 
> К Б ^ / Ж + Е'^ + г/'ЖЕ"^")- Значит, infa{Z + {',ri + ri')g(?',Tr)/g(t,Tl) > inf <?(£ + £' + 

+£" , т? + 77' + ??), а это одно и то же, что 

g*(e,v')gU"..v")>g4e + e';v' + ri")- (12) 

Заменив в (11) переменную £ на — £, а г/ на — 77 и взяв вместо £' сумму £ + а вместо 
<// сумму + получим g{£\rf) < д(-^ ~г})д(£ + £',г/ + т/'), откуда ! / # ( - £ , - т ? ) < д(£ + 
+?>V+rf)/9(G',n')- Следовательно, -г?) < inf o ( f + г/ + r / ) / ^ ( f , *?') = <?*(£, т/). Это 
доказывает необходимое включение. 

Из оценок <?*(£, т?) < #*(£, 0)5,(0,г/), #*(£, г/) < #*(0, *?)<?*(£, 0), (?(0, % ( £ , 0 ) < #(£,7?) < 
< #(£,0)#(0, 77), легко следующих из (11), (12), и субмультипликативности функции #(£,??) 
вытекает неравенство 

1/2 / f \ 1/2 

< Л ( 0 , * ? ) ( / ^ , 0 ) 1 ^ , 7 7 ) 1 4 ) < ( / 92(ШК(Ш2^ 

Я » 

и аналогично 

<7о(0)( | ^(^0 ) |^(Е^) | 2 ^) 1 / 2 < (У* 9К0\К(Ш2^У2 < <7о(0)(/^,0) |^({ ,»/) |Ч) 1 / 2 . 
я- я-

Отсюда непосредственно получается оценка (10). 
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