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1. В в е д е н и е . Настоящая статья завершает цикл работ [1, 2] по построению и исследова­
нию экономичных итерационных методов декомпозиции области решения эллиптических кра­
евых задач. Проблема разработки и усовершенствования эффективных алгоритмов решения 
уравнений математической физики в сложных составных областях, хорошо адаптирующихся 
для реализации на многопроцессорных ЭВМ, является весьма актуальной [3 — 5]. Для ста­
ционарных задач к таким методам можно отнести в первую очередь итерационные методы 
Шварца и разделения области [5, 6], позволяющие свести исходную задачу к решению подза­
дач, рассматриваемых в подобластях. Для разбиения исходной задачи на подобласти наряду 
с указанными методами используются также методы переменных направлений и суммарной 
аппроксимации (покомпонентного расщепления) [7 — 12]. К недостаткам первого алгоритма 
относится невозможность его применения в случае трех и более компонент разбиения, что не 
позволяет реализовать идею декомпозиции области в полном объеме. Схемы покомпонентного 
расщепления строятся на основе суммарной аппроксимации и малоэффективны при решении 
стационарных задач. 

Отметим, что классический вариант метода Шварца так же, как и некоторые его обоб­
щения на многокомпонентный случай (см., например, [13 — 16]), относится к алгоритмам 
последовательного типа. Естественно ориентироваться на создание методов декомпозиции 
с параллельной обработкой информации [4, 17] (для случая двух подобластей такие методы 
построены в [18, 19]). С этой точки зрения наиболее перспективным представляется исполь­
зование в качестве схем декомпозиции многокомпонентного метода переменных направлений 
(ММПН) [20 — 23]. Э т о т метод абсолютно устойчив для любого числа попарно непереста­
новочных операторов разбиения, являясь при этом алгоритмом полной аппроксимации. По­
следнее свойство обеспечивает эффективность ММПН именно как итерационного метода для 
решения стационарных уравнений математической физики. В данной работе для эллиптиче­
ской краевой задачи общего вида предложен и обоснован итерационный метод типа разделения 
области для произвольного числа подобластей разбиения. Доказательство сходимости итера­
ционного процесса опирается на методику, предложенную в [24] и развитую в работах [25 — 
27]. Полученные результаты существенно улучшают результаты аналогичных исследований, 
проведенных в [1, 2]. 

2 . П о с т а н о в к а задачи и п о с т р о е н и е в ы ч и с л и т е л ь н о г о а л г о р и т м а . Пусть имеется 
ограниченная область G С Rn с кусочно-гладкой границей 9(7, локально удовлетворяющей 
условию Липшица. В G — G U 8G рассмотрим задачу Дирихле 

Lu = / ( ж ) , х = (хи . . . ,ж„) G G\ и(х) = 0, х £ дО, (1) 

— эллиптический оператор, коэффициенты которого ка$(х) = kpa{x), х е G, с(х) > 0 — 
кусочно-гладкие вещественные функции. Предполагается также, что для оператора L вы­
полнены условия сильной эллиптичности 

моЕй< Е kaf,(z)Up < Е е х G g , 
а—1 а, 0 — 1 а=1 
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где £ = (£ь . . . , fn) произвольный вещественный ненулевой вектор из Л п , / / 0 , ц г — поло­
жительные постоянные, f(x) 6 L2(G). 

о 
Рассмотрим гильбертово пространство W2(G) С L2(G) и введем в нем скалярное произве­

дение и норму: 

( Y1 к^Ах)-р~ 1 Г - + c(x)uv) dx, \\и\\ = J[u,u\ 

Тогда задачу (1) можно записать в следующей обобщенной форме: 

[u,v] = f(v), (2) 

О О 
где v(x) — произвольная функция из W2(G)> и(х) £ Wl{G) — искомое решение, f(v) ЕЕ 

о 
= ( / , = / f(x)v(x)dx — линейный непрерывный функционал над W2(G). При сделанных 

G 
о 

предположениях задача (1) имеет единственное обобщенное решение и(х) £ W2(G)> удовле­
творяющее (2) . 

N 

Разобьем область G на подобласти G i , . . . , ^ : G ~ {J Ga. Определим границу нод-

области G a , а = l , iV, следующим образом: Г а = ja[JdGa, где dGa — часть границы Г а , 

принадлежащая DG, т . е . dGa = OG f]Fa; 7 a = |J 7 ^ , 7 ^ — граница раздела области 
RN~\ 

Ga с соприкасающейся подобластью Gkm> Предполагается также, что границы областей. Та 

локально удовлетворяют условию Липшица и mes (dGa) > 0, а = I, 7V. 
Предположим, что на границе j a определена внешняя по отношению к Ga конормальная 

производная 

где n a — внешняя по отношению к Ga нормаль, c o s ( n a , ^ ) — г-й направляющий косинус 
этой нормали. 

Как правило, при построении итерационных методов решения задачи (1) используется клас­
сическая процедура установления ди/dt + Lu = / , Применительно к методам разделения 
области наиболее логичным представляется проведение установления только на внутренних 
границах подобластей. В этом случае внутри области Ga решается уравнение ( 1 ) , а на 7 « , 
а = 1,7V, формулируются условия 

dujdt + диа/диа + dup/dvp = О, /3 = к\а\ . . . , (3) 

естественным образом объединяющие стандартные условия сопряжения диа/диа + дир/ди0 ~ 0 , 

Для решения задачи ( 1 ) рассмотрим следующий итерационный алгоритм. Пусть функция 

иа(х) определена на Gai функции иа{х) £ ^ ( С г ^ ) , йа = 0 на Г а , a = 1,7V. Тогда для 
s 4" 1 

определения приближений tta используем итерационный процесс ММПН: 

Lsua = f(x), х е Ga, *иа = 0, x€dGa, a = 1777, (4) 

('til - й)/т + а(даиа/ди'а - dua/diya) + duajdva + dup/di/p - 0, ж £ 7 ^ , (5) 

йа 0,5(г^ + г ^ ) , /3 = к[а\ . . . , /ь^а^, a = 1, TV. Метод (4) , (5) относится к методам с параллель­
ной (асинхронной) обработкой информации, что позволяет решать задачи во всех подобластях 
одновременно. При этом выполнение условий сопряжения (3) обеспечивается введением усред­
нения решения й на границе подобластей. Численная реализация задачи (4) , (5) достаточно 
легко осуществляется с помощью разностных (проекционно-разностных) методов. 
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3. Сходимость метода. Исследуем проблему сходимости итерационного процесса (4) , (5) . 
Для этого рассмотрим пространство Ra L -гармонических в Ga функций и(х) G W2

l(Ga) 
таких, что и = 0 на границе dGa (функцию и(х) £ W2

l(Ga) называем L -гармонической, 
если она почти всюду в Ga удовлетворяет уравнению Lu — 0 ) . Определим на Ra, а = l , iV, 
оператор конормальной производной на j a : 

Ваи = (du/dva)\la (6) 

В силу сделанных ограничений на коэффициенты уравнения (1) оператор (6) является самосо­
пряженным и положительно-определенным. В самом деле, используя формулу Грина, получим 
равенство 

(Lu,v)L2{Ga) = [u,v]a ~ (Bau,v)L,M = 0, [u,v]a = J ( кч(х) dZg^: + c ( x ) u v ) d x -

Следовательно, (Bau,v)L2M = [u,v]a - (u, Bav)b2{la). Кроме того, (Bau,u)b2{lcy) = [u,u]a > 
> fi0\\Vuj|!2(GA4, > co|Mli a( 7 o)? c 0 — положительная постоянная. Указанные свойства опера­
тора Ва позволяют ввести на Ra скалярное произведение и норму: (u,v)a ~ (Bau,v)L7^a^ 
\\и\\а = у/(и,и)а. 

Для доказательства сходимости итерационного процесса (4) , (5) достаточно рассмотреть 
уравнения лишь на внутренних границах j a . Если сложить уравнения (5) , записанные для 
двух соседних подобластей, то получим равенство 

( I 1 _ й ) / Т + **(d%/dvQ + d%/8ufi) + (1 - v*)(du*/dva + dup/dup) = 0, хе tf\ (7) 

где а — а/2, (3 = к[а\ а = 1, JV. Исследуем случай сг = 2, что соответствует чисто 

неявной итерационной схеме метода установления. 
* + 1 ,5 + 1 в ч ; «+1 Обозначим w a t = ( ?/ a — ua)jr и заметим, что w a t £ a = 1,7V. Умножим каждое из 

уравнений (5) скалярно на rBa

suat и просуммируем полученные равенства по a = 1,7V : 

(8) 

F ( e i l ) = 2 т 2 Б а % e+i 2 
Ь З ( 7 « ) 

Л' *<-> 

Q r = 1 / ? = * | ° ' )

l j 0 > a 

* + 1 D 5 + 1 II2 

^ ИЬ2(7Г )) 

llrf* + DII? = £ Е 
A = 1

 /3=Jb[A F ),/?>Q! 

О ИА ^ A TIP 

Преобразуем некоторые слагаемые левой части равенства (8) , для чего представим первое 
слагаемое в виде 

Е | . + м £ Е ( » " ' " " . " Л . - 5 Т Е , + Е 
а = 1 « - 1 0 = к[а\р>А 

где г ^ " 5 ) = геа — гь . Учитывая, что Ba

$uQt — B/upt = —0,5r 2 *J 1 ( Q ; ^) , получим тождество 5 + 1 

S->2 Л Т " Е/ и Н ш - И ш ) . 
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где || v \\~ = J2 1 3 [v ( а ' ^ ) / г ? 1 ( а , / 3 ) ) . И з свойств оператора конормальной произ-

водной и уравнения (7) при <т* — 1 вытекает неравенство 

Е . ^ Е Ц ' » 
+ 1 

at 

а-1 

2 

^ е ; = ф е е 

= Со(2|И- + 1)||? + 0,5 |Г*Л|У 

3 + 1 
+ 0,5||Ч 1||ш 

Пусть с 0 = в\ + е2, £ъ£г — положительные постоянные. Тогда с учетом предыдущих 
преобразований из равенства (8) приходим к выражению 

0,5(1+ 4£ 1 г)| |р( Л + 1 ) | | ? + ( 1 / 8 ) ( | № | 1 ш - г Ни 

+ 0 ,5 £ 1 г | |Ч 1 | |ш + Д ^ ) < 0 , 5 | И . ) | | ; . (9) 

Используя для оценки F(su]) тождество т 2 F f 5J) = 0,5 J 3 ]С B^u^ — B^u * + 1Ч 
5 + 1 * + 1 

'{3t 

в + 1 2 
( 1 / 8 ) т ~ 4 | | v | | 1 П 5 получим неравенство 

(10) 

Далее, оценим величину Yl'i • Из уравнения (5) находим, что *иаг — --(0,5т - г^ ) + 
+2rBa

suat + dua/di/a + dup/dvp). Возведем последнее выражение скалярно в квадрат и про­
суммируем по а = 1, N : 

«а* 
2 ^ 1 T - 2 y : v 

a = : 1 /JrrJb̂  

s I 
u a - « > + 4 - 2 E 

+1 
£ 2 ( 7 * ) 

« Р'Ьъ[Г1р ) a = l / J = A . ( O . ) } / 5 > Q : 

2̂(7Г) 
TV A ; P°' ) / О 5 Я * \ 6 

(и) 

Используя очевидные тождества 

N 

Ь 2 ( 7 А ) 

5+i e+1 
# a U«i + Bp Upt 

( E ) + 2 1 1 , ( 5 + 1 ) 1 1 ? = 

= 0,5r - 2 , | ' + * „ 2 
I I I + 2\\p{s + 1 ) | | , , 65 = 0,or II v | | H , + - т2\\ v 12 2 u s + l..2 \ c n 

1ш - 7 " I! willmJ> s ^ 0 , 
преобразуем равенство (11) к виду £ л = Т ~ 2 Ц 1 7 11ш + г~ 2 |1 ? ;11ш ~ v*llin + %\\p(s + l ) | | j . 
Окончательно из неравенства (9) с учетом (10) и последнего равенства имеем оценку 

(1 + 4с0т)\\р(з + 1)11? + 0 ,25г- 2 (1 + 8 £ 2 г ) | Г Г | | 2

п + 0,25(1. + 4(е, - е 2 )г) | | 'ЭД|ш < 1И*)||, 2 + 
+ 0 , 2 5 г - 2 | ^ | | 2

п . 
Следовательно, справедлива 
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Т е о р е м а . Пусть выполнены условия а = 2, 1 + 4 (в х — е2)т > О, с 0 = £1 + £ 2 , £ i , £2 — 
положительные постоянные. Тогда итерационный метод (4), (5) сходится со скоростью 
геометрической прогрессии, при этом, справедлива оценка 

Q2 <qsQ\ (12) 

где Q 2 - j | p ( s ) | | 2 + 0,25r-2\\v\fuv q = m a x { l / ( l + 4 е 0 т ) , 1/(1 + 8 £ 2 r ) } . 

Таким образом, неравенство (12) гарантирует при s —» 00 стремление величины диа/дь>а + 
+ ди01dvp к нулю и компонент иа^ир друг к другу, что обеспечивает выполнение условий 
сопряжения (3 ) . Из теоремы следует, что скорость сходимости метода (4 ) , (5) возрастает с 
увеличением итерационного параметра г, причем на рост г практически не накладывается 
ограничений. Для выполнения неравенства 1 + 4(ег — е2)т > 0 достаточно, например, поло­
жить вх = е2. При а > 2 рассматриваемый итерационный процесс также сходится и для его 
скорости сходимости справедлива оценка (12) с незначительной корректировкой константы q. 

Отметим, что при получении оценки (12) нами использовалась только нижняя граница 
спектра операторов Ва, Поэтому итерационную схему (4 ) , (5) можно применять непосред­
ственно для задачи с дифференциальными операторами, не проводя их предварительную дис­
кретизацию. 

Наряду с параллельным алгоритмом (4 ) , (5) для решения исходной задачи можно предло­
жить также последовательный (синхронный) итерационный метод декомпозиции, основанный 
на ММПН: 

L'ua = f(x), x e G a , 5 i l - 0 , xedGa, a = T7iV, (13) 

(%-й)/т + д%/д»а + дгир/дч = 09 х и ? , P = k["\...,kj?\ а = Т^Г, 

где г = $, если j3 > а, г = s+ 1, если f3 < а, сходимость которого исследуется аналогичным 
образом с использованием описанной выше методики. 

4 . Обобщения. Среди возможных обобщений рассмотрим применение предложенного в 
работе метода к решению стационарной задачи конвекции-диффузии 

х е &\ и(х) = О, х € dGy 

(14) 
где коэффициенты кар(х). с(х) удовлетворяют тем же условиям, а функции аа(х) определяют 

п 

конвективный перенос Используя условие несжимаемости среды J2 даа(х)/дха — 0, запишем 

уравнение (14) в дивергентной форме 

В этом случае конормальная производная на -уа задается выражением 

а для соответствующего итерационного метода декомпозиции области (4) , (5) остается в силе 
утверждение теоремы. Отметим также принципиальную возможность построения методов 
декомпозиции подобного типа для задач с налегающими подобластями [2]. 

Автор выражает благодарность В. Н. Абрашину за внимание к работе. 
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