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У Р А В Н Е Н И Й В Т Е Р М И Н А Х Ф У Н К Ц И Й Т И П А М И Т Т А Г — Л Е Ф Ф Л Е Р А 

М Е Г У М И С А Й Г О , А . А . К И Л Б А С 

1. Введение. Известны отдельные классы обыкновенных дифференциальных уравнений, 
интегрируемые в квадратурах (см., например, [1, с. 18; 2, с. 290; 3, с. 13]). При нахождении яв­
ных решений таких уравнений применяются различные методы, а сами решения выражаются 
чаще всего в терминах специальных функций. Естественно, что появление новых специальных 
функций приводит к новым классам дифференциальных уравнений, интегрируемых в квадра­
турах. 

Настоящая работа выполнена в указанном русле и является продолжением исследований, 
проведенных в [4] и посвященных решению в замкнутой форме линейных дифференциальных 
уравнений дробного порядка. В данной работе строятся явные решения обыкновенных диф­
ференциальных уравнений порядка п — 1 ,2 , . . . вида 

у^{х) = axfiy(x) + /(я?) ( 0 < с < х < d< оо, а ф 0, /3 € Л) (1) 

в терминах специальной функции типа Миттаг — Леффлера 

W ) " 1 + Еc>z> - 1 + ЕЩ fT»(,-m + /+!)+!] 

оо j-k — 1 2 i + Е П - L f J [n(im + l)+ l ] - - . [ n ( i m + / + 1)] 
zk (m > 0, le R). (2) 

Эта целая функция, введенная в работе [5], при т = 1 с точностью до множителя совпадает 
с функцией Миттаг — Леффлера [6, с. 224] 

оо 
Enihl{z)^Y{nl + l)En,nW{z), E*ffi(z) = J2zk/T(ak + i3) (а > 0, 0 > 0) . 

к-0 

Для нахождения явных решений уравнения (1) используем алгоритм, основанный на по­
лученных в [7] формулах композиции операторов дифференцирования с функцией En)mji(z). 
Эти соотношения приводятся в п. 2. В п. 3 находится полная система линейно независимых 
решений однородного уравнения (1) (f(x) •= 0) . В п. 4 дается решение неоднородных диф­
ференциальных уравнений (1) с квазиполиномиальным свободным членом f(x). Результаты 
пп. 3, 4 применяются в п. 5 для решения задачи Коши для однородных и неоднородных диффе­
ренциальных уравнений (1) . Отметим, что полученные решения имеют различный вид вблизи 
нуля и бесконечности. 

2о Производные от функций типа М и т т а г — Леффлера. Имеют место следующие 
утверждения. 

У т в е р ж д е н и е 1 [7, следствие 4Л]. Если n = l , 2 , . . . , m > 0 и I — такие действи­
тельные числа, что 

n(im + I) ф - 1 , - 2 , . . . , - п (г = 0 , 1 , 2 , . . . ) , (3) 
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то для а £ R 

(£) V ('~m + 1 )£»,m1Ka3n m)] = Ц К * - т) + J > n ( ' - m ) + а Ж "'£ п , т , , (ах" т ) . (4) 

J9 частности, если п{1 — т ) = — jf тер?/ некотором j = 1 ,2 , . . . , те, т о 

( й / ^ Г [ Ж " ( ' - т + 1 ) £ п , г о , , ( а Ж " т ) ] = ax"'£' n, r a,,(az"m). 

С л е д с т в и е 1. Дл* п = 1 , 2 , . . . , /Э>0 и а € Д (й/^) п [ж"- 1 £; п ^(ах")] = ^ - п - 1 / Г ( ^ - п ) + 
+ах/}~1• ЕПф(ахп). В частности, при /3 = 1,2,...,га 

(d/ds)n[ar/,-1£ni/,(aa?n)] = аж""1 J5„,0(ax-n), (rf/«fa)n[f;n(aa!n)] = а£ п (аж п ) , 

ОО 

где Ea(z) = £ а Д ( * ) = £ г*/Г(а* + 1) (а > 0) . 

У т в е р ж д е н и е 2 [7, следствие 5.1]. Если те — 1 ,2 , . . . , т > 0 « ! — такие действи­
тельные числа, что выполняются условия (4), то для а £ R 

d \ п 

( £ ) П [ « п ( т - / Ь 1 ^ п 1 т 1 | ( а Я ? - п - ) ] -

- П К " 1 ~ 0 - ^ > п ( т " ' " 1 Ь 1 ^ п , « , | ( « - п т ) + ( - 1 ) п ^ - п ( / + 1 ) - ^ П ( т ) / ( а Ж — ) . (5) 

5 частности, если п(т — I) = j некоторого j = 1 ,2 , . . . , те, т о 

( й / ^ Г [ ж " ( т - ' ) - 1 £ п , т , , ( а а ; - " т ) ] = ( -1 )"а а ; -" ( ' + 1 ) - 1 £„ , т , ( (аа ; -" т ) . (6) 

С л е д с т в и е 2. Длят n = 1 , 2 , . . . , /3 > 0 и а € Й 

(^ ) V ' ' l ^ ( « 0 ] = П О - Р)щ + ( - 1 ) в м - - ^ 1 < | ( а х - " ) . 

В частности, при (3 = 1 ,2 , . . . , те 

{d/dx)n[zn-fiEnf(ax~n)] = ( - 1 ) п а Ж - п ^ £ п ^ ( а я ~ п ) , 

( r f / r f x f ^ - ^ n ^ - 7 1 ) ] - ( ~ 1 ) п а я ~ п - 1 £ п ( а ж ~ п ) . 

3. Решение однородных дифференциальных уравнений. Рассмотрим сначала од­
нородное дифференциальные уравнение (1) в окрестности нуля 

| / ( п ) ( ж ) = а / | / ( ж ) (0 < х <d < ос, а 7* 0, /3 е Д), (7) 

включая точку ж = 0 в случае /? > 0. 
Т е о р е м а 1. Пусть те = 1 ,2 , . . . , /9 > -те г* npw те > 1 (те + /3)(г + 1) ф 1, 2 , . . . , те - 1 

(г = 0 , 1 , 2 , . . . ) . Тогда уравнение (7) имеет те решений 

УЛХ) = ^ " ^ п . ^ / п ^ - о / п С а ^ ) ( j = 1,2,. . . ,те) . (8) 

При /3 > 0 эти решения линейно независимы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Дифференцируя yj(x) те раз и используя формулу (4) с т~ 1+/3/те, 

/ = (/? + j - 1)/те ( j = 1 ,2 , . . . ,те) , непосредственно проверяем, что yj(x) удовлетворяют 
(7). Докажем их линейную независимость при (3 > 0. Для этого, согласно известной теореме 
(см., например, [1, с, 226, теорема 1.3]), достаточно показать, что вронскиан в точке х = 0 
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W ( 0 ) Ф 0. Из (8) и (2 ) , согласно формуле [8, с .43] , (D%+t»)(x) = (Г(1 + /*)/Г(1 - а + /л))х^-а 

(а > 0, /и > - 1 ) для j — 1 ,2 , . . . ,п и А; = 0 , 1 , . . . , п - 1 получаем 

v W ( x ) - Г р - ) ^ - * - 1 Г [ ( " + ^ + Л _ д ( п + / » , + , - > - 1 ( А < , _ п 

Г О ' - * ) ^ ' Г[(п + ^ + ; - ^ ] Ж ( l j ' 

(9) 
Л * ) , ^ _ f с a> J [ [ ( ! L ± ^ ) l t i L a . ( " + / » > + i - t - i f j f e > -s 
Ю ( * ) - l , c . « r [ ( n + + C * " j ; ' 

В силу условия (3 > 0 при 5 = 1 ,2 , . . . имеют место неравенства (га + /3)s + — 1 > /3 + 1 > 0, 
тогда : y y " 1 } ( 0 ) = = r ( j ) = ( i - l ) ! , 1,]Л)(0) = 0" j = 1,2, . . . , n;" * - 0 , 1 , . . . , га - 1), и, 
следовательно, W(0) = 2!3! • • -га! ^ 0. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 3. При га — 1 ,2 , . . . , те уравнение (7) с / 3 ^ 0 имеет те линейно независимых 
решений 

yj{x)^x^lEnJ{axn) ( j = 1,2, . . . ,те) . (10) 

П р и м е р 1. Уравнение (7) с те = 2 и /3 > - 2 , (3 ф -2 + l/к (к = 1 ,2 , . . . ) имеет два 
решения 

yi ( f f ) = Е 2 > 1 ^ / 2 ^ / 2 ( а Х Р + 2 ) , ffa(s) = »f?2>l+/?/2,(/5+l)/2(^+2). ( П ) 

При /3 > 0 эти решения линейно независимы. 
П р и м е р 2. Уравнение (7) с те = 3 и /? > - 3 , /? ^ - 3 + 1/*, (3 ф -3 + 2/к (к = 1 ,2 , . , . ) 

имеет три решения 

ух(х) = £ 3,1 +^/з,/з/з(«ж^ + 3), у2(я?) = ж £ 3 } 1 + ^ / з ) ( ^ + 1 ) / з ( ^ + 3 ) , у3(я?) = ж 2£з )1+ /?/з,(/?+2)/з(аж^+ 3). 
(12) 

При (3 > 0 эти решения линейно независимы. 
П р и м е р 3. При те = 1 ,2 , . . . уравнение 

хпу{2п\х) = ау(ж) (0 < а? < d < оо, а ^ 0) (13) 

имеет 2п решений 

yj(x) = xi-1E2n1i/2,u-i)/(2n)-i/2(axn) (j = 1 ,2 , . . . ,2те) . (14) 

П р и м е р 4. При те = 1 ,2 , . . . уравнение 

хп+112у(2п+1\х) = ау(аг) (0 < ж < d < оо, а ф 0) (15) 

имеет 2п + 1 решений 

= ^ ~ 1 ^ 2 п + 1 ] 1 / 2 , 0 - 1 ) / ( 2 п - 1 Ь 1 / 2 ( ^ П + 1 / 2 ) ( j = 1,2,. . . ,2те + 1), (16) 

З а м е ч а н и е 1. Из следствия 3 при га = 2 получаем, что дифференциальное уравнение 
оо 

(7) с (3 = 0 имеет два линейно независимых решения: j / i (#) — E2,i(ax2) — £ акх2к j{2k)\, 
оо 

г/2 (ж) = хЕ2>2(ах2) = £ акх2к+г/(2к + 1)!. При а = 1 отсюда вытекают известные решения 
fc=0 

^ ( ж ) = ch (ж) и ?/2(ж) = sh (ж) уравнения г / 2 ) + у = 0, а при а = - 1 —решения у\{х) = cos(x) 
и г / 2 ( ж ) = sin(x) уравнения у№ — у = 0. 

З а м е ч а н и е 2. Известны другие более громоздкие, чем в (11), (12), (14) и (16) решения 
уравнения (7) с те = 2,3 и уравнений (13) и (15) (см. [2, с. 367, 2.14; с. 460, 3.3; с. 484, 5.9 и 
5.11]). 

Рассмотрим теперь однородное дифференциальное уравнение (1) в окрестности бесконеч­
ности 

у(п)(х) = ахру(х) (0 < d < х < оо, а ф 0, (3 Е й ) , (17) 

включая точку ж — ос в случае (3 < -2га. 
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Т е о р е м а 2. Пусть га = 1 ,2 , . . . , /3 < -га и при п > 1 -(га + /3)(г + 1) ^ 1,2, . . . , га - 1 
(i = 0 , 1 , 2 , . . . ) . Тогда уравнение (17) имеет га решений 

у^х) = х ' ~ 1 Е п ^ р 1 п ^ [ м ) 1 п { а { - \ ) п х ^ п ) {j = h2,...,п). (18) 

При /3 < —2га э т и решения линейно независимы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим утверждение 2 с I ~ lj = — 1 - (/3 + j)/ra и m = —1 — /3/те. 

Условия (3) принимают вид - ( г + l)(/J + n ) - j ^ - 1 , - 2 , . . . , -га ( j = 1 ,2 , . . . , га; г = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
Они удовлетворяются при га = 1, а при га = 2 равносильны условиям —(г + 1)((3 + га) ф 
ф 1 ,2 , . . . , га - 1 (г = 0 , 1 , 2 , . . . ) . Дифференцируя в (18) га раз и используя формулу (6) 
с а ( - 1 ) п вместо а, имеем 

= aa? w - 1 £7 n ^^ / n i l . w + i ) / n (a ( - l ) n a : - m f l ) - а а ^ ( х ) . 

Это показывает, что 2//(ж) являются решениями уравнения (17) . Для доказательства 
линейной независимости yj(x) при /3 < -2га заметим, что это равносильно линейной не­
зависимости функций у](х) = у(1/х) = xl~iEn„i„pfn _ 1 _ ( ^ + ; - ) / п ( а ( - 1 ) п ж ~ " ( / 3 + п ^ ) , которые при 
/3 = —/2*-2га после замены j на n+1—J принимают вид ^ J ~ n j K n ) i + / ? * / n ) ( / 0 * + j _ 1 ) / n ( a ( - - l ) n x / 3 * " t " n ) ) 
( j = 1,2, . . . , га ) . Эти функции линейно независимы одновременно с функциями 
xj~1En(i+i3*/ni(j3+jrj-.iyn(a(-~~l)nx(3*+n}) (j = 1,2, . . . , га) . Из теоремы 1 вытекает линейная не­
зависимость последних функций при (3* > 0, а отсюда — линейная независимость %(.т) при 
(3 < -2га, что завершает доказательство теоремы. 

П р и м е р 5. Дифференциальное уравнение 

x2nyin)(x) = .ау(а?) (0 < d < х < оо, а ф 0) (19) 

порядка п ~ 1 ,2 , . . . имеет га линейно независимых решений 

Vj(x) - ^- 1£; n | f l_ i + 1(a(-a?)- n) ( j = 1,2, . . . ,га) , (20) 

З а м е ч а н и е 3. Известна [2, с. 484, 5.10] другая система линейно независимых решений 
уравнения (19). 

П р и м е р 6. Дифференциальное уравнение (17) с га = 2 и (3 < - 2 , (3 ф - 2 - 1/к (к = 
= 1 ,2 , . . . ) имеет два решения 

уг(х) = # 2 , - 1 - ^ 2 , Ч / н з ) / 2 ( а я * + 2 ) , у2(х) = ж £ ; 2 ^ 1 ^ / ? / 2 ) _ ( ^ + 4 ) / 2 ( а ж / 3 + 2 ) . (21) 

При /3 < —4 эти решения линейно независимы. 
З а м е ч а н и е 4. Из теорем 1 и 2 следует, что дифференциальное уравнение (1) имеет 

различные системы линейно независимых решений (8) и (18) при (3 > 0 и (3 < -2га соответ­
ственно. При этом первая система дает решения в окрестности нуля, а вторая — в окрестности 
бесконечности. При га = 1 эти решения совпадают: уравнение 

у'(х) = ах^у(х) (0 < с < х < d < оо, афО, (3 € R) (22) 

имеет решение 

у(х) = ехр ( ^ у ^ 1 ) , (23) 

что согласуется с формулами (8) и (18) в силу непосредственно проверяемого равенства 
£ ? l i 7 + l i 7 ( z ) = e x p ( 7 / ( z + l ) ) ( 7 > - 1 ) . 

4. Решение неоднородных дифференциальных уравнений. Как показано в преды­
дущем пункте, однородные дифференциальные уравнения (7) и (17) имеют га линейно незави­
симых решений у\{х)у..., Уп(ж), данных в (8) и (18), при условиях /3 > 0 и (3 < -2га соответ­
ственно. По этим решениям с помощью хорошо известного метода Лагранжа (см., например, 
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[1, с. 228]) можно найти частные решения соответствующих неоднородных уравнений (1) . Мы 
ограничимся решением уравнений с квазиполиномиальными свободными членами 

р 
y{n\x)^ax^y(x) + J2fk^k ( 0 < z < d < o o , а ф О, ^ Л ) , (24) 

kzzO 

Р 

у(п\х)=;ах0у(х) + ^,/кХ~*к ( 0 < d < s < c o , а ф О, /? € Я) (25) 
к=0 

(включающими точки х = 0 и х = оо соответственно в случаях /? > 0 и (3 < —2п) с дей­
ствительными постоянными / о ? / ь и для их решения применим метод, основанный на 
композициях производных с функцией типа Миттаг — Леффлера, данных в п. 1. Из утвержде­
ний 1 и 2 вытекают следующие результаты, которые доказываются аналогично теоремам 1 и 
2 с использованием формул (4) и (5) . 

Т е о р е м а 3. Пусть п = 1 ,2 , . . . , /3 £ R, рк £ R (к = 0 , 1 , . . . , р ) , г(тг + /3) + ^ ^ - j 
(» = 0 , 1 , 2 , . . . ; & = 0 , 1 , . . . , р ; j = 1 , 2 , . . . , п ) . Тогда 

г,) при /3 > —п уравнение (24) разрешимо и его частное решение Уо(х) имеет вид 

уоОО = Е[П - 4 г 7 1 / ^ " + д ^ п , 1 + / 3 / п , 1 + ( ^ м к ) / « ( а а ; П ^ ) ; (26) 

и) при /3 > 0 общее решение уравнения (24) дается формулой 

у(х) = jrcjxJ-1En!l+0/n,i/3+j-1)/n(axl3+n) + £[П - i — ] л г " + " ^ п , 1 + / 3 / „ , 1 + ( ^ к ) / „ ( а а ; " + ' 3 ) , 
j = l i b = 0 L j = l ^ * i " J J 

(27) 
где Cj (j = 1 , . . . , те) — произвольные действительные постоянные. 

С л е д с т в и е 4. Если п ~ 1 ,2 , . . . , /? > -те г/ /л* > -~1 (А; = 0 , 1 , . . . , р ) , т о справедливо 
первое утверждение теоремы. Если дополнительно (3 > 0, т о верно второе утверждение 
теоремы. 

С л е д с т в и е 5. Если п = 1 ,2 , . . . , р,к € Л, ^ - j (А: = 0 , 1 , . . . , р ; jf = 1 ,2 , . . . ) , то 
общее решение дифференциального уравнения (24) с /3 = 0 дается формулой 

УМ = Е(П — Т ^ ) Г ( ^ + n + l ) / ^ n + / i ^ n , , f c + n + i ( ^ n ) + Е с ^ ^ ^ Д а ^ ) , (28) 

где Cj (j = 1, . . . ,те) — произвольные действительные постоянные. 
С л е д с т в и е 6. £ Ь ш п = 1 ,2 , . . . , /х € А, г{п+(3)+рф-з (i = 0 , 1 , 2 , . . . ; j = 1 ,2 , . . . , п) , 

mo rajcm /3 > —гг уравнение 

у{п)(х) = ахру(х) + foe" (0 < ж < d < ро, а ^ О, (3 £ R) (29) 

имеет частное решение 

Уо(х) = (П ^ ) ^ ^ ^ П ) 1 ^ / П ) 1 + ( / 5 + , ) / п ( а ж ^ - ) , (30) 

а при (3 > 0 его общее решение дается формулой 

у{х) = J 2 c ^ - l E n < l + M n A I 3 + ^ x ) l n { a x ^ n ) + r f l ^ ] b x > + n E n i l + p / n , l H f i + l t ) / n ( a x n + f > ) , (31) 

где e, ( j = l , . . . , n ) — произвольные действительные постоянные. 
П р и м е р 7. Дифференциальное уравнение 

» (ж) = аху(х) + Ъх» (0<x<d<oo, а ф 0, м > - 1 ) (32) 
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порядка п — 1 ,2 , . . . имеет общее решение 

1 
у(х) = Y , c ^ ~ l E n A + M n „ n { a x ^ ) + Д „ . , 

7 = 1 Ь ' = 1 ^ ~* 3 

b x » + n E n i l + 1 / n i l H l + t i ) / n ( a x n + 1 ) , (33) 

где Cj (j = 1 , . . . , п) — произвольные действительные постоянные. 
З а м е ч а н и е 5. При \ i — О частное решение уравнения (32) может быть получено с 

помощью преобразования Лапласа [2, с.482, 5.3]. 
П р и м е р 8. Дифференциальное уравнение (29) с п = 2 и \t ф - 1 , /х ф - 2 , ц ф - 1 -

-(/3 + 2)i, ц ф - 2 — (/3 + 2)г (г = 1 ,2 , . . . ) при 0 > -2 имеет частное решение 

rxl>+2E2il+t,/3tlMp+ll)f,(ax',+3), 
(/i+l)(,i + 2) 

а при /? > О его общее решение дается формулой 

у(х) - с1£;2л+/з /2, /з/2(аа;'3+2) + c2xE2A+p/2ii0+ly2(ax0+2) + 

Ъ 

(34) 

+ ( , ! + ! ) ( / * + 2 ) 
x l l + 2 E 2 > i + p / 2 A + ^ + f l ) / 2 ( a x 0 + 2 ) , (35) 

где с х и с2 — произвольные действительные постоянные. 
С л е д с т в и е ? . Если п = 1 ,2 , . . . , р, £ Д, р ф -j (j ' = 1 ,2 , . . . , га), то общее решение 

дифференциального уравнения (29) с /5 = 0 дается формулой 

У(х) = Е Ч*-хЕп^ахп) + ЬТ(р + га + 1)х^пЕПф+п^(ахп), 
; = 1 

(36) 

где с ; (jf = 1, . . . , п ) — произвольные действительные постоянные. 
Т е о р е м а 4. Пусть п = 1 ,2 , . . . , /3 £ R, рк £ R (к - 0 , 1 , . . . , # ) , г(га + /?) + ^ J 

(i = 0 , 1 , 2 , . . . , fc = 0 , l , . . . , p ; j = 1,2,. . . ,ra). Тогда 
rapu (3 < —n уравнение (25) разрешимо и его частное решение уо(х) имеет вид 

Уо(х) = Е Й т ^ Л ^ Я П , - ! - ^ 

k=0lj=z\3 Pkl 

И) при /3 < —2п общее решение уравнения (25) дается формулой 

п 

у(х) = Y,cJxJ~1En,-l-/}/n,--l-{0+j)/n(a(~l)nxl3+n) + 

(37) 

+ Е Й j ^ A f k X - ^ E n ^ l n ^ ^ (38) 

где Cj (j = l , . . . , r a ) — произвольные действительные постоянные. 
С л е д с т в и е 8. Если п = 1 ,2 , . . . , (3 < -п и рк > п (к = 0 , 1 , . . . , р ) , т о справедливо 

первое утверждение теоремы. Если дополнительно (3 < -2те, то верно второе утверждение 
теоремы. 

С л е д с т в и е 9. Если п - 1 ,2 , . . . , рк £ Я, fik ф j {к = 0 , 1 , . . . ,р; j = 1, 2 , . . . , га), т о 
общее решение дифференциального уравнения (25) с /3 = —2га дается формулой 

у(х) = ^ с у Г ( И - ; + 1 ) ^ - ^ п , „ _ , + 1 ( а ( - 1 Г х ~ " ) + Х:[П - 1 - Л Ж " - " ^ п ^ ( а ( - 1 ) " х - " ) , (39) 

где Cj ( j = 1 , . . . , п) —произвольные действительные постоянные. 
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С л е д с т в и е 10. Если те = 1 ,2 , . . . , р, £ Я , i(n + f3) + p ф j (i = 0 , 1 , 2 , . . . ; j = 1 ,2 , . . . , те), 
mo при P < —те уравнение 

у(п\х) = a^y(a?) + bar" (0 < d < х < оо, а ^ 0, /3 € Я) (40) 

имеет частное решение 

а при /3 < -2те его общее решение дается формулой 

у(х) = E ^ ' - l V i . W n r i . W ( a ( - ^ 

+ [ Й ^ ] / ^ п " ^ п | м ^ / п , - 2 ^ ^ - 1 ) / п ( а ( - 1 ) ^ + я ) , - (42) 
L i = i J ^ J 

где Cj ( j = 1, . . . ,те) — произвольные действительные постоянные. 
П р и м е р 9. Дифференциальное уравнение (40) с п = 2 и ^ 1 , М ^ 2 > ^ 1 — (/3 + 2)г, 

/i ф 2 - (/? + 2)г (г = 1 ,2 , . . . ) при /3 < - 2 имеет частное решение 

=

 ( / i , 1 ) ^ _ 2 ^ 2 ^ ^ 2 ) - 1 - / ? / 2 > . - 2 + ( ^ Д ~ 1 ) / 2 ( ^ + 2 ) , (43) 

а при /3 < - 4 его общее решение дается формулой 

у(х) = c 1 £ ; 2 , ~ i - / ? / 2 J - i ~ ( / ? + i ) / 2 ( a a : / 3 4 " 2 ) + с 2 &Я2, -1 -0 /2 , -2 - /^2(«^ + 2 ) + 

Ь 

где Ci и с 2 — произвольные действительные постоянные. 
П р и м е р 10. Уравнение 

у^2\х) = ax-4y(x) + bx~>1 ( 0 < d < z < o c , афО) (^ф-1 + 2г, цф2 + 2{ (г = 1 ,2, . . . ) ) 
(45) 

имеет общее решение 

У(х) = СгЕ2,2(ах-2) + c2xE2A{ax~2) + ^ - J E ^ - ^ x ^ E ^ a x - 3 ) , (46) 

где Ci и с 2 — произвольные действительные постоянные. 
З а м е ч а н и е 6. Явные формы (8) , (10), (11), (12), (14), (16), (18), (20), (21), (23), (26) — 

(28), (30), (31), (33) — (39), (41) — (44) и (46) решений уравнений (7) , (13), (14), (17), (19), (22), 
(24), (29), (32), (25), (40) и (45) могут быть применены для нахождения решений различных 
краевых задач для указанных уравнений. В следующем пункте применим найденные формулы 
для получения явных решений задачи Коши для таких уравнений. 

5, Р е ш е н и е задачи К о ш и для о б ы к н о в е н н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й . 
Применим результаты пп. 3, 4 для решения задачи Коши для уравнений (7) и (24): 

у{п\х) = ахру(х) (0<x<d<oo, а ф 0, /3 € Я ) , 

У{к-г\0) = bki bk Е Я ( f c = l , 2 , . . . , u ) (47) 

и 
р 

у{п)(х) = ахРу(х) + ] Г fiX^ (0 < х < d < оо, афО, в € Я ) , 
i = 0 

у ( ^ 1 ) ( о ) = ь,, ьк eR•'•(* = 1 , 2 , . . . , п ) . . (48) 
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Т е о р е м а 5. Пусть га = 1 ,2 , . . . и (3 > 0. Тогда решение задачи Коши (47) существует в 
пространстве B[0,d] ограниченных функций на отрезке [а, 6], единственно и представило 
в виде 

У(х) = Е ( у ^ Т ^ _ 1 ^ , и - / з / п , ( ^ - 1 ) / п ( « ^ + п ) . (49) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании теоремы 1 функция у(х) в (49) является решением 
уравнения у(п\х) = ах0у{х). Из (49) находим, что y(0) = Ь0- Согласно (9) для к = 2, ...,п 
имеем 

W W ~ £ ( j - 1 ) ! ^ ' r[(/3 + n)« + i - * + l 
r[(^ + n ) a + j] , g + r 0 , + > -_ t + 

T[(P + n)s + j] (0+nU„_k 

r i ( i - l ) !Lr ( i - .A?+l ) 5 г[(/? + п)*+У-* + 1] ' 
где c e даются в (2) . Так как (/3 + n)s + j — Л > / ? + 1 > 0 при любом 5 = 1 ,2 , . . . , га, то 
у(*~ 1)(0) = Ьк (к = 2 , . . . , га) и, значит, у(я?) удовлетворяет условиям в (47). Единственность 
решения следует из (49). Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 11. При п = 1 ,2 , . . . « G / 0 решение задачи Коши (47) с /3 = 0 дается 
п 

формулой у(х) = Yl bjXj~lEn j ( a x n ) . 

Т е о р е м а 6. Пусть га = 1 ,2 , . . . , / ? > 0 « / ^ > - 1 (г = 0 , 1 , . . . , р ) . Тогда решение задачи 
Коши (48) существует в B[0,d]: единственно и имеет вид 

»(*) = Е 7 7 ^ « , " 1 ^ n 1 i + ^ + > - l ) / n ( a ^ ) + 5 ; f n ^ г 7 1 / ^ п + " ^ п , 1 + , / „ 1 1 + ( / ? + м ; ) / п ( « ^ + п ) -

(50) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании следствия 1 функция у(ж) является решением диффе­

ренциального уравнения в (48). Согласно доказательству теоремы 5, 

dx ) 

к-1 
Е /«• _ ' 1 M a ; i ~ l - g n , i + ^ / « , ( ^ + j - i ) / n ( a ^ + n ) (А = 1 , . . . , га). 

Далее, так как (/3 + n)s + п + /хг - А: + 1 > \i{ + 1 > 0 при s = 0 , 1 , 2 , . . . , то 

^ " 0 ( 0 ) S ( ^ ) * _ 1 ^ П + " ^ " . 1 ^ / " ^ ) / п ( ^ + П ) ] | х = 0 = 

- V г „• W + п)д + я + д,-+ 1] ( g + B ) < + n + < , , . . t + 1 . _ 
~ S r[( i9 + n ) e + n + / i , . - f c + 2 ] a : U = 0 " U ' 

где cs даются (2) . Поэтому у(х) удовлетворяет начальным условиям в (48), а единственность 
решения вытекает из (50), что и завершает доказательство теоремы. 

С л е д с т в и е 12. При га = 1 ,2 , . . . , а ф 0 и //,• > - 1 (г = 0 , 1 , . . . ,/>) решение задачи 
Коши (48) с /3 = 0 и Ьк G R (А: = 1, 2 , . . . , га) дается формулой 

у(х) = jrbjxi-1EnJ(axn) + + n + 1 ) * п + " Д П 1 М 1 + п + 1 ( а : с п ) . 

С л е д с т в и е 13. ZTpw га = 1, 2 , . . . , /? > 0, а ф 0, b е R и fi > ~1 решение задачи Коши 

у(п)(х) = ахру{х) + (0 < ж < d < оо) , ^ " ^ ( О ) = Ьк, 

с Ьк £ R (к = 1, 2 , . . . , га) имеет вид 

^ ^ E z A y ^ " 1 ^ ^ ^ 
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С л е д с т в и е 14. При га = 1 ,2 , . . . , а ^ О , b £ R и /а > — 1 решение задачи Коши 

уЫ(х) = а»(я?) + 6*" (О < ж < d < ос ) , у<*- 1 }(0) = 6*, 

с bk £ R (к = 1 ,2 , . . . , п) дается формулой 

у(х) = £ Ь ^ г Е п ^ а х п ) + 6Г(/х + 1 ) ж п ^ £ п , , + п + 1 ( а Ж

п ) . 

П р и м е р 11. При п = 1 , 2 , . а / О, 6 € Л и /х > - 1 решение задачи Коши 

у(п\х) = аху(х) + Ьх» (0 < х < d < оо) , у ( *- 1 } (0 ) = Ьк, 

с bk £ R (к = 1 , 2 , . . . , га) имеет вид 

= Е 7 Л т ( ж Ь 1 ^ . Н 1 / п , 7 п ( ^ + 1 ) + f П ̂ 1 ̂ п+^пд+1/пд+(,+1)/п(аЯ?

п+1). 
i = l U ~ Т Л 

П р и м е р 12. Решение задачи Коши 

у"{х) = axfiy(x) + Ьх* (0 < х < d < оо) , у(0) = с, у '(0) = d, 

с /? > Q, а ^ О, с € Л, ^ € Л и ^ > - 1 имеет вид 

у(ж) = cJE 2 , i + / j /2 , /? /2(a^ + 2 ) + da?£ 2 , i+/J/2 l ( /J-fi) /2(a» / ? + 2 ) + ^ ^ ^ г д + ^ / г д + ^ + ^ / г С д ^ 2 ) -

З а м е ч а н и е 7. Так как найденные решения дифференциальных уравнений (7) , (17), (24), 
(25) и краевых задач (47) , (48) выражаются в терминах целых функций типа Миттаг — Леф­
флера (2) , то полученные выше результаты могут быть распространены с действительной 
области в комплексную. 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Фонда фундаментальных иссле­
дований Республики Беларусь. 
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