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В настоящей работе исследуются свойства преобразований Беклунда, строятся нелинейные 
функциональные соотношения для решений пятого уравнения Пенлеве 

„ З г и - 1 , 9 ь/ {w-l)2f /3\ -fw 6w(w + l) ,_ч 

2w(w — 1) z zz \ w J z w — 1 

где a, /J, 7, S - произвольные комплексные постоянные, а также изучается связь между реше­
ниями пятого и третьего уравнений Пенлеве. 

Для уравнения (Р5) в работе [1] (см. также [2, с. 114; 3-6]) построены преобразования 
Беклунда, позволяющие, в частности, строить новые решения по известным, а также указаны 
условия существования однопараметрических и рациональных решений. В [5] (см. также [2, 
с. 91]) найдена связь между решениями уравнений (Р5) и (Р3) при специальных соотношениях 
между параметрами. В настоящей работе эти соотношения расширяются. 

1. О преобразованиях Беклунда. Для уравнения (Р5) в случае S ф О известны [1] 
преобразования Беклунда, которые устанавливают соотношения между решениями уравнения 
при различных значениях параметров. 

Теорема 1. Пусть w = tu(z,a, /?,7, S) является решением уравнения (Р5) при некоторых 
значениях параметров а, /3, 7, S ф 0 таким, что 

-Fi(w) = zw1 — e\cw2 + (sic — S2CL + e$kz)w + е2а ф О, (1) 

где с2 = 2а, а 2 = —2/3, к2 = —26. Тогда преобразование 

Т е и е 2 , е г
 : а,/3,7, <J) - » wi(z,аи/?Ь7Ь<*i) = 1 - 2е 3 fczwFf1Ы (2) 

определяет решение w\(z, ai,/3i,71,5i) уравнения (Р5) при значениях параметров 

ai = - ^ [ у + егк{1-е2а-е1с)]2, Pi = - гък(1 - е2а - sic)]2, 71 = е з М ^ а - е к : ) , * х = <J, 

(3) 
где ef = 1, г = 1,2,3. 

Решение w(z,а,/3,7,<$), для которого выполняется условие (1), т.е. Fi(u;) 7̂  0, и кото­
рое называется решением нулевого уровня, порождает восемь различных решений уравнения 
(Р5) первого уровня W i ( 2 , a i , / ? i , 7 i , ( $ i ) , г = 1,8, в зависимости от выбора ветвей с = л/2а, 
а — yj—2/3, А; = \/—26, которые определяются выбором £ь£2 ,£з соответственно. Решения, 
полученные после п -кратного применения преобразования теоремы 1, будем называть реше­
ниями n-го уровня, которым соответствует мультииндекс i i , . . . ,г п , где ij — 1,8, j = l,n, 
n > 1. 

Покажем, что значение параметра £3 можно фиксировать и, следовательно, можно рас­
сматривать решения уравнения (Р5) n-го уровня в зависимости от выбора ветвей, которые 
определяются выбором параметров е\ и £2 при фиксированном £3 = 1. В доказательстве 
этого утверждения и приведенных ниже теорем существенно будут использованы следующие 
леммы. 

Лемма 1. Изменение параметра £3 для решений первого уровня равносильно инверсии 
Teue2,Mz) = 
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Доказательство. Утверждение леммы 1 следует непосредственно из преобразования (2), 
(3). Действительно, пусть W{ и г = 1,4, являются решениями уравнения {Р$), которые 
получены с помощью преобразования теоремы 1 из решения w(z) при £ 3 = 1 и £ 3 = —1 
соответственно. Воспользовавшись формулой (2), убеждаемся в справедливости соотношения 
Wi{z,OLi,Pi,iu й) = Ч+4(*> -а», -7»,Si). 

Лемма 2. Справедливо соотношение Tai а 2 а з oT£l £ 2 £3w(z) = а 2 oT£l £ 2 -£3w(z), где 
а? = е? = 1, « = 1,2,3. . 

Доказательство. Из леммы 1 и преобразования (2), (3) непосредственно получаем, что 
если w(z)==T£u£2i£3w{z) и w = T£u£2-£3w(z), то гб(г) = w~l(z). Следовательно, Tai9<r2i<r3w(z) = 

Заметим, что соотношение леммы 2 свидетельствует о коммутативности построения реше­
ний в зависимости от выбора ветвей параметров при преобразовании (2), (3). 

Таким образом, решения второго уровня, полученные с помощью двукратного применения 
преобразования (2), (3) для фиксированной ветви £ 3 , совпадают при одинаковых значениях 
параметров а, /6,7,6. 

Лемма 3. Двукратное применение преобразования теоремы 1 при следующем выборе вет­
вей параметров £ь£2>£з : Ti ,—1,е 3 ° 2 е 1 > е 2 , е з ' w(z) ~* u)~l{z) равносильно инверсии исходного 
решения. 

Доказательство леммы 3 проверяется непосредственно с помощью двукратного приме­
нения преобразования теоремы 1. 

Из лемм 1-3 следует 
Теорема 2. Двукратное применение преобразования теоремы 1 при выборе ветвей па­

раметров £ i ,£2 ,£ 3 равносильно тождественному преобразованию I = Ti-i-£3 о Г е ь е 2 ) £ з : 
w(z) —> w(z). Четырехкратное применение преобразования теоремы 1 при фиксированном 
е 3 = 1 равносильно тождественному преобразованию I = Т\-\^ о Т е 1 ) £ 2 д о Т^-хд о Т е ь £ 2 д : 
w(z) —> w(z). 

Таким образом, в силу утверждений теоремы 2 значение параметра £ 3 можно фиксировать, 
полагая в дальнейшем, например, £ 3 = 1. 

Так как 6 Ф О, без ограничения общности считаем 6 = —1/2, что всегда можно получить 
масштабным преобразованием. Исследуем нелинейные функциональные соотношения, кото­
рые связывают решения уравнения (Р5) при последовательном применении преобразования 
(2), (3). Заметим, что полученные функциональные соотношения могут быть рассмотрены 
как альтернативные формы дискретных уравнений Пенлеве [7]. При фиксированном £ 3 = 1 
решение нулевого уровня w(z,a, /3,7, —1/2), для которого выполняется условие (1), порожда­
ет четыре различных решения уравнения (Р5) первого уровня W{(z, о.{, ft,7*, —1/2), г = 1,4, 
в зависимости от выбора ветвей, определяемых выбором £х,£2 -

Тхддги = w\ = 1 — 2zw(zwf — cw2 + (с — а + z)w + а ) - 1 , (4) 

T\-\y\w = w2 = 1 — 2zw(zwf — cw2 + (c + a + z)w — a ) - 1 , (5) 

Т_1ддги = ws = 1 — 2zw(zw' + cw2 + (—с — a + z)w + a)""1, (6) 

T-i-i^w = W4 = 1 — 2zw(zwf + cw2 + (—с + a + z)w — a ) " 1 . (7) 

Замечание. В дальнейшем мы рассматриваем общий случай, когда а ф 0, с 7̂  0, по­
скольку в случае а = 0 для решений выполняются равенства w\ — w2 и w<$ — гс?4, а также 
справедливо нелинейное функциональное соотношение (1 — и д ) - 1 — (1 — г о 3 ) - 1 = с(1 — w)z~l. 
При с = 0 получаем, что ид = ги3, w2 = и (1 - w\)~l — (1 — w2)~l — a(l — w)(zw)~1. В 
случае, когда оба параметра а и с одновременно равны нулю, все решения первого уровня 
при £ 3 = 1 совпадают и дальнейшее применение преобразования теоремы 1 возможно, если 
w ф const х ехр(—у/—28z) при 7 = \J—26. 

Теорема 3. Решение нулевого уровня и любые два решения первого уровня алгебраически 
зависимы. 
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Доказательство. Исключая w'(z) из (4)-(7), найдем в явном виде функциональные соот­
ношения, связывающие решения нулевого уровня w(z) и первого уровня Wi(z), где г = 1,4, 

(l-Wi)'1-(I-W2)-1 =a(l-w)(zw)-\ (8) 

- ( 1 - г о з Г 1 = c(l-w)z~1, (9) 

(1 - юг)"1 - (1 - ™ 4 ) - 1 = (1 - w)(cw + a){zw)~\ (10) 

(1 - гиг) - 1 - (1 - юз)'1 = (1 — w){cw - a){zw)-1. (11) 

Заметим, что решения wi и W4 связаны так же, как w\ и гоз в формуле (9), а решения 
и>з и и>4 - как решения w\ и гог в формуле (8) соответственно. 

Отметим, что при значении параметра ез = — 1 справедливы функциональные соотноше­
ния, аналогичные (8)—(11), в которых произведена замена Wi(z) —> Wi+±{z) и z —> —z. 

Из формул (8)—(11) непосредственно получаем 

(1 - w^-1 - (1 - W2)'1 = (1 - и*)"1 - (1 - и*) - 1 . (12) 

Теорема 4. Три произвольных решения первого уровня алгебраически зависимы. 
Доказательство. Исключая из формул (8)—(11) функцию w(z), получаем 

c(w\ - w2)(w2 - 1) + w2(a(wi - l){w2 - 1) + (wi - w2)z) 
W4. = " ~ —— , \l^j 

a(wi — l)(w2 - 1) + (wi - w2)(c(w2 — 1) + z) 

_ a(wi - \)w\{w2 - 1) + {wi - w2)(c(wi - 1) + w\z) . 
W 3 a(wi - l){w2 - 1) + {wi - w2)(c(wi — l)+z) 

^ _ a{w\ - ws)(w3 - 1) + ws(c(wi - l){w3 - 1) + (w 3 - гих)г) ^ 
4 c(wi - l ) (w 3 - 1) + {wi - ws){a(ws - 1) - z) 

^ _ a{w2 - ги 4)(^4 - 1) + ги4(с(1 - u>2)(w4 - 1) + (^2 - ,щ 
c(l - w2)(w4 - 1) + {w2 - w 4)(a(w4 - 1) + z) 

Соотношения (13)-(16) связывают три произвольных решения первого уровня, откуда и сле­
дует утверждение теоремы 4. 

Из формул (8)—(16) непосредственно вытекают следующие функциональные соотношения, 
связывающие решения первого и второго уровней: 

(wi - l)(u?3 - w2) _ (1 - w±)(w2 - Ws) _ cw 
(1 - ws)(wi - w2) (w2 - 1)(WA - W3) a 

W\ + w2{ws — 1) — ws + w 4 ( l — W\) _ cw 

(w2 - W\)(ws - WA) a 

(1 — WA){W\ — Ws) _ (1 — W\)(W4 — W 2 ) CW 

(wi - 1)(WA - ws) (WA_ - l)(w\ - w2) a 

(wi — W4)(l — w2)(l — Ws) _ (wi — W 4 ) ( l — w2)2(ws ~ WA) cw + a 
(1 — W \ ) ( \ — W4){w2 — Ws) (1 — WA)2(W\ — W2)(w2 — Ws) CW — О 

(1 - wx)~x - (1 - WA)-1 + (1 - w2)~l - (1 - г^з) - 1 = 2c(l - w)z~\ 

(1 - wx)~l - (1 - WA)~1 - (1 - w2)~l + (1 - w3)~l - 2a(l - t u J M " 1 , 

где с 2 = 2a, a 2 = -2/3. 
Заметим, что вопрос построения функциональных соотношений, связывающих решения 

двух соседних уровней, рассматривался также в [5]. 
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Пусть Wij(z), i,j = 1,4, есть решения второго уровня, полученные с помощью дву­
кратного применения преобразования (2), (3) к решению w(z), т.е. Wij(z,aij,PijHiJ^id) = 

= TAU<T2iioTeue2iiw{z,a,P,'Y,8), где е\ = о\ = 1, А; = 1,2 (рис.1). 

wi (г, а\, Pi, 7i, &i) гу4д (г, а 4 д , /3 4 Д , 7 4 Д , £ 4 Д) 
w2(z,a2,p2,j2,82) 

/ -шз(г,аз,/3з,7з,(5з) 

ги(г,а,/3,7,£) ^ w 4 ( z , a 4 , / 3 4 , 7 4 , 5 4 ) 

W4,2(z, «4,2, /?4,2, 74,2, *4,г) 

Д>4,з(*, «4,3, /?4,3, 74,3, <*4,з) 

w 4 ) 4 ( z , а 4 ,4 , /?4,4, 74,4, &4,4) 

Рис. 1. Иерархия решений при последовательном применении преобразований теоремы 1. 

Учитывая формулу (12) и лемму 3, легко получить нелинейное функциональное соотноше­
ние, связывающее решения нулевого и второго уровней (1 — ^ , i ) - 1 + (l — Wi^)~~l + (wi^ — l)~l = 
— w(w - l ) " 1 , i = I74. 

Получим нелинейные функциональные соотношения, связывающие решения нулевого, пер­
вого и второго уровней при последовательном применении преобразования теоремы 1. Пусть 
W{ = TeiiS2:iw(z) и Wij = Taij(T2iiWi(z). Непосредственными вычислениями находим, что для 
Щ,1 = Ti^iWiiz), Wij2 = Ti -i^Wiiz), Wij = T_ifi,il(/j(z) и w i A = T_i _ 1 Д ^ ( ^ ) выполняются 
соотношения 

w(w - l ) " 1 - (1 - Wi,i)~l = - a i ( l - wl)(zwi)~l

1 wly2 = w~l, 

w(w - l ) " 1 - (1 - г ^ з Г 1 = (1 - Wi)(ciWi - ai)(zwi)~l, 

w(w - l ) " 1 - (1 - wiA)~l = ci( l - U 7 i ) * ~ \ 

где выбор ветвей ci, ai фиксирован и q = \/2ai, ai = y/—2Pi. 
2. Связь между решениями уравнения (Р5) при i = 0 и i / 0. В этом пункте 

мы расширим приведенные в [6, 8, 9] (см. также [2, с. 118]) соотношения между решениями 
уравнения (Р5) при i = 0 и (J ̂  0, а также исследуем взаимосвязь между полученными ниже 
преобразованиями и преобразованием (2), (3). 

Теорема 5. Пусть w = w(t,a/4, —a/4,0,47), z = t 2 - решение уравнения (P5). Тогда 
преобразование 

T:w^w = (4ги)_1(ги + l ) 2 (17) 

определяет решение w(z,a, 0 ,7 ,0) уравнения (Р5). 
Доказательство теоремы 5 проверяется непосредственно с помощью подстановки форму­

лы (17) в уравнение (Р5). 
Таким образом, преобразование (17) связывает решения уравнения (Р5) при значениях 

параметров 6 = 0 и 8 Ф 0. 
Замечание. В работе [6] соотношение (17) приведено при a = 0. 
Получим еще два преобразования, связывающие решения уравнения (Р5) при 8 = 0 и 

5 ф 0. Для этого рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида 

df/dt = g f 2 + g + y/fo/t, dg/dt = -fg2 - g/t + / . (18) 

Исключая из системы (18) функцию g(t), приходим к уравнению 

*2(1 + / 2 ) / " = * 2 / / ' 2 - <(1 + / 2 ) / ' + 2t2f3 + t2f + (t2 - 2а) f, (19) 

которое подстановкой w(z) = f2(f2 + l ) " 1 , z = t 2 приводится к уравнению (P5) с парамет­
рами a, р = 8 = 0, 7 = 1/2. Так как функции g(t) и /(£) входят линейно в правую часть 
соответственно первого и второго уравнений системы (18), то, исключая /(£), имеем 

t2(g2 - 1)9" = t2gg'2 + t(l - g2)g' - t2gb - Vtetg4 + 2t2g3 + V2a~tg2 - (t2 + l)g - Vte. (20) 
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Положив в уравнении (20) w = {д + 1){д - I ) " 1 , для определения w(t) получаем уравнение 
(Р 5 ) при значениях параметров а = 1/8, /3 = - 1 /8 , 7 = 2\/2а, J = 2. Таким образом, 
справедлива 

Теорема 6. Пусть w(t) есть решение уравнения (Р5) при значениях параметров а = 
= 1/8, /3 = —1/8, 7 = 2y/-2s, 6 = 2. Тогда преобразование S : w -± w, где w(z) = 
= / 2 ( * ) ( / 2 ( * ) + i)"" 1 ! / (*) = [2tw'(*) -hi - w 2 ](4utf) - 1 , z = t2, определяет .решение w(z) 
уравнения (Р5) при значениях параметров а = s, /5 = 0, 7 = 1/2, 5 = 0. 

Приведем еще одно преобразование, полученное в [8], которое связывает решения уравне­
ния (Р5) при 8 = 0 и 5 ^ 0 . Для этого рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
вида 

df/dt = g(h + h~lf2) - (р + <fc/<ft = /(/г - Л " У ) +pg/t, (21) 

где р, Л, ф 0 - постоянные параметры. 
Исключая из системы (21) функцию g(t), получаем уравнение 

(h2 + /2)(/' + */") = *//'2 + (h2 + fftf + (1 +p)2fh2/t, (22) 

которое подстановкой w = f2/{h2 + / 2 ) , 2 = £2 приводится к уравнению (Р5) с параметрами 
й = ( 1 + р ) 2 / 2 , /3 = 0, 7 = / i 2 / 2 , 5 = 0. Исключая / ( * ) , имеем 

</' = <7</ 2 /У ~ h2) - <//* + ff(/i2 - g2) +p2h2g/(h2 - g2). (23) 

Положив в уравнении (23) g(t) = h(w(t) + l)/(w(t) - 1), для определения w(t) получаем 
уравнение (P5) при значениях параметров а = р 2 /8 , /3 = — р 2 /8 , 7 = 0, 5 = 2h2, h Ф 0. 
Таким образом, справедлива 

Теорема 7 [8]. Пусть w(t) есть решение уравнения (Р5) при значениях параметров 
а = р 2 /8 , /3 = — р 2 /8 , 7 = 0, 5 = 2/г2, h ф 0, где р, h - постоянные параметры. Тогда 
преобразование G : w -> й, где = f2{t)/{h2 + / 2 ( t ) ) , / ( t ) = w'(t)/(2w(t)) - p[tu(t) -
—w - 1(£)]/(4t), z = t2, определяет решение w(z) уравнения (P5) при значениях параметров 
а = ( 1 + р ) 2 / 2 , /3 = 0, j = h2/2, 8 = 0. 

Покажем, что преобразования, полученные в теоремах б, 7, являются композициями по­
строенных выше преобразований T€li62 и Т. Здесь мы переобозначили для удобства преобра­
зование Т £ Ь £ 2 ) Ь -з теоремы 1 через T£li£2, где, согласно предыдущему пункту, зафиксировали 
параметр £3 = 1. 

Теорема 8. Справедливы композиции G — Т о T_i_i , S = Т оТ\^. 
Доказательство. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (21). Положим в 

уравнении (22) w2 = (/ — ih)/(f + г/г), где i2 = —1. В этом случае уравнение (22) приводится 
к уравнению (Р5) относительно w2 с параметрами а2 = (1 + р ) 2 / 8 , /З2 = — (1 + р ) 2 / 8 , 72 = 0, 
5 2 = 2/i2. При этом выполняются соотношения w2 =T-\-\w, w = Tw2. Таким образом, w = 
= T0T-1-1W и, следовательно, G = Т оТ-\-\. Аналогично для доказательства второй части 
теоремы 8 делаем замену w2 = ( / — *) / ( / + i) в уравнении (19). Таким образом, получаем, что 
г̂ 2 = Tijw, гГ; = Тг̂ 2 и, следовательно, w = Т о Ti^w, что и требовалось доказать. 

3. Связь между решениями уравнений (Р3) и (Р5). Известно [6, 8, 9] (см. также [2, 
с. 91]), что при некоторых соотношениях между параметрами третье уравнение может быть 
приведено к пятому уравнению Пенлеве. С помощью преобразования теоремы 5 и теоремы 
об общем виде параметров при последовательном применении преобразования Беклунда для 
8 ф 0 из работы [1] можно построить общий вид параметров, при которых уравнение (Р5) 
приводится к третьему уравнению Пенлеве. 

Приведем для доказательства дальнейших утверждений теорему об общем виде параметров 
при последовательном применении преобразования Беклунда (2), (3) [8]. 

Теорема 9. Последовательное применение преобразования (2), (3) к решению ги(;г:, а,/3, 
7 , - 1 / 2 ) приводит к решению u>(z,a,/3,7, —1/2), где параметры имеют один из следующих 
видов: 

а = (р + n i ) 2 /2 , J3 = -(q + n 2 ) 2 / 2 , 7 = 7 + n 3 , (24) 
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а = (<? + п 2 ) 2 / 2 , /3 = - ( р + щ ) 2 / 2 , 7 = - 7 + п 3 , . (25) 

а = (-ep-vq + eij + 2ni + 1) 2 /8, /3 = ~(-ep-vq-siy+ 2п2 + 1 ) 2 у = (-£p + vq)ei-+n^ 
(26) 

а = (-ep+vq-eiy+2n1+l)2/8, /3 = - ( е р - г ^ - £ 1 7 + 2 п 2 + 1 ) 2 / 8 , 7 = ( ep+vg- l ) e i+n 3 , (27) 

где 5 = 2n 4, р 2 = 2а, g 2 = -2/3, i/2 = е 2 = е2 = 1, 5 = + n 2 + n 3 , Е Z , j = Т~4. 
Справедлива 
Теорема 10. Уравнение (Р5) при значениях параметров одного из видов 

а = (р + 2щ) 2 /8 , /3 = - ( р + 2п 2 ) 2 /8 , 7 = п 3 , s = 2п 4, (28) 

а = (р + 2п х + 1) 2 /8, /3 = - ( р + 2п 2 + 1) 2 /8, 7 = п 3 , з = 2п 4, (29) 

а = (1 + 2щ) 2 /8 , /3 = - ( 1 + 2п 2 ) 2 /8 , 7 = п 3 ± р , (30) 

где s = ni + n 2 - fn 3 , t i j Е Z , j = 1,4, р £ Z , 5 = —1/2, приводится к третьему уравнению 
Пенлеве. 

Доказательство. Формулы (28)-(30) следуют из формул теоремы 9 после подстановки в 
(24)-(27) параметров теоремы 5. 

Из формул (28)-(30) непосредственно получаем 
Следствие. Уравнение (Р5) при значениях параметров либо у/2а — у/—2/3 = п, 7 = roi, 

n + ni = 2п 2, либо а = (1 + 2ni) 2 /8, /3 = - ( 1 + 2п 2 ) 2 /8 , где n,n^ Е Z , j = 1,2, приводится 
к третьему уравнению Пенлеве. 

Расширение связи между решениями уравнений (Р 3 ) и (Р5) происходит с помощью тео­
ремы 9 и следующего утверждения [2, с 118]. 

Теорема 11. Пусть w = w(z,a, /3,7, 5) есть решение уравнения (Р5) при значениях 
параметров а = /3 = 0. Тогда преобразование F : w и = (w + l)2/(w — I ) 2 определяет 
решение и = u(z, —7/4,7/4, —5/8,5/8) уравнения (Р 3 ) . 

Итак, если в формулах (24)-(27) положить параметры а == /3 = 0, получим, что пятое 
уравнение Пенлеве при значениях параметров либо л/2а—\/—2{3 = п, 7 = ni, n+ni = 2n 2 + l, 
либо а = n 2 /2 , /3 = — n 2 /2 , n,n; Е Z , г = 1,2, приводится к третьему уравнению Пенлеве. 

Таким образом, объединяя приведенные выше результаты, получаем следующее утвер­
ждение. 

Теорема 12. Пятое уравнение Пенлеве при значениях параметров либо \/2а — у/—2/3 = п, 
7 = ni, либо а = тг2/8, /3 = —п2/8, где тг,тгг- Е Z , г = 1,2, приводится к третьему 
уравнению Пенлеве. 
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