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Введение. В феноменологической теории теплопроводности предполагается, что скорость распро­
странения тепла является бесконечно большой, и это подтверждается расчетами температурных полей 
в телах при обычных условиях, встречающихся в практике. Однако в разреженных средах при высо­
коинтенсивных нестационарных процессах теплообмена приходится учитывать, что тепло распростра­
няется с некоторой конечной скоростью. В работе [1, с. 21] предложена теория о конечных скоростях 
распространения тепла и массы в капиллярно-пористых телах, согласно которой справедлива формула 
wr = >/А/(с7т г), где wr - скорость распространения тепла, т г - постоянная времени релаксации теп­
лового потока, А - теплопроводность, с - удельная теплоемкость, 7 - плотность рассматриваемого 
тела. Как правило, для газов wr = 150 — 300 м/с, тг = 10~ 9 — 10~ 1 5 с и в условиях сверхзвукового по­
тока влияние конечной величины скорости распространения тепла на процесс теплообмена становится 
заметным. В этом случае закон распространения тепла имеет вид [1, с. 21] 

q = -AVT - ту <9q/<9r, (1) 

где q - вектор плотности теплового потока, Т - температура, V - векторный дифференциальный 
оператор. 

Постановка задачи. Пусть требуется определить закономерности развития пространственных 
температурных полей в изотропном полупространстве при задании на его поверхности смешанных 
граничных условий, линией разрыва которых служит окружность радиуса R. С учетом (1) в цилин­
дрической системе координат г > 0, z > 0 осесимметричное дифференциальное уравнение теплопро­
водности гиперболического типа запишется в виде [1, с. 21] 

1 д (rdT(r,z,r)\ i d*T(r,z,r) = 1 dT(r,z,r) t 1 а2Г(г,г,т); 

г дг\ дт J dz2 а дт w2 дт2 

где а > 0 - коэффициент температуропроводности, г > 0 - временная переменная. 
При этом будем считать, что в заданном температурном диапазоне теплофизические характери­

стики (а, А, с) не зависят от температуры, а известны некие их усредненные значения, чего всегда 
можно добиться, введя соответствующим образом новые переменные (см., например, [2, с. 15]). 

Краевые условия на бесконечности имеют вид 

дТ{г,оо,r)/dz = dT(oo,z,T)/dr = 0, г > 0, z > 0, (3) 

условие симметрии - вид 

дТ(0,г,т)/дг = 0, z > 0 , (4) 

а смешанные граничные условия на поверхности z = 0 - вид 
-<9Т(г, 0, r)/dz = \~lq{r) + C~lw;2 дя(т)/дт, 0 < г < Л, (5) 

Т ( г , 0 , т ) = 0 , Д < г < о о , (6) 

где С = С7 - объемная теплоемкость, q(r) - функция плотности теплового потока через область 
0 < г < R на поверхности z = 0 полупространства. 

Рассмотрим однородные начальные условия для уравнений (2) и (5) 

Г(г, 0) = <9T(r, zy 0)/дт = 0, г > 0, z > 0, (7) 

q(0) = 0. (8) 
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Применяя интегральное преобразование Лапласа (см., например, [3, с. 63]) T(r, z, s) — L[T(r, z, т)] = 
= /0°° exp( - s r )T( r , z , r ) dr, Res > 0, q(s) = Ь[д(т)] = J"0°°ехр(-вт)д(т) dr, Res > 0, сформулирован­
ную выше задачу (2)-(8) в области изображений Лапласа приводим к виду 

1 д ( dT(r,z,s)\ d2T(r,z,s) * 7 л / v 

MROO,s) = MOOZ,s) = dT(0z,s)= z > Q ; 

dz or or 

- d T { g ^ S ) ^qWX-'+C-'w^s), 0 < г < Л ; (11) 

T(r,0,s) = 0, R<r <oo , (12) 
где s* = w~2s2 + a _ 1 s , а требование Res > 0 для L-параметра здесь и далее для краткости в записи 
опускается. 

Необходимо заметить, что в общем случае задания неоднородных начальных условий (в отличие 
от однородных условий (7), (8)) соответствующие преобразования Лапласа от правых частей уравне­
ний (2) и (5) имеют вид 

_х&Г{глг,т) , _ 2 Э 2 Г(г , г , г ) 
а дт + г дт2 

- 2 „ , „-Г^, . m ..._ааг(г,*,о) s*T(r, z, в) - (w~2s + O T ( r , z, 0) - w~T Q r 

i-l~f~\ , ^-i . , . - 8 f lg(r) ' = K T 2 s + a- : )g(s) - С" 1 ™" 2<?(0)-

He уменьшая общности задачи, в дальнейшем будем рассматривать случай однородных начальных 
условий (7), (8). 

Утверждение . Решение исходной задачи теплопроводности (2)-(8) представимо в виде 

< r + i o o оо R 

T(r,z,r) = ± J exp(sr) JР1о(рг)еМ~^'3)) J?(M)sin(#(p>e))(ttdp*r, 

(Т-гоо 0 0 (13) 

r > 0 , z > 0 , r > 0 , R e s > < 7 > 0 , 

где ф(р,з) — У/р2 + WR2s2 + a~ls. 
Доказательство . Если применить к уравнению (9) бесконечное интегральное преобразование Хан-

келя (см., например, [3, с. 64]) Т # ( р , я , 5 ) = # [ Т ( г , г , 5 ) ] = / 0°°Т(г,2,s)Jo(pr)rdr, где Jo(pr) -функция 
Бесселя вещественного аргумента, то получим обыкновенное дифференциальное уравнение 

d2TH(p1z,s)/dz2 - (р2 + s*)TH{p,z,s) = 0 , z > 0, 
частное решение которого с учетом краевых условий (10) может быть записано в виде [3, с. 166] 
TH(p,Z,S) = D(p, s) exp(—z^/p2 -f s*), z > 0, где D(p,s) - неизвестная аналитическая функция, 
подлежащая определению. 

Применяя формулу обратного преобразования Ханкеля, находим решение рассматриваемой задачи 
в области L -изображений в виде 

оо 

T(r,z,s) = jD(p,s)exp(-z(p2 + s*) 1 / 2)JQ(pr)pdp, r > 0, z > 0. (14) 
0 

Используя смешанные граничные условия (11), (12), из выражения (14) при z — 0 для определения 
неизвестной функции D(p,s) получим парные интегральные уравнения с L -параметром 

оо 

j D(p,s)(p2 + s* ) 1 / 2 J0(pr)pdp = qisKX'1 + C-lv)-28), 0<r<R, 

OO 

J~D{p,s)Jo(pr)pdp = 0, R<r< 

(15) 

00, 
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где предполагается существование и сходимость соответствующего интеграла q{s). 
Решение парных интегральных уравнений (15) можно найти, используя подстановку 

D(p, s) = (р2 + 0 _ 1 / 3 J W, *) Mt(p2 + s*)1'2) dt, (16) 

где Tp(t,s) - вспомогательная неизвестная функция-изображение. Подстановка (16) автоматически 
обеспечивает выполнение второго парного уравнения (15) при любом выборе функции ?p(t, s), так как 
соответствующий разрывный интеграл обращается в нуль при R < г < оо : 

R 

/ ( р Ч Л - ^ п М р Ч * - ) " ' ) ^ ) » , * - { * _ ^ - Ф а я ц , р _ г 2 ) ) 1 / , , , о VrVi Re V ? > 0. 
о 

Если подставить (16) в первое парное уравнение (15), использовать равенство 

pJo(pr) = г"1 d(rJi(pr))/dr 

и проинтегрировать полученное равенство по г от нуля до г, то получим уравнение для определения 
вспомогательной аналитической функции 7p(t, s): 

г R 

J (г2 -t2)'l'Hip(t,8)exp(-(84 

+ J<p(t,s)sm(tVF)dt = 2-1q(s)r2(\-1+C-1w;2s), 0 < г < R. (17) 

При этом следует указать здесь, что методы нахождения аналитической функции ip(t, s) из уравне­
ния типа (17) представлены, например, в монографии [3, с. 196] и что при выводе (17) использовано 
значение разрывного интеграла 

J sm(t(p2 + s*)1/2)J1(pr)dp = 

_ / г " 1 [sin(tVF) + t{r2 - t2)-1'2 exp(-(s*(r 2 - t 2)) 1 / 2)], 0 < t < r, 
~ {r-1 [ s i n ( t ^ ) - t(t2 - r2)-1'2 ащ((**(*2 - r2))1'2)), 0 < r < Re > 0. 

Наконец, возвращаясь к формулам (14), (16) и применяя обратное преобразование Лапласа, можем 
записать решение исходной задачи в виде (13). Тем самым утверждение доказано. 

Отметим, что если скорость распространения тепла wr —У оо, то формула (13) вырождается в ре­
шение параболического дифференциального уравнения теплопроводности при соответствующих сме­
шанных граничных условиях. 
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