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Хорошо известно (см. [1, с. 203-216]), что классическая теорема Коши-Ковалевской носит локаль­
ный характер. В последнее время ее различным обобщениям посвящено значительное число работ 
(см., например, [2-8]). При этом в работах [2, 5-8] установлены глобальные варианты этой теоремы 
для различных частных случаев систем Ковалевской. Цель настоящей работы - установить глобаль­
ный вариант этой теоремы для нормальных систем первого порядка. При этом основная трудность за­
ключается в построении такой мажорантной задачи, которая допускает существование аналитического 
интеграла, позволяющего получить эффективные условия существования глобального по t решения 
исходной задачи. 

Следуя [1, с. 214-215], достаточно исследовать разрешимость следующей задачи Коши: 

ди п ди 

~& = ^ С к ^ х ^ и ^ д ^ ~ к + и G Rm> u\t=<> = °> (А) 
G = {t,x,u : t > 0, Hxll < Q, |H| < Q}, Q > 0, 

где матрицы Ck(t,x,u) и вектор /(£,x,u) непрерывны no t и аналитичны по остальным переменным 
в области G, точнее говоря, разлагаются в абсолютно сходящиеся в области G степенные ряды по ж, 
гх, причем 

г а , ,л ^ ck(t)(l-xk/Q) f(t) 
Ck(t,X,U) < — , f{t,X,U) < 77ГГ, (2) 

ujz(x)(l — mz/Q) UJ(X)(1 — mz/Q) 
u(x) = (1 - Xl/Q) (1 - xnIQ) (\\x\\ <Qo<Q, \\u\\ <z< Q/m). 

Здесь скалярные функции ck(t), f(t) непрерывны и неотрицательны на [0,+оо). Под нормой век­
тора (матрицы) понимаются величины \\и\\ = max \щ\, \\х\\ = max \хк\ (\\С\\ = max JZZLi 1свг|)-

1 < г < т 1<К<П L<S<M 

Знак мажорирования <С означает, что нормы матричных (векторных) коэффициентов разложения в 
степенной ряд матрицы (вектора), стоящей (стоящего) слева, не превосходят соответствующих коэф­
фициентов разложения в степенной ряд скалярной функции, стоящей справа. 

Развивая классический метод мажорант, сформулируем следующее утверждение. 
Лемма. Система вида 

dz _ c(t) 1 ^ 
di = UJ2 (x) 1 -mz/Q 2-* r f i - ^ ) | ^ + * 1 - ^ , ^ = o = 0, (3) 

^ V Q J dxk u{x) 1 - mz/Q 

где c(t) = m a x { c i ( f ) , . . . , c n ( £ ) , / ( £ ) } , является мажорантной для задачи (1). 
Доказательство этой леммы проводится по схеме работы [9] и состоит в доказательстве соотношения 

-foo -boo 

uo(x) + (*,х) -u£(t,x)) < z0(x) + ^ ( z m ( £ , : z ) -ze(t,x)), 
t=o e=o 

где левая и правая части - решения соответственно задач (1) и (3), построенные классическим ме­
тодом последовательных приближений. Очевидно, что щ(х) = 0, zo(x) = 0. Используя свойства 
аналитических мажорант, связанные с их сложением, умножением, подстановкой в другие аналитиче­
ские мажоранты, а также с их интегрированием и дифференцированием (см. [10, с. 48-50]), нетрудно 
видеть, что 

ui+i(t,x) < zi+i(t,x), £ = 0 ,1 ,2 , . . . , 
t t 

ui{t,x) - u0(x) = [ f(r,x,0)dr <C f dr - zi(t,x) - z0(x). 
J J u{x) 
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Установим следующее важное свойство аналитических мажорант, сформулированное в [9]. Пусть 
p(t, х, v) - скалярная функция, непрерывная по t и аналитическая по скалярным аргументам х, v в 
некоторой окрестности начала координат, и выполнены соотношения: p(t,x,v) <С p(£,x,i/), vi{t,x) <^ 
< г>1 (£,х), v2{t,x) <gLv2(t,x), v2{t,x)-vi(t,x) < i>2 ( £ , # ) " ^1(^)5 где ui(t,x), v2(t,х) - произвольные 
непрерывные по t и аналитические по х функции, p(t,x,v), z > i х ) , v2{tyx) - соответствующие 
аналитические мажоранты. Тогда имеем 

-foo 

p{t,x,v2{t,x)) -p(t,x,vi{t,x)) = ^2,Pk{t,x)[^{t,x) -v$(t,x)] «С 
k=0 

+00 
< » & X >> ^ 2 (*' Ж ) ~ ^ (*' ^ [*2 _ 1 (*> Ж ) + ^2 ~ 2 (*, + + * > l _ 1 (*, Ж)] = 

fc=0 

+00 
= *Yl,Pk{t,x)[i>%{t,x) - i>i(t,x)] = p(t,x,i>2(t,x)) -p(t,z,i>i(t,x)). 

fc=0 

Аналогичное утверждение справедливо и для функции р(£,х, */), где х Е i ? n , ^ € i 2 m (см. [9]). 
Поэтому, используя указанные выше свойства аналитических мажорант, получаем 

t п п 

ue+1(t,x)-ue(t,x) = 11^Ск(т,х,ие(г,х))(^р^- - д и ^ т ^ \ + £(Ск(т,х,щ(т,х))-

ди (т ж) 
-Ck(r,x,ut-i(T,x)))—— + (f(Tix>ue(T,x)) - / ( r , x , t ^ _ i ( r , x ) ) ) } dr < 

r ,x ,^_i (r , яг))) j 1 

<£z£+1(t,x)-zi(t,x), £ = 1,2,3, . . . , 

а это и означает справедливость леммы. 
По определению мажорантной задачи имеем u{t,x) <С z(t, х) для любых £, х из области опре­

деления функции z(t, х) . Задача (3) допускает эффективное исследование. Ее решение строим в виде 
z(t,x) = h(t,y), у = OJ(X). Используя классический метод характеристик, придем к уравнению 

h^_3Q(L + i)h2+my\h_^lf с(т) dT = 0> (4) 

\гп п) \mn ) mn J 
о 

из которого находим решение h(t,y). Очевидно, что при t = 0 уравнение (4) имеет три различных 
действительных корня, причем искомому решению соответствует корень h\ = 0. 

Из формул Кардано следует, что существование трех различных действительных корней уравне­
ния (4) обеспечивается выполнением неравенства 

-т2п2у2(Ът2у2 - 2тпу + Зп 2) - (7ш 3 п 3 /Q 3 ) (n + ту)(-п2 + тпу - т2у2) + 7 2 га 6 п 6 /(4<2 6 ) < 0 

(9о < У < 1), 

где 7 = (6Q2/(mn)) JQ c(r)dr, qo = (l-Qo/Q)n- Следовательно, параметр 7 должен удовлетворять 
условию 

7 < min jR(j/), (5) 

где R(y) = -2Q3m~~3n~3(n + ту)(п2 - mny -h га2?/2) + [4Q6m~6n~6(n + my)2(n2 - mny + m2y2)2 + 
+ 4Q6y2m~An~4(3m2y2 — 2mny + Зп 2 ) ] 1 / 2 , при этом первый (искомый) корень уравнения (4) всегда 
меньше (строго) числа Q/m. 

Таким образом, справедлива 
Теорема. Пусть выполнены условия (3) и (5). Тогда задача (1) имеет единственное глобальное 

по t решение, которое можно построить классическим методом последовательных приближений. 
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