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в связи с его 75~летием 

1. Введение. Рассмотрим уравнение 

Uxx - D^yU = 0 (у> 0), {-y)mUxx - Uyy = 0. (m > 0, у < 0), (1) 

где Щ+д ~ частная дробная производная Римана-Лиувилля порядка а, 0 < а < 1, от 
функции U(x1y) по второй переменной [1, с. 341]: 

у 

W ^ f e r t - l p ^ / ^ f e * ( 0 < а < 1 . » > 0 ) . (2) 
о 

Настоящая работа посвящена изучению уравнения (1) в области D, которая представляет со­
бой объединение верхней полуплоскости D+ = {(ж, у) : —оо < х < +оо, у > 0} и области D~, 
лежащей в нижней полуплоскости (у < 0) и ограниченной характеристиками 

АС:Ц = х--^—{-у)№)1*=Ъ, ВС : г? = х + - J _ ( - y ) < ™ + 2 > / 2 = 1 (3) 
т + 2 т + 2 

и отрезком [0,1] прямой у = 0. Обозначим через J = (0,1) единичный интервал прямой 
у — 0, а через &Q(X) = (ж/2) — г[(т + 2)з;/2] 2/( т" ь 2) аффикс точки пересечения характеристики 
уравнения (1), выходящей из точки (ж, 0) Е J, с характеристикой А С Пусть TqV ~ оператор 
дробного интегрирования Римана-Лиувилля: 

(IoV)(z) = ffc) / ( я - ffii-a/W d * (« > 0, ^ > 0), (4) 
о 

а / ^ ' ^ - оператор обобщенного дробного интегрирования с гипергеометрической функцией 
Гаусса F(a,b;c; z), введенный в [2] (см. также [1, с. 326-327]) и имеющий при действительных 
a > 0, /3, г] и х > 0 вид 

(ltf«f)(x) = | ( * - i ) * " 1 ^ ( а + /3, -v, а; 1 - / (*) Л- (5) 
0 

Заметим, что 

(*ггалж*) = (6) 
638 
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Для уравнения (1) изучим следующую нелокальную краевую задачу, которую назовем ана­
логом задачи Бицадзе-Самарского [3]: найти решение U(x,y) уравнения (1) в области D, 
удовлетворяющее краевым условиям 

yl~aU\y=o = 0, - о о < £ < 0 , 1 < я < оо, (7) 

А { 1 а , - а - ^ - а + Р - 1 щ @ о Ш X G J, (8) 

а также условиям сопряжения 

lim yl-aU(x,y) = lim Щх,у) (х € J), (9) 
2/->0+ у—)-0— 

]imy1-a(y1-aU(x,y))v= Шиу(х,у) (х Е J). (10) 

Здесь д(х) Е Cr(J)OC2(J) - заданная функция; /3 = га/(2га+4), а > тах[—/3,/3 —1]; А и В -
действительные числа разных знаков. Будем искать решение U{x,y) поставленной задачи в 
классе дважды дифференцируемых функций в области D таких, что 

у

1-аЩх,у)еС(5+), U(x,y)eC(D=), 
(п ) 

yl'a{yl-aU)y G C(D+ U {(x,у) : 0 < x < 1, у = 0}) , 

Uxx 6 C2(D+ U D~), Uyy E С2(5=). (12) 

2. Единственность решения задачи. Пусть существует решение исследуемой задачи. 
Введем обозначения 

lim yl~aU{x,y) = тг(х), lim U(x,y) = т2(ж), (13) 
у—>0+ y - > 0 -

lim y 1 - a (y 1 - e C^(a: ,y)) y = ^ ( x ) , lim Uy(x,y) = i^(ar). (14) 

Известно [4], что решение уравнения (1) в полуплоскости у > 0, удовлетворяющее условию (7) 
и условию _ 

l i m y - a l 7 0 r , y ) = T i ( a r ) {х 6 J), (15) 

дается формулой 
1 

tf(*,y)= | G(rc,y,t)n(t)dt, (16) 

о 
где 

G ( x , y , t ) = ^ - 4 ; ^ ( - i x - % - ^ ) , ^ м = Е г ( р + щ Г ( , _ с ц . » > * 

Также известно [5, с. 20], что функциональное соотношение между т\(х) и щ(х), принесенное 
из параболической части D+ на линию у — 0, имеет вид 

- f u W ! ' ( l ) ' ( 1 8 ) 

Найдем соотношение между Т2(ж) и V2(ж), принесенное на линию у = 0 из гиперболиче­
ской части D~ области D, Используя формулу (19) из [6], имеем 

щв0(х)} = ъ г ш ^ - ^ ш х ) - 7 2 г ( 1 - m^'^-Wtm*), (19) 
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где 

7 1 Г 2 ( / ? ) ' 7 2 2Vm + 2 ; Г 2 ( 1 - £ ) У ' 

Подставляя выражение (19) в условие (8), применяя соотношение 1$+,г,Ц'+а+г> f{x) = 
= /q+ 1'^+S,r'f{x) (7 > 0) (см., например, [1, с. 327]) и учитывая формулу (6), получаем 

A7lm(Iofr2(t))(x) + (В- Л 7 2 Г ( 1 - т&^ЫШ*) = 9(х). (21) 

Пусть 1?о + - оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля порядка а > 0 
[1, с. 44]: 

X 

w » > w = ( s ) T s h s j I ( ^ P ^ { a > 0 ' л = н + « • ( 2 2 ) 

о 

где [а] - целая часть а. Применяя к обеим частям равенства (21) оператор и используя 

свойства операторов дробного интегрирования и дифференцирования [1, с. 50-51] DQ+IQ+/ = 

= I%-pf (/3 > с* > 0), £>§V/0V = /(<*> 0), имеем 

т 2(я) = х ( / 0 + 2 ^ ( * ) ) ( * ) + Ф(*), (23) 

где 

Теперь рассмотрим соответствующую однородную задачу (#(#) = 0) и применим методику, 
использованную нами в [6]. Оценим интеграл / = T2(x)v2(x) dx. В силу (9) и (13), (14) имеем 
I = / 0 Ti(a;)j/i(a;) dsc. Интегрируя по частям и учитывая, что, согласно соотношениям (7) и (15), 
t i (0) = t i (1) = 0, получаем 

1 1 

7 - гоТ^У / i<*WM* = - щ ^ / К М ] ' * < о. 
(25) 

Покажем, что для гиперболической области D справедливо неравенство I > 0. При 
д(х) = 0, согласно соотношениям (4) и (24), равенство (23) принимает вид 

X 

и, следовательно, 

к 
1 = 

1 ж 

j u2(x)dx j (x-t)-2/3is2{t)dt. Г(1 - 2/?) 

Воспользуемся теперь следующей формулой [7, с. 587]: 

У*e"-1cos(fcs)de = ^ c o s ^ ^ ( Л > 0 , 0 < а» < 1), 
о 
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полагая в которой к — \х — t\ и \i. = 2/3, имеем 

оо 

Ь)/г!Н™(ф""1* (о</,4)-1 1 Г(2/3) cos 
и 

Применяя это равенство и формулу Дирихле перестановки порядка интегрирования в повтор­
ном интеграле (см., например, [1, с. 26]), приходим к соотношению 

оо 1 2 

I = KS'm^^ J 52/3-i V2[x) cos{sx) dx^j + {^j v2(x) sm(sx) dx 

2i 

ds > 0. (26) 

Из неравенств (25) и (26) вытекает, что I — 0 и, следовательно, JQ(T[(X))2 dx — 0. Отсюда в 
силу соотношения t i (0) = т\{1) = 0 следует, что т\(х) = 0 для всех х Е J. Это, согласно (16), 
означает, что U(x,y) = 0 в области D, что и доказывает единственность решения исходной 
задачи. 

3. Существование решения задачи. Для доказательства существования решения ис­
ходной задачи сведем ее к дифференциальному уравнению дробного порядка. Дифференцируя 
обе части равенства (23) дважды по ж, имеем 

т'М = * ^ $ ^ ( * ) ) ( * ) + Ф"(х) 

или с учетом (22) 
1%{х) = H{DlX2K2{t)){x) + Ф"(х). (27) 

Полагая т\(х) = т2(х) = т(х) и u\{x) = v2{x) — v{x) и учитывая (18), придем к дифференци­
альному уравнению дробного порядка 1 + 2/3 

.«ж*, - Ш ± ^ м = -Ш. (28) 

Известно [1, примеры 42.1 и 42.2, с. 601-602], что общее решение дифференциального уравне­
ния дробного порядка а > 0 

(Dfcy)(x) - \у(х) = h(x) ( а > 0 , п = -[-<*]) (29) 

дается формулой 

y(x) = J^ckxa-kEaMa_.k(\x«)+ / {x-tr-lEa,a[\{x-tT)h{t)dt. (30) 
k=i { 

Здесь c i , . . . , c n - произвольные постоянные, а Еа^а-к(Хха) и £7а?а[А(ж — t)a] - специальные 
случаи функции Миттаг-Лёффлера Ea^(z), определяемой равенством 

оо m 

Ea,p{z) = Y,v< Z м m ( a > 0 ' ^ > 0 ) ' = ( 3 1 ) ' 1 (am + b) 
m=o ' 

и являющейся целой функцией от z (см. [1, с. 33; 8, § 18.1; 9, с. 117]). 
Уравнение (28) - уравнение вида (29) с у(х) — is(x), а = 1 + 2/3, А = Г(1 + а)/я и 

h(x) = —Ф"(х)/>с. Так как 0 < /3 < 1/2, то 1 < 1 + 2(3 < 2, и поэтому общее решение 
вида (30) для уравнения (28) с х ^ 0 дается формулой 

ф) = с 1 Х ^ Е 1 + Ж 1 Ш { ^ ^ х ^ + c 2 x 2 ^ E l + 2 , , w { p ^ x ^ y 
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X 

Ф"(*)<Й, (32) 

где с\ и с 2 - произвольные постоянные. 
Подставляя (32) в (23) (с т2 = г, v2 = v), получаем выражение для т(х) : 

Ф) = с{ ( l ^ E 2 , + h 2 , + 1 ( Ш ^ ^ ) {Х) + 

+ 4 { l ^ t ^ E 2 , + l > 2 , ) { х ) _ 

t 

(33) 

где c\ = c ix , C2 = c 2 x . 
Для приведения выражения (33) к более простому виду докажем два вспомогательных 

утверждения. 
Лемма 1. Если О < р < 1/2, А Е С, то 

( / 0

1 ; 2 ^ 2 ^ 2 ^ 1 , 2 ^ 1 ( А ^ + 1 ) ) ( Ж ) = хЕ2р+1,2(\х2^1) (34) 

( / о 1 ; 2 ^ ^ - 1 ^ ! , , ^ ^ 1 ) ) ^ ) = Е 2 П 1 Л { \ х ^ ) ее Е2Н1(Хх^). (35) 

Доказательство. Согласно равенству (31), имеем 

( A e2 /J+l)m 

. 1 ) т + 2^ + 1) 

Переставляя порядки интегрирования и суммирования, используя формулу (2.44) из [1] 
{I%+tP-l){x) = [Т(р)/Г(сх + /9)]аг в +0- 1 (а > О, ,0 > 0), получаем 

( / ^ ^ + 1 Л , + 1 ( А ^ + 1 ) ) ( Я г ) = 

оо х 

- V — - (х- * r 2 / ¥ 2 / 3 + 1 ) m + 2 / ? df -
m=0 

0 0 \m 0 0 \ г о ~ ( 2 £ + 1 ) т о + 1 
= V - (Tl-2Pf(2fi+l)m+20)M = V A х У ' 

^ Г [ ( 2 0 + 1 ) т + 2/? + 1]*°+ ' ) K ) ^ Г[(2/3 + l)m + 2] 

~ ^ 0 Г [ ( 2 / ? + 1 ) т + 2] ' 

что дает равенство (34) в силу (31). Формула (35) доказывается аналогично. 
Лемма 2. Если 0 < /3 < 1/2 и А е (7, т о 

/ 0 + 2 / 3 1 ( * - * ) ^ + 1 > W [ A ( t - * ) ^ + 1 ] М * ) <to) (х) 

о 
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X 

f{x- s)E20+lw+1[\(x - s)2P+1]h(s) ds. (36) 

Доказательство. Осуществляя по формуле Дирихле (1.32) [1] перестановку порядков ин­
тегрирования, а затем перестановку ряда и интегрирования, имеем 

t 

(ll~2p J(t- s)2^Ew+h2H1[X{t - s)2^}h{s) ds) (x) = 
0 

x t 

= г ( 1 \ щ f i x - t)-2? dtj(t- s)2^E2p+l,2H1[\(t - s)2^]h(s) ds = 
0 0 

Г[(2/3 + l)m + 2/3 + 1] 
dt 

= E 
A" 

m=0 
Г[(2/3 + l )m + 2)8 + 1] 

X X 

Ilmhf) I ( * - г а д ( < - * ) ( 2 ' + 1 ) т + 2 ' * ] в д * 

= E 
т - Г [ ( 2 / ? + 1 ) т + 2] 

x x OO 

[ { x _ e ) ( 2 / J + l ) m + l f c W d s = Г(х-8)*£ 
I I m=0 

[X(x - s)W+l)m 

Г[(20 + l )m + 2] 
h(s) ds, 

о о 
что дает равенство (36) в силу (31). 

Используя формулы (34), (35) и соотношение (36) с А = Г(1 + а ) /х , полагая h(t) = Ф"(£) 
и подставляя полученные выражения в (33), находим формулу для т (х) : 

т(х) = с1ХЕ2р+1,2 + С2Е2,+1 X 2/3+1 \ _ 

х 

f{x-t)Ew+l^{x-t)2^V-^±^-
$"(t)dt + ${x), (37) 

где ci и С2 - произвольные постоянные. Для нахождения этих постоянных мы можем исполь­
зовать соотношение т(0) = т(1) = 0, вытекающее из условий (7) и (15). Подставляя х = О 
в (37) и учитывая вытекающее из (31) равенство i?2/3-f-i(0) = 1? получим выражение 

d = -Ф(0) . 

Подставляя х = 1 в формулу (37) и учитывая выражение (38), находим 

1 . х , Ф ( 0 ) ^ + 1 ( — 
к 

(38) 

С2 + 

+ | ( i - i ) j ^ + w [ ( i - « ) V + i E ( i ± £ 0 $"{t)dt (39) 

Подставляя (37) в формулу (16) (с т\ — г ) , получаем явное решение U(x,y) поставленной 
задачи в виде 

1 1 

Щх, y) = Clf G{x, у; t)tE2p+1,2 ( H L t ^ + i ) dt + c2f G(x, у; t)E20+1 ( E £ ± ^ + i ) -
0 0 
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i t i 

- f G(x,y;t) J(t-s)E2p+h2 ( t - s ) 2 P + l T { l + a ) $"(s)dsdt + JG(x,y;t)$(t)dt. (40) 

Здесь функция G(x,y;t) определена формулой (17), функция Ф(х) и постоянная х - фор­
мулой (24), а постоянные с\ и с 2 - соотношениями (38) и (39). 

Используя явный вид решения (40), непосредственно проверяется выполнение краевых 
условий (7), (8) и условий сопряжения (9), (10), а также принадлежность полученного ре­
шения U(x,y) поставленной задачи классу функций (11), (12). Это завершает доказательство 
существования решения исходной задачи. 

Работа выполнена при поддержке Фонда фундаментальных исследований Республики 
Беларусь. 
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