
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2003, том 39, № 4, с. 465-471 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

УДК 517.911.5 

ТЕОРЕМА С У Щ Е С Т В О В А Н И Я С Л А Б Ы Х РЕШЕНИЙ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ С РАЗРЫВНЫМИ ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ 
И С ОТРАЖЕНИЕМ ОТ ГРАНИЦЫ 

© 2003 г. А. А. Леваков 

Рассматривается стохастическое дифференциальное уравнение 

t t 

я:: . 
о о 

*(*) = *о + f / ( т , х{т)) dr + f д(т, х{т)) dW(r) + K{t) (1) 

в области D с отражением от границы; здесь хо Е D] x(t) - отраженный процесс на D; К -
процесс с ограниченной вариацией, причем вариация \К\ возрастает лишь когда x(t) Е 3D; 
W - процесс броуновского движения; f : R+ х Rd д : R+ х Rd -» Rdxd - измеримые 
ограниченные функции. В работе [1] доказана теорема существования слабых решений урав­
нения (1) при предположениях, что область D удовлетворяет условиям Лионса-Шнитмана 
(условия А) и В), приведенные ниже), и при условии, что на множестве Я, на котором отобра­
жение д в определенном смысле вырождено и хотя бы одно из отображений fug разрывно, 
выполняются равенства g{t,x) = 0, f(t,x) — 0, (t,x) Е if. Мы же доказываем теорему су­
ществования лишь при предположении, что функции fug измеримы и ограничены, но под 
слабыми решениями уравнения (1) понимаем решения некоторого стохастического дифферен­
циального включения, соответствующего уравнению (1). 

Будем использовать следующие обозначения и определения: Rdxr - пространство действи­
тельных d х г-матриц с евклидовой нормой || • ||; 

Rdxi = R d . R + = [о,+оо[; К - а-алгебра 
измеримых по Лебегу подмножеств из 7?+; (•, •) - скалярное произведение в Rd; Q, = [0,1[; 
conv (Rdxr) - метрическое пространство непустых выпуклых компактных подмножеств из 
Rdxr с метрикой х ( Д В ) = тах{/3(Л, J5),/3(Б, А)}, р(А,В) = sup inf \\а - Ь||; [В]а = 

аельев 
= {х Е Rdxr\ inf \\у - х\\ < а} - а-окрестность множества В С Rdxr] В(хо,6) = {х Е Rd\ 

уев _ 
\\Х — XQ\\ < 6}; D = D\JdD, где dD - граница множества D; ц - мера Лебега на Д + ; 
C(R+,Rdxr) - пространство непрерывных функций а : R+ Rdxr с метрикой p(ai,a 2) = 
= I ] ^ i 2 - A ! ( m a x \\al(t)-a2(t)\\2M), ЬгЛЪ2 = min{b b Ъ 2 }, hV62 = тах{Ь ь f t 2 } ; 1н(у) = 1, ее-

0<t<fc 
ли у Е Я, и 1#(г/) — 0, если у ^ if; B(S) - топологическая а-алгебра на топологическом про­
странстве S; Bt{C(R+,Rdxr)) - под-а-алгебра B{C(R+,Rdxr)), порожденная a(s), 0 < s < t 
[2, с. 150]; \k\t - вариация отображения k : R+ - » i ? d на [0, £]; если a Е j R d x d - симметри­
ческая неотрицательная матрица, то существуют ортогональная матрица Т и диагональная 
матрица А = diag(An,. . . , А ^ ) , 0 < Ац < . . . < такие, что а = ТАТ*, через а 1/ 2 обозна­
чаем неотрицательную симметрическую матрицу Ту/АТ*, л/Л = diag(\/Aii, . . . , \ / А ^ ) , * -
знак транспонирования; если (И., £,#) - измеримое пространство с сг-аддитивной конечной 
мерой 0, то Rdxr) - пространство классов эквивалентности г-интегрируемых отображе­
ний z: A-4>Rdxr с нормой {$л\\г{т)\\1й0)11{; Рх - распределение вероятностей на (S,B(S)) 
случайной величины х : f2 —у S; Е(х) - математическое ожидание случайной величины х. 
Функция L : Rd - » conv(jR d x r ) ограничена, если < С = const Vb Е \fx Е 
Отображение F : R+ х Rd conv (Rdxr) называется измеримым [3, с. 29], если для любого 
замкнутого множества У С Rdxr F~(Y) = {(«, я) Е Д + х Rd\F(t, х) f| У ^ 0} С ll®B{Rd), где 3 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 39 № 4 2003 
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Tl®B(Rd) - произведение сг-алгебр TZ и B(Rd). Отображение L: Rd - » conv (Rdxr) назы­
вают полунепрерывным сверху, если для любого замкнутого множества Y С Rdxr множество 
{х Е Rd\L(x) П Y Ф 0} замкнуто в Rd. Отображение L полунепрерывно сверху тогда и только 
тогда, когда для любых точки х Е Rd и последовательностей хп -» х и уп Е L(xn) существу­
ет сходящаяся подпоследовательность уПк, предел которой принадлежит L(x) [3, с. 31]. Если 
отображение L ограничено, то оно полунепрерывно сверху тогда и только тогда, когда для 
любых точки х Е Rd и последовательности хп х выполняется Пт=1 Un=m L(xn) С L(x) 
[4, с. 69]. Иначе говоря, отображение L полунепрерывно сверху тогда и только тогда, когда 
для любых точки х Е е > 0 существует 5(е,х) > 0 такое, что для всех у Е [x]s выпол­
няется F(y) С [Р(ж)] е [3, с. 28-29]. Если D - область в Rd, то можно определить множества 
Nx = LUo^r, NXi00 = Пг>о^,п Nx,r = {n Е B d | | |n|| = 1, B(x -rn,r)C{D = 0} . Сле­
дуя Лионсу, Шнитману [5] и Сейшо [6], будем рассматривать области £>, удовлетворяющие 
условиям: 

A) существует го Е]0, +оо] такое, что Nx = ЛГя?Го ^ 0 для каждого а; Е 3D; 
B) существуют постоянные 5 > 0, f$ > 1 такие, что Vrr Е сШ существует единичный 

вектор ех со свойством (е ж ,п) > 1/^ Vn Е Ц/еВ(ж,<*)п#£> Ny 
В каждой точке (£,#) Е i?+ х i? d построим множества которые явля­

ются наименьшими выпуклыми замкнутыми множествами, содержащими соответственно все 
предельные точки f(t,xf), a(t,xf) при х1 -> ж, где = g{t,x)g*(t,х). 

Пусть jH" = {(£,#) Е i?+ х J^( t a.)(det a(r, y))~ldr dy = oo для каждой открытой окрест­
ности U(t,x) точки (t,x)}; Нс = (Я+. х Rd) \Н; G(t,x) = {b^2(t,x)\b(t,x) E A(t,x)}; 

P U ^ - //(<>*)> (*>*) € Я с , (</(М), (*,*) € Я с , 
° ( ' J " j f ( M ) , (<,1)6Я, ^ ' ^ - ^ ( t , * ) , (*.*)€ Я, 

j /* «\ _ /<*(*»«)> € Я с , 
0 ( ' >-\A(t,x), (t,x)£H. 

Определение. Под слабым решением уравнения (1) в области D с отражением от гра­
ницы понимаем d -мерный непрерывный случайный процесс t Е определенный 
на вероятностном пространстве (П,Т,Р) с потоком а-алгебр Ти который ^-согласован, 
x(t) Е D для любого t Е Д+ почти наверное (п.н.) и такой, что: 1) существует (^^-броунов­
ское движение W(t) с И^(0) = 0 п.н.; 2) существуют измеримые (Tt) -согласованные про­
цессы v,u такие, что v(t,co) Е i*b(£>#(£5^)), u(t,cv) Е Go{t,x(t,cv)) для (// х Р) -почти всех 
(t,a;) Е i?+ х fi; 3) существует непрерывный (Ft) -согласованный процесс K(t), t Е Д+, 
К(0) = 0, п.н. имеющий локально ограниченную вариацию и удовлетворяющий условиям 

t t 

K(t) = I n(r)d | i f | T , = J ldD(x(T))d\K\T, (2) 
о 0 

где п(т) E АГЖ(Т), если ж(т) Е сШ; 4) для каждого t Е i?+ с вероятностью 1 x(t) — xq + 
+ J^v{r)dr + ^u{r)dW{r) + K{t), где интеграл no dW(r) является интегралом Ито. 

Теорема. Если fug измеримы и ограниченыL mo для любой области D С удовлет­
воряющей условиям А) и В), для любого хо Е D уравнение (1) имеет слабое решение в 
области D с отражением от границы. 

Доказательство. Отображения F : R+xRd -> conv (Rd), A: R+xRd —» conv (Rdxd) по­
лунепрерывны сверху по х при каждом t Е множество Н замкнуто, а отображения Fo, 
Ао измеримы. Согласно теореме Куратовского-Рыля-Нарджевского [3, с. 47], отображение Ао 
имеет измеримый селектор, т.е. существует измеримое отображение S(t,x) такое, что S(t,x) Е 
Е AQ(t,x) V(t,a?) Е R+ х Rd. Представим S{t,x) в виде S = ТАТ* и положим Sn = TA n T*, 
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ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 467 

где Л п - диагональная матрица с элементами max{A^,l /n} на диагонали. Для каждого 
n Е N detSn> 5(п) > 0, кроме того, для каждой точки € R+ х Rd 

Sn{t, х) -» S(t, х) при п - » +оо, Sn(t, х) Е [A(t, х))с/п, с = const. (3) 

По теореме 3.2 [1] для каждого п Е N для уравнения (1) с д = дп = Ту/А^Т* существуют 
вероятностное пространство (£1п,Тп,Рп) с потоком Тпи - винеровский процесс Wn(t) и 
пара непрерывных JFnt -согласованных процессов # п , Кп таких, что Vt Е i?+ 

t t 

xn{t) = x0 + j f(r,xn{r)) dr + j дп{т,хп(т)) dWn{r) + Kn{t) п.н, (4) 
о 0 

xn(t) E D п.н., Kn(t) - процесс с локально ограниченной вариацией и такой, что Кп(0) = О 
п.н, Knt = $п(т)<1\Кп\т, \Kn\t = f*ldD(xn(T))d\Kn\T, n(r) E NXn(T), если хп(т) E dD. 

Из леммы 2.3 [1] следует, что последовательность (хп,Кп, \Кп\) плотна в C ( i?+, R2d+l). 
Отсюда и из теоремы Скорохода [2, с. 18] вытекает, что существуют подпоследовательность щ, 
вероятностное пространство ( f i , ^ , Р ) и непрерывные процессы х,хп.,К,Кп.,В такие, что 
Хщ^Кщ, \КЩ | сходятся равномерно на каждом компактном промежутке из Д+ соответственно 
к х,К,В п.н. и Р 3 Ч = Р 5 Ч РК"г=РКЩ (ДЛЯ упрощения обозначений считаем, что сами 
последовательности хп, Кп сходящиеся). 

Пусть yn(t) = xn(t) - Kn{t), yn(t) = xn(t) - Kn(t), y(t) = £(*) - # ( i ) , тогда для лю­
бой дважды непрерывно дифференцируемой функции h : Rd - > i?, ограниченной вместе с 
частными производными до второго порядка включительно; для любых s,t Е Д+, s < и 
любой непрерывной ограниченной Bs(C(R+,Rd)) -измеримой функции z : C(R+,Rd) -> Р, 
используя формулу Ито, из равенств (4) имеем 

* ( ( » Ы . > > - А Ы . » - / ( 5 Е 5 « > ^ ^ + E / W ( r , x „ W ) * ^ ) * ) , ( x „ ) ) = 0 , 

(5) 
где 5п^, - компоненты соответственно матрицы 5 П и векторов / их. 

Согласно теореме Данфорда-Петтиса, последовательности f{t,xn (t)), Sn(t,xn (t)) 
относительно слабо компактны соответственно в А ([0,1] х ft,Pd), А ([0,1] х fi,Pdxd). 
Пусть /(*,# n ( i)( ' ) )? Sn(i)(t,xn(i)(t)) - подпоследовательности, слабо сходящиеся к vl(t,u), 
Ь 1 ^,^) , (*,а;) Е [0,1] х Q. Пусть /(*,ж п ( 2 )(*)), 5 ,

n(2)(* 52 n(2)(*)) - подпоследовательности для 
/(*>£n(i)(<)), Sn(i)(*,*n(i)(*)), слабо сходящиеся в £i([ l ,2] х 0 , P d ) , A ( [ l , 2 ] х il,B*xd) к 
v2(t,ы), 6 s(t,о;), (£, о;) E [1,2] x fi и т.д., в результате построим отображения v : Р+ Х Q, —> P r f , 
6: R+ хП ^ Rdxd, где v = v 1 , 6 = б 1 , если («,o;) E [0,l[xft, £ = £ 2 , Ь = Ь2, если (г, си) Е 
€ [1,2[хП, и т.д. Пусть t Е [7 — 1,/[, I € N. Для упрощения обозначений считаем, что подпо­
следовательность п(1) совпадаете п. Как показано в [7], v(t,co) Е П т = 1 ^ и ^ т / ( * ' ^ п 
К ' ^ ) G П т = 1 со U^rm £ n ( i , ^ ) ) для (// х Р) -почти всех (t,o;) Е [0,/] х О. Отсюда, из 
полунепрерывности сверху по х отображений F,A и из включений (3) следует, что v(t, ш) Е 
Е F(t,x(t, а;)), Ь(£,а;) Е Л(*,#(*,а7)) для (// х Р)-почти всех (£,а;) Е Р+ х ft. 

Пусть a(x(s)\0 < $ < т + е) - наименьшая а-алгебра, относительно которой измеримы 
все случайные векторы x(s), 0 < s < т + £, и пусть Тт — f]e>oa(x(s)\0 < s < г + е). Через 

v = (^ |^v), Ь — (Ь\ТТ) обозначим условные математические ожидания для Ъ относительно 

^V5 причем условные математические ожидания выбраны таким образом, что процессы Ь 

измеримы. Как показано в [8], v(t,u;) Е P(t,£(t,o;)), 6(t,o;) Е Л ( £ , £ ( г , о ; ) ) для (// х Р) -почти 
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всех (£, ш) Е R+ х fi. Пусть 

где В = {(i,w)|(t,se(i,w)) € Я } , Вс = (Д+ x f l ) \ B . Для (р х Р)-почти всех Е R+х П 
»(*, ы) G Р0(*, w)), w) € A0(t,x(t, w)). 

Определим = i n f { i | | M * ) | | V |ЛГП|« > r}> Ъ = in f{*pn( i ) | | V \Kn\t > г}, Г = 
= m{{t\\\x{t)\\ V \B\t > г}. Существует последовательность rk t + ° ° такая, что для каж­
дого к Е N (тпк,хп,КП1\К\п) (тк,х,К,В) при п -»• +00 [1], где тпк = т £ \ тк = тГк, 
символ —>d означает сходимость законов распределения в RxC{R+,R3d+1). Можно считать, 
что rnk = т^к -> Tfe при п -> +оо п.н. Возьмем последовательность ^ | 0 при А; —>• +оо и для 
каждого к Е N последовательность непрерывных функций ipm : R+ х Rd -> [О,1] такую, что 
Vm < 1[я]£ 1 <Р™ 11[Я]| П Р И m -+ г Д е [ ^ П е * = (R+ х Я*) \ [ Я к - Для любых m,k е N, 
1 < г < d, *1 < j < d 

n-юо 
sAf n f c 

+ nlim I ^ ( r ^ ( T ) ) ^ ^ * ( S ) ( S < « ) ( r , ^ ( T ) ) - b « « ) ( T ) ) d r ) + 

*Ar n f c ^ sAf fc 

*Affc sArnk 

tA?k 

+ * ( ( / « . ( r , S ( r ) ) ^ ^ J f « ) W d r ) , ( S ) ) . (6) 
sAr f c 

В соотношении (б) первое слагаемое в правой части равно нулю, так как хп(т) —> ж(т) 
п—>-оо 

равномерно по т Е [0, £] п.н, второе слагаемое равно нулю из-за слабой сходимости в 
£i([0,£] х £2,R d x d) последовательности Sn{r^xn{r)) к Ь(т), третье слагаемое равно нулю, так 
как rnk -> 7> п.н. Далее, <pm -> lr îc , к € N, поэтому 

п—>оо т—>оо 1 i£k 

tAffe 

sA?k 

Используя теорему 5.1 [1], для Ук £ N получаем 

tArnk 

Jin^lim^sup J ( 1 [ я ] ^ (т, ж п(т)) - ^ т ( г , ж п ( т ) ) ) 5 ^ ) ( т , ж п ( т ) ) ^ . ^ ^ d,T^z{xn) < 
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t 

^ с J i n i l i m S U P Еп[ / (1 [я1г, {т,хп(т)) (r)))dr)< 
m-юо n->oo \J k J 

0 
^ ^ m 1 ^ 1 ™ S U P l l ( d e t a n ( i , x ) ) - 1 / ( d + 1 ) ( l № (*,яг) - Vm(*iж))ll^+^ao.tlxBto.rOJnMs,,я) = 0, 

71 ^ ОС "* Л 

(8) 
где С, Ci = const. 

Из соотношений (6)-(8) следует, что для каждого к е N 

£S.*{{ / > I 4 i . ( T . « . ( T ) W P > ( r , S . ( r ) ) ^ ^ * ) ^ . ) 

tArk 

sArk 

Так же как и в [1], lim Р(тк < q) = 0, lim lim sup Р(тпк < q) = 0, g > 0. Отсюда и из 
к-+оо /с->оо га—юо 

соотношения ~* 1[#]с П Р И & + ° ° следует 

к—кх> 

sAf fe 

t 

= * ( ( / = 0- (Ю) 
S 

Равенство (10) справедливо и после замены в нем Ь^\т) на S№\t,x(t)). Рассуждая так же, 
как при выводе соотношения (2.17) в [1], устанавливаем, что 

*Afni fe 

sA?nk 

fPh(1r..(<r\\ \ 

tA?k 

sArk 

Сравнивая (9), (11) и используя (10), имеем 

t 

Е ( ( / 1 № < т , В Д ) в ( « < г , а д ) ^ д * ) , ю ) -

t 

Из соотношения (9) следует существование последовательности кп - » +оо такой, что 

t 

s 
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s 

Так как последовательность Sn(r,xn{r)) слабо сходится к 6(т) в £i([0,t] х ft,Rdxd), а после­
довательность xn(t) стремится к x(t) равномерно на [0,/] п.н, то 

л - - ( ( / * > ( r . « . W ) S s ^ * ) ^ ) ) - < ( / * ш * и - <"> 
Сравнивая (13), (14), получаем 

nnm * ( ( / к № м л а д © * ) * ) ) = 
S 

- * ( ( / 1 . ( г , а д ) » « ( г , д а * ) , и ) . (») 
S 

Теперь из равенств (12), (15), свойств условных математических ожиданий, определения b и 
соотношений РХп = РХп имеем 

5 

J & * ( ( / s ^ * » m > S w " = м ' ( 1 6 ) 

S 
Аналогично 

< ( / * V > ^ * ) ^ ) - ^ ( / / < V * M > ^ 4 c « . > ) . - = ^ 
(1Т) 

Из равенства (5), используя (16), (17), имеем 
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поэтому процесс 

«и.» - «я.» - / ( i t 5 < » м д а + £ * о м « д а * 
о *J=i *=1 

является Ft -мартингалом. Если взять uvt.u) = < , \ , ' , ' то гх является 
v ' \g(t,$(t,u)), (« ,w)€B c , 

измеримым ^-согласованным процессом таким, что u{t,uj) Е Go(t,x(t,u)) для (/i х Р ) -
почти всех (£, о;) Е jR+ Х ft И ЙЙ* = b. На расширении (ft, Р) и ^ пространства (ft, Р) 
с можно определить ( j^) -броуновское движение такое, что Vi Е Р+ y(t) — у(0) — 
-^v{r)dr = /0* й(т) dW^r) п.н. [2, с. 159-160]. Согласно предложению 4 [9], х(£), lf(£) -
процессы такие, что V£ Е -R+ #(£) Е п.н, i f (0) = 0 п.н, К имеет локально ограниченную 
вариацию, удовлетворяет условиям (2) и y(t) = x(t)+K(t). Таким образом, х - слабое решение 
уравнения (1) в области D с отражением от границы. Теорема доказана. 

Замечания. 1. Если функции / и д измеримы и удовлетворяют условию 
+ \\g(t,x)\\ < с(1 + N1), с = const, Щх) е й + х Rd, (18) 

то утверждение теоремы справедливо для любой выпуклой области D [1]. 
2. Когда D = то из теоремы вытекает теорема существования слабых решений урав­

нения 
dx(t) = /(t,x{t))dt + g(t,x(t))dW(t), (19) 

если / и д - измеримые отображения, удовлетворяющие условию (18), то для любого хо Е Rd 

уравнение (19) имеет по крайней мере одно слабое решение [10]. 
3. Теорема применима и в том случае, когда д : R+xRd -> Rdxr, г < d, надо лишь матрицу 

g(t,x) дополнить нулевыми столбцами до квадратной матрицы. В этом случае det дд* = 0, 
Я = Р+ х Rd. 

4. Теоремы существования сильных решений уравнения (1) и более общих уравнений с 
отражением от границы даны в [5, 6, 9, 11]. 
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