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В настоящей работе завершается доказательство сформулированной в первой ее части [1] 
и ниже теоремы 1. При этом непрерывным образом продолжается начатая в [1] нумерация 
формул. 

Теорема 1. Для любых натурального числа п, замкнутых выпуклых вверх монотон­
но убывающих неограниченных соответственно справа и снизу, слева и сверху кривых 
£)(2' двумерной плоскости, имеющих отрицательный соответственно не меньший, не боль­
ший —1 угловой коэффициент всякой касательной в каждой своей внутренней точке, и за­
мкнутых выпуклых вниз монотонно убывающих неограниченных соответственно справа и 
снизу, слева и сверху кривых £>(3), £>(4) двумерной плоскости, имеющих отрицательный 
соответственно не больший, не меньший — 1 угловой коэффициент всякой касательной в 
каждой своей внутренней точке, существует такая вполне интегрируемая система Пфаф­
фа (1п) с бесконечно дифференцируемыми ограниченными коэффициентами, что всякое ее 
нетривиальное решение х : В%>1 —» Д п \ { 0 } имеет левое D^ip') = D^l\ правое Dx(p") = 
граничные нижние и левое Dx(Xf) — правое Dx(\n) = граничные верхние степен­
ные множества. 

Доказательство теоремы 1 (продолжение). 
4. Построение граничных степенных множеств. В этом пункте будут построены 

левые и правые граничные нижние и верхние степенные множества построенного в п. 2 первой 
части [1] настоящей работы нетривиального решения уравнения Пфаффа ( l i ) . 

4.1 . Доказательство совпадения левого D^ip') и правого DX(p") граничных ниж­
них степенных множеств соответственно с кривыми и D(2\ Возьмем произволь­
ную точку d = (dbcfo) всюду плотного разбиения Doo кривой и покажем, что она 
принадлежит левому DX{p') граничному нижнему степенному множеству. 

Как и в [2], введем обозначение 

0LDidi = Щ п Ь I + * ! - ( < * , М 
г_кх> | | 1 п * | | 

для нижнего предела из определения (5 ) , в котором р1 = (—1,0) - левая граничная точка 
нижнего характеристического множества Рх. 

Докажем неравенство /3^{d) < 0. По построению разбиения Doo существует номер 

l{d) G N такой, что выполнены включения d G d \ 1 \ V/ > 1(d) и d £ V/ < 1(d). 
Предположим, что точка d является гт -й точкой (1(d) + т) -го разбиения, т G N. В каждой 
полосе T{(l\im,l(d) + га), т G TV, в которой функция lmp(t) задается на основе точки d — 
= A^(imJ(d) + га), возьмем по точке т(т) на кривой l n ^ / l n t i = l/\k^(d)\ > 1, если угло­
вой коэффициент k^(d) касательной в точке d к кривой отличен от —1, в противном 
случае - на прямой t^/ti = 2е. Тем самым получаем последовательность {r(m)} t + о о , для 
которой справедливы равенства 

\пф(т(т)) = (d, l n r ( m ) ) , In (p(r(m)) = ]пЕ(т(т)), 

lim 1 п ж ( т ( т ) ) + r i ( m ) ~~ l n r ( m ) ) _ ^ 
т - ю о || In т (га) || ' 
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дающие необходимое неравенство ftl\d) < 0. Отметим, что в случае кривой вида 3i) 
выполнение равенства Inф(т(т)) = (d , lnr(ra)) обеспечивается неравенством (13i) . 

Пусть нижний предел fi^l\d) реализуется по последовательности { t ( ra)} t + ° ° такой, что 
tj(m) —> +00 при га —> + о о , j = 1,2. Существование такой последовательности следует из 
леммы 1 работы [3]. Без нарушения общности будем считать, что имеют место неравенства 

| ( d , l n i (m) ) | < | | i ( ra) | | 2 / 3 , га G N, (24i) 

ti(m) > max{Co, 128}, m G N, (24 2 ) 

а в случае кривой вида 3i) и неравенство 

( A W ( 0 , 0 ) - d , ( l , y t i ( m ) ) ) > 0 , raGiV. (24 3 ) 

Также без нарушения общности будем предполагать, что все члены t(m) этой последователь­
ности принадлежат полосам квадранта с разными номерами / ш , 1 < l m < lm+i -> +°° 
при га —>• + о о , и выполнено включение 

rfeZ?(1)(/m), m G i V . (25) 

Установим теперь справедливость неравенства 0 W ( d ) > 0. Если последовательность 
{£(га)} содержит такую бесконечную подпоследовательность {t(mj)}, что для каждой ее точ­
ки t(m,j) выполнена оценка ]n.fp(t(mj)) — (cf,lnt(rrij)) > О, то в силу справедливости неравен­
ства \mp(t(m)) +ti(m) > О имеем $(d) > 0. Поэтому без нарушения общности, как и в [2], 
будем считать выполненным неравенство 

l n ^ ( i ( m ) ) - (rf, ln t (m)) < 0, Vm € tf. (26) 

Зафиксируем m G iV и предположим, что £(ra) принадлежит полосе П ^ ) ( / т ) , использу­
емой для реализации левого граничного нижнего степенного множества DX{p') = От­
метим, что решение x(t) строилось таким образом, чтобы при реализации левого граничного 
нижнего степенного множества Dx(pr) = в полосах П^(1т), основных для множества 
DX(p')I сохранить идею доказательства неравенства f3^l\d) > О, приведенную в [2]. Так как в 
случае углового коэффициента касательной к кривой в некоторой точке Д^) ( г , / ) G 
равного —1, функция соответствующая этой точке, в данной работе определена от­
личным от [2] способом, то представим все же краткое доказательство неравенства /3^(d) > О 
в полосах П.(1\1т). В этом доказательстве существенно используется то, что достигнуто вы­
полнение оценки (12i) и в полосах, соответствующих точкам Д ^ ^ г , / ) , в которых угловые 
коэффициенты касательных к кривой равны —1. 

Пусть кривая имеет вид l i ) или 2 i ) . Если t(m) принадлежит "основной" полосе 

n W ( i m , J m ) , то из (26), (18i) и (17) следует неравенство ]пф^t (t(m)) — (d,ln£(ra)) < О, 
дающее в силу (14i) и (25) включение t(m) G SU^^m^lm). В силу выпуклости вверх кри­
вой точка d G лежит не выше касательной, проведенной к кривой в точке 
A ^ ( ^ m ^ m ) € D^l\ т.е. выполнено неравенство 

b{i4im, lm) - di + в ^ т о (A^\im, lm) - d2) > 0. (27) 

Оценим снизу величину Rx((—1,0),d,t(m)). Из включения t(m) € 5 П ^ 1 ^ ( г т , / т ) , равенств 
(8i,i), (81,2) и неравенств (12i) и (27) имеем оценки 

Rx((-l,0),d,t(m)) = ]nE(t(m)) + *i(ro) + l n ^ )

) , m ( * ( m ) ) - (d,lnt(m)) > 
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> (A^(im,lm) - d,lnt(m)) = {(A^(im,lm) - dx) + е\^1т(А^(гт,1т) - d2)}+ 

, / A ( 1 ) / ; , ч A x / ' l n f e M n ( l ) V 
+ ( д 2 ( ^ u - ^ ^ j ^ y - e ^ g 

ln t i (m) > 

lnfe(m) _ (i) 
ln^i(m) * т » / и 

ln t i (m) > - 2 - u | | l n t ( m ) 

Пусть £(ra) попадает в "переходную" полосу P^l\im + l , / m ) , г т G i ) 1 . Если в точке t(m) 

выполнено соотношение ^ i ^ + i / т о ( * ( т ) ) > ^ i m J m ( * ( m ) ) ' т 0 и з (26)? (18i) и (17) вытекает нера­

венство l n ^ ^ ( £ ( m ) ) — (d, ln£(ra)) < 0. Из этого неравенства совершенно аналогично случаю 

принадлежности t(m) "основной" полосе U.^(imJm) доказывается оценка 

i k ( ( - l , 0 ) , d , t ( m ) ) > - 2 - ^ | | l n « ( m ) | | . (28) 

Если же в точке t(m) выполняется соотношение ^ ' + п т ( * Н ) < / т ( * ( т ) ) > Т 0 и м е е м 

неравенство \пф^+1 lm(t(m)) — (d , ln t (m)) < 0. Проводя рассуждения, аналогичные случаю 
справедливости включения t(m) G П ^ ^ г ' ™ , / т ) , и записывая уравнение касательной к кривой 

не в точке A^(im,lm), а в точке A^(im + l , / m ) , получаем оценку (28). 
Пусть теперь кривая имеет вид 3i) и выполнено включение t(m) G П ^ ( / т ) . Если 

справедливы неравенство ln£ 2 (m) < \Jtiira)lnti(m) либо неравенства 

l n t 2 ( m ) > tyti{m) ln t i (m) и 1 п ^ ( £ ( т ) ) < ( А ( 1 ) ( 0 , 0 ) , I n * ( т ) ) , 

то в силу соотношения ij;(t(m)) > u^(t(m)) получаем оценку (28). Если же имеют место нера­
венства Ш2(т) > y/ti(m) lnti(m) и lnu^(*( ra ) ) > ( A ( 1 ) ( 0 , 0 ) , l n t ( m ) ) , то из (24 3 ) вытекает 
оценка m 

Д х ( ( - 1 , 0 ) , с / , г ( т ) ) > ( А ( 1 ) ( 0 , 0 ) - d , l n * ( m ) ) > ( Д ( 1 ) ( 0 , 0 ) - rf, (1, V * i M ) ) t o * i M > 0. 

Таким образом, для Д ж ( ( — l , 0 ) , d , £(га)) в случае £ ( т ) G П ( ^ ( / т ) установлено неравен­
ство (28). 

Предположим теперь, что t(m) принадлежит полосе П ( 2 ) ( / ш ) , используемой для реа­
лизации правого граничного нижнего степенного множества Dx{p") = D^2\ Пусть кривая 

имеет вид 1 2 ) или 22). Если выполнено включение t(m) G П ^ 2 ) ( г ш , / т ) , то в силу 
определений (18i) и (17) функции ip(t) в этой полосе неравенство (26) примет следующий 

вид: lmpljlm(t(m)) - (d,ln£(ra)) < 0. Так как d G D(l), то из (14i) следует включение 

t{m) G SU^(im,lm). Из ЭТОГО включения и (11 2 ) получаем неравенство t2(m) < ti(m)/e. 
Тогда в силу (23), (24i) и (24 2 ) имеем оценки 

i ? x ( ( - l , 0 ) , d , « ( m ) ) > ]nE(t(m)) +h(m) + ln^ (* (m)) - (d , ln t (m)) > 

> -t2(m) + t i (m) - 2 | | * (m) | | 2 / 3 > t\,z{m)(t\,z{m) - 4 ^ 2 ) / 2 > 0. (29) 

Если справедливы включение t(m) G pW(im + l,lm), i G l / m , и соотношение ^ - ^ ^ ^ (^(m)) > 

> ^ / m ( < ( m ) ) , то из (18i) , (17) и (26) следует неравенство l n ^ / m ( * ( m ) ) - (d , ln i (m)) < 0. 

Совершенно аналогично случаю принадлежности t(m) полосе П ( 2 ) ( г ш , / Ш ) получаем оцен­

ку (29) и в этом случае. Если же t(m) попадает в полосу р(2Цгт + 1,1т) и имеет место соотно­

шение ^ + 1 | / т ( * М ) < W f ^ m ( * ( m ) ) > Т 0 и з ( 2 6 ) и ( 1 4 0 следует включение i(m) G 5 П ( 2 ) ( г ш + 
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+ l , / m ) , дающее в силу (П2) неравенство t2{m) < ti(m)/e. Тогда также выполнена оцен­
ка (29). В случае же кривой вида 3 2 ) и справедливости неравенства ln£i(ra) < 
< у ^ ( т ) 1 п ^ ( ш ) совершенно аналогично в силу выполнения равенства ^(t(m)) = u\J(t(m)) 
устанавливается оценка (29). Пусть теперь справедливо неравенство ln^i(m) > \ft2{rn) 1 п ^ ( т ) . 
Тогда с учетом (1З2) выполнены соотношения ti(m) > ^ ( m ) л Л 2 ( т ) > 2 е ^ ( т ) , позволяющие 
аналогичным образом получить оценку (29). 

Таким образом, в случае выполнения включения t(m) G П ( 2 ) ( / т ) для Rx((—1,0), d, t(m)) 
установлена оценка (29). 

Пусть теперь t(m) попадает в полосы П ( £ ш ) , используемые для реализации верхних гра­
ничных степенных множеств. Оценивая снизу величину Rx((—1,0), d, t(m)), из (23), (24i) и 
(242) имеем неравенства 

Дг((-1 ,0) ,б? ,*(га)) > l n E ( t ( m ) ) + t o ^ ( t ( m ) ) + t i ( m ) - ( d , l n t ( m ) ) > 

> 2 t i (m) + t2(m) - In2 - 2 | | t ( m ) | | 2 / 3 > ti(m) - In2 + | | t(m)| | - 2 | | t (m) | | 2 / 3 > 0. (30) 

Если t(m) принадлежит полосе p ( 2 ) ( l , Z m ) , расположенной между полосами П ( ^ ( / т ) и 

П ^ 2 ^ ( / т ) , то в силу (I83) выполнено хотя бы одно из неравенств ip(t(m)) > w^.2im im(t(m)) 
или ij){t(rnj) > cxj^im(t(m)). Если имеет место первое неравенство, то рассуждениями, анало­

гичными проведенным в случае включения t(m) G П ( х ) ( / Ш ) , устанавливается оценка (28). В 

случае справедливости второго неравенства из равенства (p(t(m)) = E(t(m)) аналогично уже 

включению t(m) G П ( 2 ) ( / т ) доказывается оценка (29). 
Рассмотрим случай принадлежности t(m) полосе р ( 3 ) ( 1 , / ш ) , расположенной между по­

лосами П ( / ш ) и П ( / т ) . Пусть вначале выполнено включение t(m) G i ^ 3 ^ ( l , Z m ) - Тогда в силу 
(I84) и (I63) справедливы равенство ^(t(m)) = d 2 \ l t n , (t(m)) и-хотя бы одно из нера-
венств <p(t(m)) > E(t(m)) или ln<^(£(ra)) > ((t(m))/2. Если имеет место первое неравенство, 
то аналогично случаю включения t(m) G П ( 2 ) ( / т ) получаем оценку (29). При выполнении же 
второго неравенства, используя (24i) , (242) и (23), имеем оценки 

Д г ( ( - 1 , 0 ) , с М ( г а ) ) > C ( * M ) / 2 + * i M + ]nt/)(t(m)) - (d , ln t (m)) > 

> (3ti(m) + t2(m))/2 - 2 | | t (m) | | 2 / 3 > | | t (m)| | /2 - 2 | | * (m) | | 2 / 3 > 0. (31) 

Если t(m) принадлежит полосе P ^ C M m ) ? то справедливо равенство hnp(t(m)) '= £(£(га))/2 

и, следовательно, оценка (31). Если же имеет место включение t(m) G Р з ^ ( 1 , / т ) , то выполне­

но равенство %l)(t(m)) = ^jm{t(m)) и хотя бы одно из неравенств \n(p(t(m)) > £(t(m))/2 или 

cp(t(m)) > E(t(m)). В случае выполнения первого неравенства снова получаем оценку (31). 
При выполнении же второго неравенства, проводя рассуждения, аналогичные случаю вклю­
чения t(m) G П ( / ш ) , можно доказать оценку (30). 

И наконец, рассмотрим случай принадлежности t(m) полосе pW(l,lm + 1), расположен­

ной между полосами П ( / ш ) и П ( / ш + 1). Если выполнено включение t(m) G P ^ ( l , / m + 1), 

то из (I85) получаем равенство фШт)) — и)^\г , Шт)), а из (I64) хотя бы одно из нера-

венств (p(t(m)) > E(t{m)) или \n(p(t(m)) > ((t(m))/2. Тогда имеют место соответственно 
оценки (30) или (31). Если имеет место включение t(m) G P^il^lm + 1) 5 то справедливы 
равенство ln</?(£(ra)) = £(t(ra))/2 и, следовательно, оценка (31). В случае же принадлежности 

t(m) полосе Р з ^ ( 1 , / т + 1) имеем равенство ф(1(т)) = ^ i 7 m + i M m ) ) и х о т я бы одно из нера­
венств hnp(t(m)) > ((t(m))/2 или (p(t(m)) > E(t(m)). Если имеет место первое неравенство, 
то получаем оценку (31), а при выполнении второго неравенства - оценку (28). 
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Таким образом, при всех т G N, 1 < 1т -> + о о при т —>• оо установлена оценка (28), а 
вместе с этим и необходимое свойство / ? ( 1 ) ( « 0 > 0. Второе же условие определения (5) нижней 
характеристической степени для вектора d реализуется по последовательности т ( т ) , постро­
енной выше. Тем самым доказано включение С DX(P')I устанавливающее в силу всюду 
плотности множества Do$ на кривой и непрерывности кривых и Dx(pf) принад­
лежность кривой множеству ^(р1). Из этой принадлежности в случаях кривой 
вида l i ) или 2i) следует равенство D^ip') — Покажем теперь, что и в случае кривой 

вида 3i) левое граничное нижнее степенное множество D^(p') не больше этой кривой. 
Возьмем любую степень d G D_x(p'). Тогда по некоторой последовательности {t(m)} t +00 

вида t(m) = ( * i ( m ) , * i ( m ) 3 v ^ M ) 7 t(m) G и^(1т), получаем неравенство А ^ ( 0 , 0 ) -d2 > 0. 
В силу замкнутости и строго монотонного убывания кривой D_x(pf) установлено совпадение 
D_x(p') = и в этом случае. 

Приведенным выше способом можно доказать и совпадение правого граничного нижнего 
степенного множества D_x(p") с заданной кривой D^2\ 

4.2. Доказательство совпадения левого DX(X') и правого Dx(\") граничных верх­
них степенных множеств соответственно с кривыми и . Покажем, например, 
равенство Dx(Xf) = равенство Dx(\n) = устанавливается аналогично. Возьмем про­
извольную точку d разбиения D$ кривой и докажем ее принадлежность множеству 
DX(X'). 

Введем обозначение 

0 ( 3 ) ( d ) s Ш ln\x(t)\-t1-2t2-(d,Ш) 
Р К 1 t^oo ||lnt|| 

для верхнего предела из определения (4) левой верхней характеристической степени и покажем 
справедливость равенства /3^ (d) = 0. 

Из построения разбиения £>бо следует существование номера 1(d) G N такого, что d G 
G D$3\ VI > 1(d) и d D\S\ УI < 1(d). Пусть d является г ш - й точкой (1(d) +m)-vo 
разбиения, га G N. В каждой полосе U^(imJ(d) + га), в которой функция ln^( t ) задается 
на основе точки d = A^(im,l(d) + га), возьмем по точке т ( т ) , определенной следующим 
правилом. Если угловой коэффициент k(3\d) касательной в точке d к кривой отличен 
от — 1 , то т(га) возьмем на кривой lnt2/lnti = l/\k^(d)\ < 1, в противном случае - на 
прямой t2/ti = 1/ (2е) . Получим последовательность { т ( г а ) } t +00 такую, что выполнены в 
силу (1З2) равенства Inф(т(т)) = (d, In r (m) ) , In(p(r(m)) = E(r(m)) и 

l i m Inх(т(т)) - ri(rn) -2r2(m) — ( d , l n r ( m ) ) _ 
т-^оо у Inr(m) У 

Тем самым доказано неравенство /3^ (d) > 0. 
Установим теперь противоположное неравенство f3^(d) < 0. Построениями, аналогич­

ными приведенным в лемме 1 работы [3], можно показать существование последовательности 
{t(m)} | +00, реализующей верхний предел /3^(d) и удовлетворяющей условию tj(m) ~> + о о 
при га - » +00, j = 1,2. Поэтому, не нарушая общности, будем считать, что справедливы 
неравенства 

\(d,lnt(m))\<\\t(m)\\2/\ meN, (320 

t2(m) > max{Co, 128}, meN, (32 2 ) 

а в случае кривой вида Зз) и неравенство 

( A ( 3 ) ( 0 , 0 ) - d , ( ^ / t 2 ( m ) , l ) ) < 0 , mGN. (32 3 ) 
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Снова, не ограничивая общности, будем предполагать, что t(m) принадлежит полосам ква­
дранта с разными номерами Z m , 1 < l m < / m + i - » +00 при га —> + о о , и имеет ме­
сто включение d G D^\lm), га G N. Если у последовательности {t(m)} существует беско­
нечная подпоследовательность {t(mj)}, для каждой точки которой справедливо неравенство 
l n ^ ( t ( m j ) ) — (d, Int(rrtj)) < 0, то необходимое неравенство (3^\d) < 0 в силу выполнения 
оценки In(p(t(m)) —t\{m) — 2 ^ ( т ) < 0 очевидно. Поэтому будем считать справедливым нера­
венство 

In i/>(t(m)) - (rf, In t(m)) > О, Vra G N. (33) 

Зафиксируем m G JV, и пусть t(m) принадлежит полосе П ( 3 ) ( / ш ) , используемой для 
реализации левого граничного верхнего степенного множества DX(X') = D^. Предполо­
жим, что кривая имеет вид 1з) или 2з). Если t(m) попадает в "основную" полосу 
n ^ ( t m , / m ) , то из (33) имеем неравенство \пф^lrn(t(m)) — (d,ln£(ra)) > 0, дающее в си­
лу (14 2 ) включение t(m) G SU^(imJm). Из этого включения и (122) следует неравенство 
| l n £ 2 ( m ) / l n * i ( m ) ~~ ©£j?jml — ^ С И Л У выпуклости вниз кривой точка d G 
лежит не ниже касательной, проведенной к кривой в точке 

Д ( 3 ) («'т,*т) € 1> ( 3 ) . ПОЭТОМУ 
справедливы неравенство A^\im,lm) — d\ + в | ^ , ( Д ^ ( » т о , lm) — d2) < 0 и оценки 

Rx((l,2),d,t(m)) = \nE(t(m)) - h(m) - 2t2(m) + 1пф^1т(Цт)) - (d,lnt(m)) < 

< -ЫСе* 2^)-*^»») + 1) + (A^{im,lm) - d ,bt(m)) < { ( A ( l 3 ) ( i m , U - d l ) + 

+ e Z j m m , i m ) - d 2 ) } + (A?(im,im) - d 2 ) ( ^ - e & . ) ln t i (m) < 

< | A ^ 3 ) ( i m , Z m ) ~ d 2 | Inti(m) <2-lm\\lnt(m 
I n f e M _ е ( з ) 
ln t i (m) * т е » ' я 

Если t(m) принадлежит переходной полосе P^(im + M m ) , «m € ^/ m ? и выполняется соот­

ношение V ^ + l / т ( * ( Ш ) ) — / m ^ ( m ^ ' T ° И 3 H e P a B e H C T B a ФМ171)) ^ ^ i m , / m ( ' ( m ) ) анаЛОГИЧНО 
случаю включения £(m) G П ( 3 ) ( г т , lm) устанавливается оценка 

i ? x ( ( l , 2 ) ,d ,* (m) ) < 2- | T O | | lnt(m)| | . (34) 

Если же имеет место соотношение V ^ + i , j m W m ) ) > V ^ / m ( £ ( m ) ) > т 0 и з (33), (18i) и (17) 

следует неравенство \пф^+1 lm(t(m)) — (d , ln t (m)) > 0. Рассуждая аналогично случаю вклю­

чения t(m) G П ( 3 ) ( г т , / т ) , записывая уравнение касательной к кривой £>(3) уже в точке 

Д ^ ( г т + М т ) ? получаем оценку (34). Предположим теперь, что кривая имеет вид Зз) и 

t(m) принадлежит полосе П ^ 3 ) ( / т ) . Если справедливы неравенство ln£i(ra) < y/t2(m) 1 п ^ ( т ) 

либо неравенства lnti(m) > \ А 2 ( г а ) Int2(m) и (Д( 3 ) (0 ,0) ,1п^(т)) < lnw^(^(m)), то из (I82) 

следует соотношение ip(t(m)) < u^(t(m)): из которого получаем оценку (34). Если же выпол­

нены неравенства ln t i (m) > \/t2{m) lnt2(m) и ( A ^ ( 0 , 0 ) , l n t ( m ) ) > Inu\3\t(m)), то из (32з) 

получаем оценки 

Rx({l,2),d,t(m)) < (Д( 3 ) (0 ,0 ) - d , l n t ( m ) ) < ( А ( 3 ) ( 0 , 0 ) - d, ( ^ / f e M , 1 ) ) ln* 2 (m) < 0. 

Тем самым для Д ж ( (1 ,2 ) ,й , t(m)) при £(га) G П ( 3 ) ( / ш ) установлена оценка (34). 
Пусть теперь t(m) принадлежит полосе П ^ 4 ^ ( / ш ) , используемой для реализации правого 

граничного верхнего степенного множества Dx{\") = Предположим, что кривая 
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имеет вид I 4 ) или 2 4 ) . Если t(m) попадает в полосу П ( 4 ) ( г ш , / Ш ) , то из (33), (18i) и (17) 

вытекает неравенство \nty^lm{t{m)) — (d , ln t (m)) > 0, а следовательно, и включение t(m) £ 

£ 5 П ( 4 ) ( г т , / ш ) . Из ( H i ) имеем неравенство t2{m) > eii(ra), в силу которого с использова­
нием (23), (32i) и (32 2 ) получаем оценки 

Rx{{l,2),d,t{m)) < l n E ( t ( m ) ) - t i ( m ) - 2 t 2 ( m ) + ln^ ( t (m) ) + (d , ln t (m)) < 

< - l n ( e t 2 ( m b * i ( ^ ) + 1) + 2 | | t (m) | | 2 / 3 < $ Ъ [m){-tlJZ [m) + 4 ^ ) / 2 < 0. (35) 

Если t(m) попадает в полосу P ^ \ i m + l , / m ) , г £ i / m , то из (18i) , (17), а также (33) и (14 2 ) 

следует одно из включений t(m) Е 5 П ^ 4 ) ( г ш , ^ т ) или t(m) Е 5 П ( 4 ) ( г т + 1 , / т ) , каждое из ко­
торых в силу ( H i ) влечет за собой неравенство t2(m) > eti(m). Тогда аналогично случаю 
принадлежности t(m) полосе П ( 4 ) ( г ш , / Ш ) доказывается оценка (35). В случае же кривой 
вида З4) и справедливости неравенства ln£ 2(ra) < ^/t\(m) lnti(ra) аналогично в силу выпол­
нения равенства ^{t{m)) = u\^(t(m)) получаем оценку (35). Если же справедливо неравенство 

\nt2(m) > y/ti(m) ln t i (m) , то из (13i) имеем соотношения t2(m) > ti(m)\Ai(m) > 2e£i(ra), 
устанавливающие оценку (35). 

Тем самым в случае принадлежности t(m) полосе П ( 4 ) ( / т ) доказана оценка (35). 
Рассмотрим теперь случай принадлежности t(m) полосам П ( / т ) , используемым для реали­

зации нижних граничных степенных множеств. Оценивая сверху величину Д ж ((1,2) ,с?, £(га)), 
в силу (23), (32i) и (32 2 ) получаем неравенства 

i ?x ( ( l , 2 ) , d , t (m) ) < lnE(t(m)) + l n ^ ( t ( m ) ) - h{m) -2t2(m) - (d , ln t (m)) < 

< In2 - h(m) - 2 t 2 (m) + 2 | | t (m) | | 2 / 3 < In2 - t2(m) - ||<(m)|| + 2 p ( m ) | | 2 / 3 < 0. (36) 

В случае принадлежности t{m) полосе p ( 4 ) ( l , Z m ) , расположенной между полосами 
П ^ ( / т ) и П ( 4 ) ( / ш ) , из (I83) следует, что выполнено хотя бы одно из неравенств ip(t(m)) < 
— ш1т-21т / т ( ^ ( т ) ) и л и ^ ( ^ ( т ) ) < шит(Чт))' Если выполнено первое неравенство, то анало­
гично случаю принадлежности t(m) полосе П ( 3 ) ( / ш ) устанавливается оценка (34). А в случае 
выполнения второго неравенства в силу равенства (p(t(m)) = E(t(m)) аналогично уже случаю 
принадлежности t(m) полосе U^(lm) доказывается оценка (35). 

Пусть теперь t(m) попадает в полосу р ( 3 ) ( 1 , / ш ) , расположенную между полосами П ( / ш ) 
и П ( / т ) . Если имеет место включение t(m) Е P ^ ( l , Z m ) , то из (I84) вытекает равенство 
ip(t(m)) = w ^ . 2 j m z m M m ) ) > а и з (I63) следует хотя бы одно из неравенств (p(t(m)) < E(t(m)) 
или ln<p(t(m)) < ((t(m))/2. При выполнении первого неравенства, рассуждая аналогично 
случаю включения t(m) Е П ( / т ) , устанавливаем оценку (36). Если же имеет место второе 
неравенство, то, используя (23), (32i) и (32 2 ) , получаем оценки 

Rx((l,2),d,t(m)) < £(t(m))/2 - t^m) - 2t2(m) + l n ^ ( « ( m ) ) - (d , ln t (m)) < 

< - ( * i ( m ) + 3 t 2 ( m ) ) / 2 + 2 | | t (m) | | 2 / 3 < - | | t ( m ) | | / 2 + 2 | |* (m) | | 2 / 3 < 0. (37) 

Пусть справедливо включение t(m) E P 2

3 ^ ( l , / m ) . Тогда имеет место равенство lncp(t(m)) — 
= ((t(m))/2 и, следовательно, выполнено неравенство (37). Если же t(m) принадлежит полосе 

Р з ^ ( 1 , / Ш ) , то справедливы равенство ip(t(m)) = c ^ 3 ^ ( £ ( m ) ) и хотя бы одно из неравенств 

ln<£>(£(m)) < ((t(m))/2 или ip(t(m)) < E(t(m)). В случае выполнения первого неравенства 
снова получаем оценку (37), а при справедливости второго рассуждениями, аналогичными 
проделанным в случае включения t(m) Е П ( 3 ) ( / т ) , доказываем оценку (34). 
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Пусть сейчас t(m) принадлежит полосе P^(lJm + 1), расположенной между полосами 
П ( / т ) и П ( / т + 1). Если выполнено включение t(m) G p[l\l^ lm +1), то из (I85) и (I64) сле­
дуют равенство фШт)) = о^А\г . (t(m)) и хотя бы одно из неравенств (p(t{m)) < E(t(m)) 
или hi(p(t(m)) < ((t(m))/2. Если имеет место первое неравенство, то аналогично случаю 
включения t{m) G П ( 4 ) ( / т ) получаем оценку (35). Если выполнено второе неравенство, то 
имеем оценку (37). В случае принадлежности t{m) полосе P^\l,lm + 1) справедливо равен­
ство ln(p(t(m)) = £(£(га))/2, дающее оценку (37). Если же имеет место включение t(m) G 
G Р з ^ ( 1 , / т + 1), то выполнены равенство xp(t(m)) — ̂ iV T O+i( '( m)) и х о т я бы одно из нера­
венств lncp(t(m)) < ((t(m))/2 или ip(t(m)) < E(t(m)). При выполнении первого неравенства 
имеем оценку (37), а при справедливости второго неравенства аналогично случаю принадлеж­
ности t(m) полосе П( / ш ) получаем оценку (36). 

Следовательно, установлено неравенство fi^\d) < 0, а вместе с ним и первое условие 
определения (4) верхней характеристической степени для вектора d. Второе же условие это­
го определения реализуется по последовательности т(га), построенной выше. Таким образом, 
доказано совпадение левого граничного верхнего степенного множества Dx(Xf) и заданной 
кривой на всюду плотном множестве Dot). В силу непрерывности кривых Dx(Xf) и 
2)(3) э т 0 устанавливает справедливость включения С Dx(Xr). Из этого включения в слу­
чаях кривой вида 1з) или 2з) следует равенство DX{X') = Докажем, что и в 
случае кривой вида Зз) левое граничное верхнее степенное множество Dx(Xf) не может 
быть больше этой кривой. Возьмем любую верхнюю степень d G Dx(Xf). Тогда из первого 
условия определения (4) верхней характеристической степени по некоторой последовательно­
сти {t(m)} t +00 вида t(m) = ( t 2 ( m ) 3 У 1 2 ^ , £2(га)), t(m) G П ^ ( / т ) , имеем неравенство 
Д ^ ( 0 , 0 ) — d\ < 0. А поскольку кривая DX{X') замкнута и строго монотонно убывает, то 
установлено совпадение Dx(Xf) = и в этом случае. 

5, Построение уравнения. Ограниченность коэффициентов. Построенная функция 
x(t) > 0 является решением уравнения ( l i ) с коэффициентами 

1 dx(t) dlnxjt) 2 . ! 9 

удовлетворяющими условию полной интегрируемости в силу бесконечной в В^>1 дифферен­
цируемое™ \nx(i). Установим ограниченность этих коэффициентов. 

Вначале покажем ограниченность производных ——\rnp(t), к = 1,2. Очевидно, что спра-
ведливы оценки 

e-tk 

1 ^ 
е - ' 1 + е - ' 2 

1 + 
e~*i + е -*2 

< 1, t 6 RU, 

< 2 , teR2

>x, 

д_(Ш 
dtk \ 2 

Из неравенства (L\) леммы на всяком отрезке [£1,^2] длины £2 — £1 > 2 получаем оценки 

(З81) 

(38 2) 

(38 3) 

2 dtk 

e o i ( l n C W ; 6 , 6 ) < 2 , lnE(t)J-eoi(lnC(t);ei,6) 

< 4 + 21n2, i e ^ b 
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которые в силу (16i)—(I65) и вместе с неравенствами (38х)-(38з) дают ограниченность про­

изводных — ln<p(t). А; = 1,2. 

Докажем теперь ограниченность производных In il)(t), к = 1,2. Оценим вначале част­
оту 

ные производные — l n ^ ^ ( t ) , g = l , 4 , fc = l,2, в полосе UL^(i,l), г Е //, I е N. Прини-

мая во внимание (8i,i)-(82,2), отметим, что скалярное произведение (Д^)(г,/),1п£) присут­
ствует в определении функции lnV̂ P(') лишь в секторе 5 ^ ( г , / ) , определенном следующим 
образом. Если угловой коэффициент k(q\i,l) неравен —1, то положим 

^)(м) = { ^ ^ 1 : | ^ - в ; ? | < ^ + 1 } , , = м , 

l n * 2 _ Q(q) 
llltl i,l 1 4 

(9b 
<? = 2,3. 

Если же k(q\i,l) = —1, то в случае q = 1,4 определим 5^)(г,/) = Е х : е - 2 < t 2 / ' i < 
< 4е}, а в случае q = 2,3 положим 5 ^ ( г , / ) = {£ € Д> х : 1/(4е) < * 2 / *1 < 1/е + 1/2}. Так как 
в полосе П1,^(г,/) , г Е / Е iV, g = 1,4, выполняется неравенство £(£) > / i ^ ехр(ехр(2)), 
то в пересечении получаем оценки 

tk>vf\ к = 1,2. (39) 

Заметим, что ограниченность в полосе г Е / Е iV, q = 1,4, частных произ­
водных функции lnt/>^(£), Q = 1,4, определенной равенствами (81 д) и (9i), установлена в 
работе [2]. 

Оценим сейчас частные производные функции l n ^ ^ ( t ) , q = 2,3, заданной равенствами 

(82д) и (9 2 ) . Из разбиения квадранта Д ^ , неравенств (39) и > 1 при t Е S^(iJ)D 
следуют оценки 

^(Д<«>(М),Ы) 
(9) 

Также очевидны оценки 

^ - | | l n < | l 2 = 2 1 n t < : 

dh1 tk 
< 2 , ft = 1,2. 

(40) 

(41) 

Используя первое неравенство леммы, неравенство (39), а также неравенства и\я^/4 < 
в пересечении S^(iJ) П П1,^(г,/) , г Е //, I Е N, q — 2,3, 

имеем оценки 

(Д«>(,,0 ,!„<) A ( l - em eg' + т?\ ejj> + т<« + 5f) ) < 

< 2||А(")(г,0И(1п^ + 1п< 2 )ехр[32(Ц ( 9 ^ 2 ]-^т- < И Д ^ О ^ & З < 1, ( 4 2 l ) 
*1 In'2 

< 
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<2A,(0( ln t l + 1 n t 2 r - ' f f f » " 2 ' < 1 , (42 2) 

( A « ( b O . M ^ ( ^ ; e j ? - ^ - u - f e j ? - ^ ) 

< 2 0 e x p [ 2 ( r ^ ) - 2 ] ^ i < l , (42 4) 

II t2 In t\ 

< 4 0 е х р [ 2 ( г / " ) ) - 2 ] ^ 2 - < 1 , 

||lnt||S < 1 , A; = 1,2. 

(42e) 

(42e) 

Оценки (40), (41) и (42х)-(42б), равенства (6) и (7) и доказывают ограниченность в по­
лосе TlL^(i,l), i Е Ii, I € N, q = 2,3, частных производных функции ]лфц(Ь), q = 2,3, 
заданной равенствами (8 2д) и (9 2 ) . 

Перейдем теперь к доказательству ограниченности в полосе HL^(i,l), iG.Ii, I G N, 
9 = 1,4, частных производных функции lnip$(t), q=l,4, определенной равенством (8i, 2). 
Применяя второе неравенство леммы, в пересечении S^(i,l) UHL^(i,l) получаем оценки 

(ДW(t, 0, I n * ) ^ ( l - e oi ( | ; Зе,4е) ) < 4 A l ( / ) ( l n ^ +

9

I n < 2 ^ 2 < 1 6 e A i ( 0 2 1 n . 1 + l n 4 e < ^ 
/ 2 (9) \ДГ 

(ДW («, J), In t) A _ е о 1 ̂ ; З е, 4 е ) ) < 4 Д 1 ( 0 ^ 1 ± М < 4 A i f f l 2 1 n f 1 + l n 4 e < ^ 

( Д ( « ) ( » , 0 , 1 п * ) ^ е о 1 ^ ; е - 2 , , 

*1 

< 1, Дг = 1,2, 

которые вместе с очевидными оценками 

Ц1п*||5 — е 1 0 1 [ - ; е , 2 е , 3 е < 1, t G £ ( < ? ) (г,/) П Ш ^ ( г , / ) , * = 1,2, 

и устанавливают ограниченность в полосе UL^(iJ), i € Ii, I G N, q = 1,4, частных произ­
водных функции l n ^ p ( t ) , 9 = 1 , 4 , определенной равенством (81,2). 

Аналогично, но с применением уже первого неравенства леммы, можно показать и ограни­
ченность в полосе П1,^(г, / ) , г G //, / G N, q = 2,3, частных производных функции ln^jp( t) , 
9 = 2,3, заданной формулой (82,2)-

Таким образом, в силу (17) установлена ограниченность частных производных функции 
lnu\q\t), q = Т~4, в каждой "основной" полосе П^(г , / ) , i 6 4 / G N, q = 1,4. Принимая 
снова во внимание (17), для доказательства ограниченности этих частных производных в 
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"переходной" полосе Р^(ъ + 1,1), г € //, I Е N, q — 1,4, достаточно показать ограниченность 
произведений 

- 1п^(* ) ] | - е о1(1пС(<) ;1пай 1 ) г , 1п /За 1 г ) , к = 1,2. 

Поскольку l n / S ^ j - l n a j ^ j = lne 6 = 6 > 2 и для всех t е Р^9Цг+1,1) выполнены неравенства 

((£) > v\q^ > с, то, применяя второе неравенство леммы, имеем оценки 

иМмА 

в которых X§(9)(jyi)(t) ~ характеристическая функция множества S^9\j,l) и j = i,i+l. Из этих 

оценок и ограниченности частных производных —- 1п?/^(£) и 7— 1п^+\ Д<) в "переходной" 
utk ' С/б/- ' 

полосе p(q\i + 1,1) получаем ограниченность частных производных 7— \nu\q\t) и в этой 
otk 

полосе. 
Тем самым в случаях кривой вида 1Я) и 2q) в силу определения (18i) функции ip(t) 

доказана ограниченность частных производных -^—lnip(t), А: = 1,2, в полосе П^(Л, I Е N, 
oh 

9 = 1,4. 

Перейдем к установлению ограниченности производных -7— InipCt), к = 1,2, в полосе 
otk 

П^'(/)-, I Е N, q = 1,4, в случае кривой вида 3 9 ) . В каждой полосе П^)(г,/), г Е 
/ £ iV, 9 = 1,4, получаем оценки 

( Д ( « > ( 0 , 0 ) , М ^ Ф < 4 | | A W ( 0 , 0 ) | | ( l n t 1 + l n t 2 ) - J"*2„ (ln*1 + 3) < 

<4||Д<«>(0,0)|| 
lnti + 3 + 3^*Г1п<1 + 9^tr 

3*} / 3 1п 2 *! 

< ||Д<*>(0,0)||6, 

( Д ( 9 ) ( 0 , 0 ) , 1 п ^ | < 4 | | Д ^ ) ( 0 , 0 ) | | ^ | ™ < 4 „ Д С ) ( 0 , 0 ) 1 | ( ^ + ^ ) < 1|Д«<0,0)||* 

^ ^ ( О 2 ^ - ^ < 4(Ai(0(lnii +ln< 2 )x5( ,) W ) (t) + II М | 2 ) 4 / 7 " z

2 ( lnfr+3) < 
-̂ »̂ ч̂ iTl "fit 

lnt 2 

3<i / 0 ln^ i 

A ( 0 < 4 - ^ X s ( , ) W ) W ( b < i + 3 + 3^Tlnti + 9 ^ ) + 

, 4(ln 2 t 1 + 3 1 n f 1 + 9 ( ^ ) 2 l n 2 * 1 + 2 7 ( ^ ) 2 l n ^ ^ 
+ : < Xs(«)(i,j)(<) + 0, 

4(Ai(Q(ln<i + ]nt2)x§M{i,i)(t) + II M l 2 ) 
s/M 2ln*i 

^ ( a . ( ' ) x * . . ( u ) w ( ^ 5 + ^ ) 
3 \ ln^i 3 ln^2i 

+ - ) + + ] < X5(,) W )(«) + ь 

c некоторой постоянной b > 0. Аналогичные оценки можно установить и для q = 2,3. Из 

этих оценок и ограниченности в полосе П ^ ( / ) , I G N, q = 1,4, производных ^— lnu,^(i) 
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и следует ограниченность производных функции \пф(Ь) в этой полосе в случае кривой 
вида 3q). 

В силу задания "переходных" полос I € N, q = 1,4, рассуждениями, анало­
гичными проведенным в полосах p(q\i + 1,Z), i G / Е iV, g = 1,4, можно показать 

ограниченность производных ——ln^(i), к = 1,2, и в этих полосах. 

Таким образом, установлена ограниченность коэффициентов а*(£), г = 1,2, во всем ква­
дранте Теорема 1 полностью доказана. 

Теорема 1 показывает, что граничные степенные множества решения могут располагаться 
произвольным образом друг относительно друга в отличие от характеристических множеств, 
на взаимное расположение которых накладывается условие [4] 

sup{pi : Р € Рх} < bf{Aj : A G Л х } , г = 1,2. 

Полное совместное описание граничных степенных множеств содержит следующая 
Теорема 2. Множества D^q\ q = 1,4, являются соответственно левым Dx(pf)^ пра­

вым D^ip") граничными нижними и левым Dx(\'), правым Dx{\") граничными верхни­
ми степенными множествами какого-то нетривиального решения x(t), нижнее характе­
ристическое Рх и характеристическое Ах множества которого состоят более чем из одной 
точки, некоторой вполне интегрируемой системы Пфаффа (1) с ограниченными непрерывно 
дифференцируемыми коэффициентами тогда и только тогда, когда множества 
(множества D^3\ ) представимы в виде замкнутых выпуклых вверх (вниз) монотон­
но убывающих неограниченных соответственно справа и снизу, слева и сверху кривых дву­
мерной плоскости, имеющих отрицательный соответственно не меньший, не больший (не 
больший, не меньший) —1 угловой коэффициент всякой касательной в каждой своей вну­
тренней точке, или пустые. 

Замечание. Использованное в работе [2] множество Ii = { 0 , 1 , . . . ,/-2*} должно иметь вид 
J, = { 1 , . . . , J . 2 ' } . 
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