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Рассматривается проблема существования решений стохастического дифференциального 
уравнения 

dx(t) = /(«, x{t))dt + g(t, x(t))dW(t), (1) 

удовлетворяющих условию 
x(t)eK(t,x(t)), te[o,T}. (2) 

Теорема существования таких решений, называемых жизнеспособными (viability [1, 2]), в слу­
чае, когда функции / и д удовлетворяют условию Липшица по t и х и выполняется неко­
торое стохастическое касательное условие, получена в [1]. В [2] аналогичная теорема уста­
новлена для стохастических дифференциальных включений при условиях, обеспечивающих 
применение теоремы Фана о неподвижной точке. В отличие от работы [1] мы рассматриваем 
систему (1), (2) с измеримыми по Борелю функциями / , д и с отображением К, которое 
зависит от переменных состояния, и используем стохастическое касательное условие, несколь­
ко отличающееся от аналогичного условия работы [1]. В настоящей работе доказаны теоремы 
существования слабых и сильных решений системы (1), (2), причем под решениями уравне­
ния (1) понимаем решения некоторого стохастического включения, соответствующего этому 
уравнению. 

Используются следующие обозначения: Rdxr - пространство действительных матриц с 
евклидовой нормой || • ||; Rdxl = Rd; [0,Т] С Д; cl(Rdxr) - множество всех непустых замк­
нутых подмножеств из Rdxr; [В]а = {х G Rdxr\ inf \\х — у\\ < а} - а-окрестность множе-

уев 
ства В С Rdxr] coQ - замыкание выпуклой оболочки множества Q; если В : [О, Т] х Rd -> 
—> cl(Rdxr) - многозначное отображение и е > 0, то B£(t,x) - наименьшее выпуклое замкну­
тое множество, содержащее все множества B{t',x'), \t — t'\ < е, tf G [О,Г], \\х — х'\\ < е\ 
\х - мера Лебега на [0,Т]; С( [0 ,Т] ,R d x r ) - пространство непрерывных функций с метри­
кой p(ai,a2) = max \\ai(t) — a2(t)| | , B(S) - топологическая а -алгебра на топологическом 

te[o,T] 
пространстве S; пусть (*4, £,#) - полное измеримое пространство с а-аддитивной конечной 
мерой 0, тогда £\(А,Rdxr) - пространство классов эквивалентности интегрируемых отобра­
жений z : А - » Rdxr с нормой fA \\Z(T)\\ <Ю\ ft = [0,1[; Т = й([0,1[); Р ~ мера Лебега на 
[0,1[; Tt - поток а -алгебр в Т\ W(t) - d-мерное (Tt) -броуновское движение с W(0) = О 
почти наверное (п.н.); Рх - распределение вероятностей на (S,B(S)) для случайной вели­
чины х : Q -> S; Е(х) - математическое ожидание; Bt(C([0, Г] , Rdxr)) ~ под-а-алгебра 
# (C( [0 ,T] , i ? r f x r ) ) , порожденная а(з), 0 < s < t [3, с. 150]; / : [0,Т] х Rd -> Rd, г : 
[0,Т] х Rd -> Rd, д : [0,Т] x i ? r f - > д ^ х ^ - измеримые по Борелю ограниченные отображения, 
т.е. + ||r(t,s)|| + \\g{t,x)\\ < М У(*,ж) G [0,Т] х М - const; : [0,Т] х Rd-> 
—> cl(i? d) - полунепрерывное сверху многозначное отображение; Q : [0,Т] х Rd cl(Rdxr) 
полунепрерывно сверху, если \/е > 0, V(t,s) G [0,Т] х 3(5 > 0, V(t',a') G [0,Г] х 
I* - t'\ < Ik — < ^ выполняется Q(t'\x') С [<2(£,я)] е; * - знак транспонирования. 

Для каждой точки (t,x) G [0, Т) х Rd определим множества F(t,x), G(t,x). которые 
являются наименьшими выпуклыми замкнутыми множествами, содержащими соответственно 
точки f(t,x), g(t,x) и все предельные точки f(t',xf), g{tf,x') при (t',xf) —»• (t,x). Положим 
A(t,x) = co{6(«,x)6*(t,ж)| b(t,x) G G{t,x)}. 
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Для любой симметрической неотрицательной матрицы а(£, х) Е A(t, х) существует един­
ственная симметрическая неотрицательная матрица u(t,x) такая, что и2 — а, которую обо­
значаем у/а ~ и. Положим G(t,x) = {\/а(£,х)\ a(t,x) Е х)}. Ясно, что при сделанных 
предположениях Р, G, А - полунепрерывные сверху ограниченные многозначные отобра­
жения. 

1. Слабые решения. 
Определение 1. Под слабым жизнеспособным решением задачи (1), (2) с начальным 

условием XQ Е Rd подразумеваем d-мерный непрерывный случайный процесс x(t), t £ [О,Т], 
определенный на некотором вероятностном пространстве (ft,.P, Р) с потоком сг-алгебр Tt 
и такой, что: 1) существует d-мерное (Tt) -броуновское движение W(t) с И^О) = 0 п.н.; 
2) x(t) согласован с Tt, т.е. для каждого t £ [0, Т] отображение ш -» x(t,co) (Tt) -измеримо; 
3) существуют измеримые (Tt) -согласованные процессы v : [0, Т] х ft -> Rd, и : [0, Г] х ft —> 
- » Д^х^ такие, что для (р х Р)-почти всех (t,u) Е [0,Т] х ft v(t,u) Е F(t,x(t,w)), u(t,uj) Е 
Е б?(<,ж(*,а;)); 4) с вероятностью 1 ж(£) = ж0 + ^v(r)dr 4- / 0 ^ ( г ) ^ ( т ) , Е 
для всех £ Е [0, Г] . 

Теорема существования слабых жизнеспособных решений будет доказана при выполнении 
следующего основного условия. 

Стохастическое касательное условие А) . Для любого е > 0, для любого (Tt) -момента 
остановки a, P{oj\a < Т} = 1, Р{а;|сг < Т} > 0, для любого (^v) -измеримого случайного 
вектора у : ft -> y(u;) Е К(а,у(ио)) п.н., существует (.Т^)-момент остановки <7i > а, 
P{u)\ai > а} > 0, P{o;|cri — а < min{£,T — а}} = 1, существуют -измеримые случай­
ные элементы v : ft -> u : ft - > i ? d x d такие, что v E [P £(£,y)] £, и E п.н., 
у + v(ai — a) + u(W(ai) — W(cr)) = z(<7i) E i f (a i ,^((7i ) ) п.н., для почти всех о; \\v(t — а) + 
+ u(W(t) — W(a))\\ < е для каждого t Е [<J,ai]. 

Определение 2. Под £ -приближенным решением задачи (1), (2) с начальным условием 
хо Е Rd понимаем пару (х, s), удовлетворяющую условиям: а) 5 - р^)-момент остановки, 
P{u\s > 0 } > 0, P{UJ\S < Т} = 1; б) ж : [0,Т] х ft -> - непрерывный (Tt) -согласованный 
процесс; в) существуют измеримые (Tt) -согласованные процессы <р : [0,Т] х ft ->> ^ : 
[0,Т] х ft —> i ? r f x d , удовлетворяющие для почти всех и включениям (p(t,uj) Е [F2£(t,x(t,u>))}£, 
i>(t,w) Е [бг2 е(*,ж(*,а;))] е для почти всех t Е [0, s]\ г) с вероятностью 1 x(s) Е i f ( 5 , ^ ( 5 ) ) , 

x(t) = жо + J 0 ^( r )d r + ^ ( r ) dWT(r) п.н., для каждого t E [0,5]; д) для каждого (^t)-мо­
мента остановки г < s существует (Tt) -момент остановки f, 0 < г — т < е, такой, что 
ж(т) Е Л Г ( г , ж ( г ) ) п.н. 

Лемма. Пусть ограниченные измеримые по Борелю отображения f,gu полунепрерыв­
ное сверху многозначное отображение К удовлетворяют стохастическому касательному 
условию А). Тогда для любого е Е ] 0 , 1 ] , для любого хо, такого, что XQ Е K(0,XQ), суще­
ствует е-приближенное решение (х,Т) с начальным условием XQ. 

Доказательство. Возьмем е Е ] 0 , 1 ] , XQ Е К(0, хо). Согласно стохастическому касатель­
ному условию А), существует (Tt) -момент остановки 5 > 0, P{u)\s > 0 } > 0, P{co\s < 
< min{£, Т } } = 1, существуют (То) -измеримые случайные элементы v, и такие, что v(u) Е 
Е [Fe(Q,xo)]£, и(и) Е [G£(0,XQ)]£ П . Н . , X0 + VS + UW(S) = Z(S) eK(s,z(s)), \\vs + uW(s)\\<e. 
Если положить (p(t,u) = г;(о;), i/){t,u)) = и(ш) для и Е {o;|s > 0 } , t Е [0,5], и;) = 0, 

- 0 для остальных (t,w) Е [0,Г] х ft, x(t) = ж0 + $<р{т)4т + f* гр(т) dW(r), то 
^(5) Е i f ( 5 , x ( 5 ) ) п.н. Из определения множеств Р ^ и определения x(i) следует, что с 
вероятностью 1 (p(t,u) Е [F2£(t,x(t,ш))]£, ф(Ъи>) Е [G2£(t,x(t,(J))]£ для всех t Е [0 ,5]. Таким 
образом, (x,s) - е -приближенное решение. 

Множество £ всех е -приближенных решений можно частично упорядочить следующим 
образом: скажем < (#2,52) , е с л и 5 1 — 5 2 ' п , н - ' с вероятностью 1 tpi = (р2, ф\ = ф2 

для почти всех t Е [0,si], где ^ - процессы, соответствующие паре {XJ,SJ), j = 1,2. 
Покажем, что любая цепь S = {(жг,5г), г Е / } имеет в £ верхнюю грань. Положим 
А = sup{s;} и выберем последовательность sin -> А, п -> оо, Зг п < 5 г п + 1 - Возьмем tp(t,uj) = 
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= <Pin(*>w)> Ф{Ъи) = ф{п(^и) для t G [0,sin], ¥>(A,w) = 0, ^(А,а;) = 0 , (рп = </>п = ф{п 

для t б [0,«»J, фп = 0, фп = 0 для t G]5tn,A]; = ж о + £ </>( T ) d r + /о ^ ( т ) ^ ( г ) , 
t G [О, А]. Ясно, что x(t) = Xin(t) для t G [0,з»п], 

x(sin) = x0 + J фп{т)(1т + j фп(т)ё\У(т), (3) 

<pn(t,u>) —» <p(t,u;), фп(1,оо) -» ф{^ш) для каждого а; и каждого £ G [0, А]; с вероятностью 1 
(p(t,w) G [1^Л*,а;(<,и;))]е, ^ ( ^ ) G [G2e(*5^(*ĵ ))]e Д л я почти всех t G [0, А]. 

Так как Е(£ \\ф(т,и) - фп(т,ш)\\2 dr) < (М + 1)(А - sin) -+ 0, то [3, с. I l l ] 

X X 

J'фп(т,и)<1№(т)-> j ^(r,uj)dW(r) в £ 2 ( f i ) . (4) 

Кроме того, 

г>гп г>гп Л 
j (pn(r)dr = j (p(T)dT-> J (p{r)dr п.н. (5) 

Из (3)-(5) следует существование подпоследовательности x(si сходящейся п.н. к х(\). 
А так как x(sink) G i f (si ,х(з{ )) п.н. и отображение i f полунепрерывно сверху, то х(\) G 
G if(A,#(A)) п.н. Заменяя последовательность гп на подпоследовательность гПА. в равен­
стве (3) и переходя к пределу при к ~> оо, убеждаемся, что (ж, А) - верхняя грань для цепи S. 
По лемме Цорна £ допускает максимальный элемент (x,s). Покажем, что s = Т. Предпо­
ложим, P{a;|s < Т } > 0. Применяя стохастическое касательное условие А) к £(з), найдем 
Tt -момент остановки в, в > s, Р{о;|0 > 3} > 0, P{u;|0 - s < min{£,T - §}} = 1, найдем 
два -измеримых случайных элемента v, й таких, что г) G [Р £(з,ж(з))] е, й G [Сте(з,ж(з))]6 

п.н., + v(6 - s) + u(W(6) - W(s)) = J2r(^) G K(9,z(0)) п.н.; с вероятностью 1 ||v(t - S) + 
+ u(W(t) — W(s))\\ < e для каждого t G [$,0]. Если положить = x(s)+ Uvdr + J^udW(r), 
t G [s,0], то £(0) G К(в,х(в)) п.н. Пара (£,0), где = < G [0,s], x(t) = x(tA9), 
<G[s,T], принадлежит £, что противоречит максимальности (ж, s) в £. Лемма доказана. 

Теорема 1. Ра/ш f u g - ограниченные измеримые по Борелю функции, отображение К 
полунепрерывно сверху и выполняется стохастическое касательное условие А), то для лю­
бого хо G i f (0, хо) существует слабое жизнеспособное решение задачи (1), (2) с начальным 
условием хо. 

Доказательство. Согласно лемме, для каждого е\ = l/l, I G N, и каждого #о, такого, 
что хо G if(0,хо), существует ei-приближенное решение (xi,T) задачи (1), (2): 

t t 

xi(t) = хо + f <pi(r) dr + j V/(r) dW(r), t G [0,T]; 

(6) 
(pi(t,w) G [ P 2 / / ( ^ ( ^ ) ) ] i / b Ф№,ь)) G [<72/г(*,я;/(*,a;))]!// 

для (/i x P) -почти всех (t,u) G [0,T] x ft; rr/(T) G K(T,xi(T)) п.н. и для любого t, 0 < t < T, 
существует (Tt) -момент остановки f, 0 < t — f < si, такой, что xi(f) G i f (f,xi(f)) п.н. 

Так как sup sup E(\\xi(t)\\2) < C, supE(\\xi(t) - xi(s)\\A) < C\t - s\2, С - const, для 
i te[o,T] i 

любых t,s G [0,T], то из* доказательства теоремы 4.2 [4, с. 26-27] следует, что PXl^Q, где 
Q - некоторая вероятность на (C([0,T],Rd),B(C([0,T],Rd))), а PXl - вероятностный закон 
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распределения хх\ ft ->С([0,Т] , Rd) в (C([0,T],P d ) ,#(C([0,T],P r f ))) (точнее, некоторая под­
последовательность PXlk ^» Q, но для простоты будем считать, что сама последовательность 
PXl является слабо сходящейся). 

Построим систему множеств S(i\,...,гк) следующим образом. Возьмем для каждого keN 
сгт\ m = 1,2,..., - шары радиуса < 2 ~ ^ + 1 ) , покрывающие С([0, Г] , Rd) и удовлетворяющие 
условиям РХ1(да$) = 0, Q(da$) = 0 для каждых /, к, т (дЬ - граница множества L). 
Положим для каждого к v[k) = а[к\ . . . , vf] = af] \ {а[к) U---U • • • и • - •, *fc) = 
= ^ П - ' - П ^ - Пусть Bi(ii,...,ik) = {ш G ft| xi(-,u) G 5 ( г ь . . . , i f c ) } . Для каждого мно-

о о 

жества S( i i , . . . ,г&), такого, что S(*i,. • • ,ih) Ф 0 ( 5 - внутренность множества 5 ) , выберем 
о о 

точку q(i\,...,ik) G S(h,...,ik), если же S(h,...,ik) = 0, . -. ,*'/ь) 7̂  0, то в качестве 
— ,ife) выбираем точку из . . . ,ё*). Определим rrf : ft —»> C([0,T],P d ) следующим 

образом: arf (;OJ) = q(iu . . . ,ik), если a; G J3j(*b • • • Так как ||a;f - £/||с([о,т],Я<*) < 2~ f c п.н., 
то xf —У X[, к -> +oo, равномерно по t Е [О, Г] п.н. Для каждой точки (t,x) G [О, Г] х Rd 

определим множество [ i ? 2// ,2- f c (^ r r )] i / /? являющееся замыканием выпуклой оболочки объеди­
нения множеств [F2/i(t,xi)]i/i по всем х\, таким, что \\х\ — х\\ < 2~к. Аналогично опре­
деляется множество [G2/ii2-b(tix)]i/i- Д л я (^ х Р)-почти всех (t,u) G [0,Т] х ft (fi(t,u) G 
€[F2/l,2Mt>tf{t,U)))]1/h lj)l(t,U)) G [G2/i2-k(t,xf(t,u))]i/i п.н. 

П У С Т Ь J B Z ( U , . . . , H ) ^ ( ^ ^ ) ^ = НЦи...,ф), !Bl(iu...,ih)WM<h> = b W l , . . . ) j f t ( t) . Положим 
(rf(t,u>) = Hi4u^ik(t)/P{Bl(iu...,ik)), ${t,u)) = Lliil^ik(t)/P(Bl{iu..^ik)), если u> G 
G Bi(ii,... и Р ( В / ( Н , . . . ,г'й)) > 0 и (pf(t,u) = 0, ^f(*,a;) = 0 для остальных (£,a/) G 
G [0,T] x ft. Согласно лемме 12 [5, с. 51], для (/i х Р) -почти всех (t,a;) G [0,Т] х ft 

G [F2lla-k(t,xb(tM))i/u V # , " ) e [C?2/ / f2-*(t,a;f 
Для фиксированного А; упорядочим все ( i i , . . . , i ^ ) лексикографически. Определим ин­

тервалы A ( i b . . . , i f c ) , A / ( z b . . . , i f c ) в [0,1[ следующим образом [4, с. 19]: | Д ( Н , . . . , гк)\ = 
= Q(S(h,---,ik)), | A / ( i i , . . . , ^ ) | = PXl(S(iu...,ik)) ( | А | - длина интервала А ) ; когда 
(il, . . . ,*'*) < ( Л , . . . , JIB), то интервал Д(г*1, . . . , гк) ( А / ( П , . . . ,ik)) расположен левее, чем 
Д(Л? • • • Jk) (соответственно AJ(j i , • • •,Зк) )• Положим a;) = Д ( Н , . . . , г * ) , когда и G 
G A / ( N , . . . ,г&), и хк(-,и>) = q(i\,..., г*), когда a; G A ( i i , . . . , г*). Из доказательства теоре­
мы 2.7 [4, с. 18-20] следует, что существуют пределы 

xi(t,oo) = lim xf(t,oo), x(t,uj) = lim xk(t,uj), lim £/(£,u;) = £(£,a;), 
k-^oo k—>oo l-l-oo 

равномерные no t G [0,T], п.н, кроме того, PXl = PXl, Px — Q. Построим отображе­
ния (t,u>) - » 6f(*,a;), (*,a;) -> й?(*,а;), vf(«,a;) = Af W l I F C ( * ) / | A / ( N , • • = 

= Liiiu^ik(t)/\An(iu...,ik)\, если a; G Д / ( г ь . . . , ik) и | А г ( г ь . . . , ik)\ ф 0; «f(t,a;) = 0, 
u\(t,{jj) = 0 для остальных (£,a;) G [0,T] x ft. Из построения -Of, uf, вытекает, 
что vk(t,u) e[F2/la-k(t,x^(t,u))}l/h uk(t,uj) G [G2/i2-k(t,xk(t,uj))\iii для (/i x P ) -почти всех 
(t,u) G [0, Г] x ft, и для любого t, 0 < t < T, существует отображение f : ft -> [0,T], 
0 < t — f < si, такое, что 

xt(f) eK(f,xt(f)) п.н. (7) 

Последовательности г)*, , > 1, для каждого фиксированного / G ЛГ, согласно теоре­
ме Данфорда-Петтиса, относительно слабо компактны соответственно в £i([0,T] х ft,Pd), 
£ i ( [0 ,T ]x f t ,H d x d ) . Пусть -Of, uf - их слабые пределы (считаем, что сами последователь­
ности ЯВЛЯЮТСЯ СХОДЯЩИМИСЯ). Из ВКЛЮЧеНИЙ Vl(t,U)) С fl^l^Uem^K*'0^)' ^ / ( ^ ы ) С 
с Пт=1 ^и^ш^Г^'^) и полунепрерывности сверху отображений (t,x) - > [P2 / / (^^)] i /b 

[С2//(<,ж)]!/| следует [6, с. 49-50], что для (/л х Р)-почти всех (t,u) G [0,Т] х ft 
vi(t,x) - > [ P 2 / / ( ^ ^ ( ^ ^ ) ) ] i / / ? v>i(t,x) —> [ ^ / / ( ^ ^ ( ^ a ; ) ) ] ! ^ . Аналогично последовательности 
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vi(t,oo), ui(t,u) слабо сходятся соответственно в £i([0,T] х ft,Rd), А ( [ 0 , Т ] х Q,Rdxd) к 
v(t,u), u(t,uj) и v(t,u) G F(t,x(t,u)), u(t,u) G G(t,x(t,uj)) для (/i x P)-почти всех G 
G [0,T] x ft. 

Пусть Tt — П£>о °r(̂ (5)l 0 — s — * + e)' г д е ^^C5)! 0 < s < £ + - наименьшая а-ал­
гебра, относительно которой измеримы все случайные векторы x(s), 0 < s < t + е, и пусть 
v = E(v\Tt), а* — E(a\Tt) ~ измеримые условные математические ожидания процессов v, а 
относительно потока Ти где a(t,u) = u(t,oj)u*(t,u)). Для (/iхР)-почти всех (t,uj) G [0,T]xft 
v(t,u) G F(t,x(t,u)), a(t,u) G A(t,x(t,u)), a(t,u) G A(t,x(t,u)) [7, c. 215]. 

Для любых s,t, 0 < 5 < t < T, для любой дважды дифференцируемой функции h : 
Rd —> R, ограниченной вместе с частными производными до второго порядка включи­
тельно, и для любой непрерывной ограниченной Bs(C([0,T],Rd)) -измеримой функции z: 
C([0,T],Rd) —У R из (6), применяя формулу Ито, имеем 

*((««,<.»-«*<.))-/ (i Е # л м | ^ + Е ^ > ^ ) * > м ) =»."(« 

где ~~ компоненты матрицы ^ и векторов щ, х. Используя свойства про­
цессов v, a, v, a, щ, щ, vf, uf, х, xt, xf, ipf, фк, xf, щ, ф\, х\, из (8) получаем 

< ( * ( « ) ) - * ( . ) ) - / ( 1 Е ^ ( ^ + & й ^ ) 4 й ) = 
s

 4 i,j=l i=l \ ' 

— l im 
/->оо ((M*W)-M*(.)) + £«/(lE £ ^ j f c ^ + 

г=1 (n,...,zfc) 

/( 
S i,j=l г—1 

где й*-7 - компоненты матрицы а. Так как (9) выполняется для любых функций h и z ука­
занного вида, то процесс 

к т - *<.«.» - / ( 1 Е + Е - ^ м Э Д * 

является .^-мартингалом. Отсюда вытекает [4, с. 159-160], что на расширении (ft,T,P) с 
потоком Tt пространства (Vt,T,P) с потоком Tt можно определить d-мерное (Tt) -броунов­
ское движение W(i) такое, что для каждого £G[0,T] х — хо~ ^v(r)dr — ^u(r)dW(r) п.н., 
где и — \fh. Включение x(t) G K(t,x(i)) п.н. W G [0,Т] вытекает из (7) и полунепрерывности 
сверху отображения К. Теорема доказана. 

Замечание 1. Если функции fug непрерывны, то множества F(t,x), G(t,x) для всех 
(t,х) состоят из одной точки f(t,x), y/g(t,x)g*(t,x) соответственно. Когда g(t,x) G Rdxr, 
г < d, то теорема 1 применима и в этом случае, надо лишь матрицу g(t, х) дополнить нуле­
выми элементами до квадратной. 
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Замечание 2. При доказательстве леммы была использована схема доказательства 
лемм 1, 2 из работы [1]. 

Пример 1. Так как для системы 

dxi(t) = (-signxi(t) + smx2(t))dt, dx2{t) = f(xi(t),x2(t))dt + dW(t), 
(10) 

К = {(xi,x2)\ \xi\ < 1, x2e R}, 
где / : R2 R - измеримая по Борелю ограниченная функция, стохастическое касательное 
условие А), очевидно, выполняется, то для \ / (хоъ#02) ^ ^ существует слабое жизнеспособное 
решение с начальным условием (XQ\,XQ2). 

Пример 2. Рассмотрим систему 

dx(t) = / ( z ) d £ + # ( z )d l ^ (£ ) , К = { ( ж ь ж 2 ) | ж?+ ж2 < 1}, « Е [0,10], (11) 

где / : R? —> R2, 5 : R2 R2 - измеримые по Борелю ограниченные функции такие, что 
gij{xux2) = 0, i , j = 1,2, £ i / i ( £ i , # 2 ) + ж 2/ 2(ж1,ж 2) < 0 для всех (хх,х2) Е дК (здесь 

- компоненты вектора / и матрицы дК - граница К). Возьмем е Е]0,1[, момент 
остановки а, (Та) -измеримый вектор у(о;) Е i f п.н. Пусть = {оо\ inf ||у(о;)— q\\ < е}. Для 

qedK 
Vo; Е Р множество Ge(y(u;)) содержит нулевую матрицу, а множество [Р £(у(о;))] £ - вектор 
v(u) такой, что yi(uj)Gi(oj) + y2(ui)G2(u) < 0. Отображения 

^ u ; E f t \ P , ад \</(уМ), и, Е ft \ 2>, 

являются (JTa) -измеримыми. Отсюда и из свойств броуновского движения, приведенных в 
[8, с. 239], следует существование момента остановки &\, удовлетворяющего стохастическо­
му касательному условию А). По теореме 1 для любого XQ Е К система (11) имеет слабое 
жизнеспособное решение с начальным условием хо. 

2. Сильные решения. Пусть заданы вероятностное пространство (Q,T,P) с потоком 
Tt, d-мерное .^-броуновское движение W(t) с W(0) = 0 п.н. и стохастическое дифферен­
циальное уравнение 

dx(t) = (r(t, x(t)) + f(t, x(t))) dt + g{t, x(t)) dW{t). (12) 

Определение 3. Под сильным жизнеспособным решением задачи (12), (2) с начальным 
условием XQ подразумеваем d-мерный непрерывный случайный процесс x(t), t£ [0,Т], опре­
деленный на вероятностном пространстве (ft,T,P) с потоком а-алгебр Tt и такой, что: 
1) x(t) согласован с Tt', 2) существует измеримый (Tt) -согласованный процесс v : [0, Т] х 
xft —». Rd такой, что v(t,uo) Е F(t,x(t,uo)) для (ц х Р) -почти всех (t,u) Е [0,Т] х ft; 3) с веро­
ятностью 1 x(i) = х0 + fn(v(r) + г(т,х(т)) dr + g(r,x(r))dW(r), x(t) E K(t,x(t)) для всех 
te[o,T}. 

Если процесс x(t) удовлетворяет всем условиям определения 1 (определения 3), кроме 
включения (2), то его называют слабым (сильным) решением уравнения. Говорят, что урав­
нение (12) удовлетворяет условиям потраекторной единственности слабых решений, если для 
любых двух слабых решений х,х', определенных на одном вероятностном пространстве с од­
ним и тем же потоком и с одним и тем же броуновским движением, из равенства х(0) — х'(0) 
п.н. следует, что x(t) = x'(t) п.н. для всех t Е [0,Т]. 

Принцип Ямады-Ватанабэ [4, с. 154-157; 9-11]: если уравнение (12) удовлетворяет услови­
ям потраекторной единственности слабых решений и для любого XQ Е Rd существует слабое 
решение с начальным условием XQ, то на любом вероятностном пространстве с любым бро­
уновским движением на нем существует слабое решение и оно является сильным. 

Стохастическое касательное условие А'). Для любого е > 0, для любого момента 
остановки а, Р{и\а < Т} = 1, Р{и\а < Т } > 0, для любого (Та) -измеримого случай­
ного вектора у : ft - » Rd, у (и) Е К(а,у(ио)) п.н., существует момент остановки о\ > о, 
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P{UJ\G\ > а] > О, Р{ш\а\ — а < min{e,T - а}} = 1, существуют (Та) -измеримые случайные 
элементы vo : ft -> Rd, v\\ ft -> и : ft -> i*!rfxrf такие, что vo G [F e(t,j/)] e, v\ G [r e(t ,y)] e , 
^ G [g£{t,y)}£ п.н., у + (^o + ui)((7i - a) + - W(cr)) = z(ai) G if ( a b z(ai)) п.н., для 
почти всех ш \\(VQ + v\)(t — а) + u(W(t) — W(a))\\ < e для каждого t G foai]. 

Определение 4. Отображение F : [0,T] x Rd ^ Rd называется монотонным, если 
(xi-x2)(v1-v2) <0 VvieF(t,Xi), V(t,Xi) G [0,T] x Rd, i = 1,2. 

Теорема 2. iftvm отображения г, g непрерывны, ограничены и удовлетворяют локаль­
ному условию Липшица по х, т.е. для любого N > 0 существует постоянная KJSI > 0 
т а т я ; ч то ||r(t,a;) - r(t,y)\\ + \\g{t,x) - g{t,y)\\ < KN\\x - y\\ V(t,z), (t,y) G [0,T] x B^, 
Д/v = {^lll^ll < / - измеримая no Борелю ограниченная функция; F - монотонное 
отображение; К - многозначное полунепрерывное сверху отображение; выполнено стоха­
стическое касательное условие А'), то для любого хо G K(0,XQ) существует сильное жиз­
неспособное решение x(t) задачи (12), (2) с начальным условием хо и уравнение (12) удовле­
творяет условиям потраекторной единственности слабых решений. 

Доказательство. Согласно теореме 1 [12], для любого XQ G Rd существует слабое решение 
уравнения (12) с начальным условием XQ. ИЗ доказательства теоремы 2 [13] вытекает потра-
екторная единственность слабых решений этого уравнения. Теперь утверждение теоремы 2 
следует из принципа Ямады-Ватанабэ и теоремы 1. 

Замечание 3. Если множество К совпадает с Rd, то стохастическое касательное усло­
вие А ) , очевидно, выполняется, и определение слабого жизнеспособного решения становится 
определением слабого решения уравнения (1). Из теоремы 1 следует теорема существования 
слабых решений: если / и g - ограниченные измеримые по Борелю функции, то для любого 
хо G Rd существует слабое решение уравнения (1) с начальным условием хо [12]. 

Замечание 4. Если в примере 1 отображение / ограничено и удовлетворяет локально­
му условию Липшица, то для любого хо G К существует сильное жизнеспособное решение 
задачи (11) с начальным условием хо и уравнение удовлетворят условиям потраекторной 
единственности слабых решений. 
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