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В работе [1] для общих линейных нормальных систем в частных производных первого порядка 
на основе метода мажорант построено инвариантное банахово пространство, в котором интегральный 
оператор L соответствующей задачи Коши удовлетворяет условию \\\L\\\ < 1. Это означает, что 
для линейных уравнений теорема Коши-Ковалевской может быть доказана с помощью классического 
принципа неподвижной точки Банаха-Каччиопполи без использования шкалы банаховых пространств 
(см. [2, 3]). В настоящей работе этот результат распространяется на матричные системы в частных 
производных вида 

f = t ( c k ( t ^ + + mt,X)u, (i) 

U\t=0 = Ф(х), (2) 
где U(t,x) - неизвестная m x m -матрица. При этом, так как искомое банахово пространство суще­
ственно зависит от вида используемых мажорант, рассматриваются два случая. 

1. В первом случае будем предполагать, что т х га-матрицы Ck{t,x), Dk(t,x), T(t,x), Ф(х) 
непрерывны по f и аналитичны по я, точнее говоря, экспоненциального типа по ж в области 
G = {t,x : t > 0, х € Д п } , т.е. справедливы следующие соотношения: 

Ck(t,x) < Ck(t)exp(R,x), Dk(t,x) <С dk(t) ехр(Д,я), к = Т~п, 
(3) 

F(t,x) < 7(*)ехр(Д,ж), Ф(х) « : (pexp(R,x), 
где (R,x) = Yl"=iRsxs, Ck(t), dk(t), i(t) - непрерывные, неотрицательные на [0,+оо) функции, 
tp > О, R{ > 0, г — 1,п, - некоторые постоянные. Под нормой вектора (матрицы) понимаются 
величины = max ||Ф|| = max Y^tLi lv*i|- Знак мажорирования означает, что нормы 

1<к<п l<s<m 
матричных коэффициентов разложения в степенной ряд по х матрицы, стоящей слева, не превосходят 
соответствующих коэффициентов разложения по х функции, стоящей справа. 

Согласно методу мажорант [4], построим для задачи (1), (2) соответствующую скалярную мажо­
рантную задачу 

dz ^ dz 

Yt = ^ ( с * w + d k е х р ( д ' x ) d k + 7 ( t ) е х р ( д ' x ) * 2 ' ( 4 ) 

z\t=o = ipexp(R,x) (5) 
и будем решать ее в области Gq = {t,x : t > 0, \\х\\ < Q}, где Q > О - некоторая фиксированная 
постоянная. Интегрируя (4), (5) методом характеристик [5], получим 

(t,x)=^H1(t,0,x)-v J 
7(т) dr 

V) 
- 1 

(6) 

здесь и всюду ниже 

If п 

Hq(t,r,x)=exp{-(R,x)}-- / е(0)М, e(t) ЕЕ]ГД*Ы*) + dk(t)). 
q { k=l 

Это решение определено в области Gq, если выполняются неравенства 
оо 

M i ( 0 ) > 0 (ця(т) = exp{-RQ}-- f е(в)сЮ, Д = ^ й Д 
V 1 { i=i / 

(7) 

840 
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Mi 

ОО 

(0) . -¥>/ 
j(r)dr 

>0. (8) 

Следовательно, справедлива 
Теорема 1. Пусть выполнены условия (3) и неравенства (7), (8). Тогда задача (1), (2) име­

ет единственное решение, определенное в области GQ, для которого справедливо соотношение 
U(t,x) z(t,x), где функция z(t,x) определяется формулой (6). 

Рассмотрим вопрос о построении инвариантного банахова пространства для задачи (1), (2). Для 
этого введем вспомогательную мажорантную задачу с параметрами 0 < g < 1, ^ > 1 

dz п dz 
q— = 5^(сЛ(*) +4(£))ехр(Д,ж)— + vj(t) ехр(Д, x)z2, z\t=0 = ехр(Л,ж). 

Ее решение имеет вид 

Eq,v(t,x) = \Hq{t,0,x) - - [ -^£lT 

x) 

Чтобы функция Eq^(t,x) была определена в области GQ , потребуем выполнения неравенств 
оо оо 

МО) > 0, \ j е(в) dO + -^щ J т(г) <*т < exp{-i?Q}. 
о о 

Так как v > 1, то из последнего неравенства находим, что параметр g должен удовлетворять условию 

(9) 

9 > Чо = 
ОО ОО 

= j е{в)йв exp{-RQ}- (^J 7 (7 - ) dr^ 

1/2. - 1 

> 0. (10) 

Заметим, что из условия pq{0) > 0 с учетом (7) следует неравенство q > exp{RQ} е(в) d6, менее 
жесткое, чем (10). В силу (10), учитывая, что q < 1, приходим к окончательному условию 

оо оо 1/2 

7(r)dr) < е х р { - В Д . (И) 

Таким образом, при выполнении неравенства (11) и любом значении q Е (qo, 1) функция Eq^(t,x) 
будет определена в области GQ. ЭТОТ факт позволяет ввести линейное нормированное пространство 
Bq,v{GQ) непрерывных по t и аналитических по х матричных функций, определенных в области 
GQ И удовлетворяющих при некотором Л = X(U) > 0 соотношению U(t,x) <С \Eq,v(t,x), причем 
|||[/(£5 ж)||| = jnf {А}. Пространство B4^(GQ)^ очевидно, является банаховым. Это пространство и 

является искомым для задачи (1), (2). 
Сведем задачу (1), (2) к эквивалентному интегральному уравнению 

U = LU, LU = Ф(х) + 
п 4 = 1 

C k ( r , ^ + ^Dk(r,x))+UT(r,x)u}dr. (12) 

Покажем, что на некотором шаре BR(GQ) = {[/(£,ж) : \\\U\\\ < г} банахова пространства BQ^(GQ), 
q Е (<7о>1)> оператор L удовлетворяет условию Липшица с постоянной q. Пусть U\, U2 принадлежат 
шару BT(GQ). Тогда, используя свойства операции мажорирования [6], получаем (U2 — U\ =V) 

LU2 - LUi 
- J { ± 

l i t 

Ck(r,x)^- + ^-Dk(T,x)^ + U2T(T,X)V + VF(T,x)U^dT « 

(ck(r) + dk(r))^^exp(R,x) + 2n(r)exp(R,x)El^ dr\\\V\\\ = 
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Е 

ч 
dEq,v 

дт dT\\\V\\\<qEq,v(t,x\ (13) 

причем v — 2т. Из (13) следует, что \\\LU2 - LUi\\\ < q\\\U2 — U\\\\, т.е. условие Липшица. Из вто­
рого неравенства из (9) вытекает оценка сверху радиуса шара r(q) < (l/2)qp2(0)(J^° 7(т) dr)-1 = Rq. 
Отметим, что Rq > 1/2. Таким образом, справедлива 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (3) и неравенство (11). Тогда для любого значения q£ (qo, 1) 
существует банахово пространство Bqib,(Go), на любом таре Br(Go), 1/2 < г < Д д, которого 
оператор L удовлетворяет условию Липшица с постоянной q. 

2. Предположим, что вместо условий (3) выполняются следующие соотношения: 

Ck(t,x)<Zck(t){1

 2

X.k(Q), Dk(t,x)<dk(t){1

 2

X.k{Q), fc = M , 
UJ2(X)-

(14) 

где функции Cfc (£ ) , dk(t), "Y(t) определены выше. Тогда соответствующая мажорантная задача при­
мет вид 

dt (JJ2(X) w y V Q J дхк uj(x) 

z\t=o = <p/u(x). 

Интегрируя систему (15), (16) в области GQ0 методом характеристик, получаем 
t 

• ds 

HQ(T,S,X) = 

о 

" 2 ( Х ) ~q$f т М \ ' ' £ { в ) " ^ Ы в ) + d k { e ) ) -

(15) 

(16) 

(17) 

Из (17) находим, что при выполнении неравенств 

Л ( 0 » 0 ( „ ( . ) = ( l - * ) " - £ / , ( , ) de 

[Pi(0)] 1/2 
• V 

ОО 

[ 7(g) 
J Ы * ) ] 1 / 2 

> О 

(18) 

(19) 

функция z(t,x) будет определена в области GQ0. Следовательно, справедлива 
Теорема 3. Пусть выполнены условия (Ц) и неравенства (18), (19). Тогда задача (1), (2) име­

ет единственное решение, определенное в области GQ01 для которого справедливо соотношение 
U(t,x) «С z(t, ж), где функция z(t,x) определяется формулой (17). 

Рассмотрим вопрос о построении инвариантного банахова пространства для этого случая. Введем 
вспомогательную мажорантную задачу с параметрами 0 < g < 1, v >1 

z\t=o = UJ~1(X). 
Ее решение имеет вид 

t 
v f 'Уis] ds 

EqiU(t,x) = hq(t,0,x) - - / JR7T—\ 
[ q J hq{t,s,x)_ 
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где hq(t,s,x) определена в (17) . Чтобы функция Eq^(t,x) была определена в области G q 0 , потребуем 
выполнения неравенств pq(0) > О 

оо 

k ( 0 ) ] 1 / 2 - ^ i ) F / 7 ( s ) d s > 0 -

Так как v > 1, то из последнего неравенства находим, что параметр q должен удовлетворять нера­
венству 

~ ~ -2п 

q> 
о о 
J j(s)ds + ^ j e(d)de 

' О О 

Заметим, что из условия ря(0) > 0 с учетом (18) следует неравенство 

1 - | Ч = Оо- (20) 

-2п 

о 

менее жесткое, чем (20). В силу (20), учитывая, что q < 1, приходим к окончательному условию 

оо оо 2 п 

j1{s)ds + ^je{e)de<(l-^j , (21) 
о о 

при выполнении которого и любом значении q G (</оД) функция Eqi„(t,x) будет определена в 
области GQQ. 

Аналогично вводится банахово пространство Bq^(GQ0). 
Теорема 4. Пусть выполнены условия (14) и неравенство (21). Тогда для любого значения 

q £ (#о51) существует банахово пространство Bq^(GQ0), на любом шаре Br(GQ0), 1/2 < г < Rq, 
которого оператор L удовлетворяет условию Липшица с постоянной q. При этом Rq = 
= (l/2)qpq(0)/f0°o

1(s)ds. 
Таким образом, из полученных результатов следует существование класса нормальных нелиней­

ных уравнений в частных производных типа Федорова-Риккати, который допускает доказательство 
классической теоремы СВ. Ковалевской на основе принципа Банаха-Каччиопполи без использования 
шкалы банаховых пространств. 
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