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Введение. Ряд работ посвящен исследованию подвижных особых точек полиномиальных 
обыкновенных дифференциальных уравнений вида 

WW = P{w^n-l\w^n-2\ ...,w,z), (1) 

где п - натуральное число, z - независимая комплексная переменная, w - комплекснознач-
ная функция от Р - полином по w и его производным с коэффициентами, аналитическими 
по г в некоторой области U комплексной плоскости. Известна полная классификация поли­
номиальных дифференциальных уравнений до четвертого порядка включительно на предмет 
отсутствия подвижных критических особых точек. Классификация полиномиальных уравне­
ний первого и второго порядка вытекает соответственно из классификации алгебраических 
уравнений первого порядка (соответствующие ссылки см. в [1]) и рациональных уравнений 
второго порядка [2]. Полная классификация полиномиальных уравнений третьего порядка да­
на в работах [3-5], а полиномиальных уравнений четвертого порядка - в работах [6-8]. Также 
получены отдельные результаты для уравнений высших порядков [6, 8]. 

В исследовании полиномиальных уравнений третьего и более высокого порядка проблемны­
ми являются так называемые барьерные уравнения, простейшее из них - барьерное уравнение 
Шази [3] 

u/" = ww"-2w'2. (2) 

Барьерные уравнения получаются как упрощенные уравнения (в смысле Пенлеве) для целых 
классов полиномиальных дифференциальных уравнений и характеризуются тем, что при по­
иске решений вида w = k(z — zoY (в частности, t = — 1 для (2)) получается уравнение для /с, 
не имеющее ненулевых корней (для всех остальных нелинейных полиномиальных дифферен­
циальных уравнений упрощенные уравнения всегда допускают решения указанного выше вида 
с ненулевым к). В силу этого барьерные уравнения не допускают решений с подвижными по­
люсами или критическими полюсами, что делает невозможным применение классических ме­
тодов для исследования их подвижных особенностей. Барьерные уравнения могут либо вовсе 
не иметь подвижных особых точек, либо допускать неалгебраические подвижные особенности. 
Другими примерами барьерных уравнений являются, в частности, 

w^n) = (n - 2)w"wm -{п + т- 2){wf)2wm-\ (3) 

где п, га - натуральные числа, п > 3 (при п = 3, га = 1 имеем уравнение (2)), 

W ( I V ) = W " ' W - З Л * ' + a({w')2w - 2w"w), (4) 

где а - произвольное комплексное число, 

w^IV) = w"'w2 - 7w"wfw + 6w'3. (5) 

Наличие подвижных критических особенностей у уравнения (2) доказано, в частности, в 
работах [9, 10]. Отсутствие целых трансцендентных решений и, следовательно, наличие по­
движных особых точек (вообще говоря, не обязательно критических) для целого ряда барьер­
ных уравнений, сумма коэффициентов которых при членах максимальной степени отлична 
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от нуля, следует из обобщения известной теоремы Г. Виттиха [11], полученного И.П. Мар­
тыновым [12]. Это имеет место, в частности, для уравнений (2)-(4). Вместе с тем для бес­
конечного множества барьерных уравнений, одним из которых является (5), данная теорема 
неприменима. 

В настоящей работе доказано наличие подвижных критических особенностей у всех барьер­
ных уравнений и как следствие наличие подвижных особенностей у всех нелинейных полино­
миальных дифференциальных уравнений. Также получены необходимые условия отсутствия 
подвижных критических особых точек у полиномиальных дифференциальных уравнений про­
извольного порядка. 

1. Необходимые условия отсутствия подвижных критических особых точек у 
уравнения (1). Запишем уравнение (1) в виде 

WW = ] Г ^ ( ^ ( t w ^ - 1 ) ) ^ - 1 ^ - 2 ) ) ^ - 2 • • • (w')XlwXo, (6) 
xes 

где S - некоторое множество кортежей х = , (хо> Хъ • • • > Xn-i) целых неотрицательных 
чисел, ах - не тождественно равные нулю аналитические в области U функции. Пусть 
Ixl = Y^=o Хг - степень члена правой части уравнения (6) с мультииндексом х-> а ^(х) — 
= Y^=i iXi ~ e r 0 в е с 5 т - е - суммарное число производных в нем. Предположим, что уравне­
ние (6) нелинейно, т.е. maxlyl > 1. 

W IAI 
Пусть G = тах^(х ) - максимальный вес членов правой части уравнения (6). Рассмотрим 

xes 
сначала случай О < п, т.е. случай, когда члены правой части уравнения (6) имеют веса ниже 
веса члена w^n\ равного п. 

Тогда, подставляя вместо w функцию (z — zo)~l, где zo - произвольная постоянная, a t -
рациональное положительное число, будем иметь для порядок, вообще говоря, критиче­
ского полюса в точке z = zo, равный t + п, а для каждого члена правой части уравнения (6) 
равный |хК + ^(х)- Уравнение 

max{| X | t + z/(x)} = t + n (7) 
xes 

имеет единственное решение t = £*, являющееся рациональным положительным числом. Чис­
ло t* представляет собой порядок возможного подвижного полюса или критического полюса 
решений уравнения (6). Следуя классической терминологии, назовем Pt* символом Бюро, а 
t* - числом Бюро для уравнения (6). Очевидно, что число Бюро не превосходит п. 

Замена z zo + oix, w = а~1* v, где ZQ отлично от нулей коэффициентов а х , сводит 
уравнение (6) к виду 

v ( n ) = ] Г а п - ^ * Ь ( 1 х 1 - 1 ) * * ^ ( 8 ) 
xes 

Упрощенное уравнение для (8) при а = О имеет вид 

у { п ) = ^хЫ^{п~1))Хп-Л^п~2))Хп-2 •" {v')XlvX0, (9) 
xes0 

где- So = {х : |х|^* + ^(х) = Ф 0. Уравнение (9) допускает решения вида v = к(х + С)~г*, 
где С - произвольная комплексная постоянная, а к - произвольный корень уравнения 

гП-1 1 
- « * ( _ * * - 1 ) • • • ( - * * - п + 1 ) * = £ ° х ( * о ) ] 7 ( ( - r ) ( - i * - l ) . . . ( - r - j + l))>G ЛЫ (ю) 

xes0

 L j=o J 
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которое назовем определяющим уравнением для уравнений (9), (6). Если оно имеет ненулевые 
корни, то решение уравнения (9) допускает подвижный полюс или в случае нецелого t* крити­
ческий полюс порядка t*, откуда подвижные особенности, а в случае нецелого t* подвижные 
критические особенности допускает и исходное уравнение (6). 

Если определяющее уравнение (10) не допускает ненулевых корней, то уравнение (9) явля­
ется барьерным. В п. 2 будет доказано наличие подвижных критических особенностей у всех, 
определенных таким образом барьерных уравнений. Следовательно, в этом случае исходное 
уравнение (6) допускает подвижные критические особые точки. 

Рассмотрим теперь случай в = п. Замена z = zo + ах, где ZQ отлично от нулей коэф­
фициентов ах, с последующим переходом к а = 0 приводит уравнение (6) к упрощенному 
уравнению (9) с So — {х '• К х ) — п} Ф Очевидно, для всех |х| Е So справедливо нера­
венство |х| > 1. Положим t = max{xo/(|xl ~ ! ) } • Заменой х — аХ, v = и/а, v' — al~lp 

X^So 
полученное упрощенное уравнение приводится к системе 

p(n-i) = ^ a x ( ^ o ) ( p ( n " 2 ) ) X n - 1 ( P ( n " 3 ) ) X n " 2 ' ' - P x i u x ° + 0{а1'м), и' = pat+1, (11) 

где М - натуральное число такое, что tM целое. Система (11) при а = 0 сводится к урав­
нению p ( n _ 1 ) = Y^xeSi a>x(zo){p(n~2^)Xn~1{p^n~3>))Xn~2'т-рХ1КХ0, где К - произвольная ком­
плексная константа. Это уравнение при фиксированном значении К является уравнением 
типа (9) с числом Бюро 1. Согласно предшествующим выкладкам, заключаем, что уравнение 
либо допускает решения вида р = к/(Х + С), где к - ненулевой коэффициент, С - про­
извольная комплексная постоянная, либо является барьерным и допускает подвижные кри­
тические особые точки. Таким образом, система (11) при ненулевых а либо допускает по­
движные критические особые точки, либо допускает решения вида р = к/(Х + С) + о(а1^м), 
и = а 1 {к\п{Х + С)+о(а^м)), т.е. опять-таки допускает подвижные критические особые точ­
ки. Следовательно, в случае 6 = п уравнение (6) всегда допускает подвижные критические 
особые точки. 

Наконец, рассмотрим случай в > п. Положим для j — 0 , 1 , . . . , п—1 Vj{x) = Y^=i~^ *Xt+j> 
Sj = maxvjix) и m = max {j}. 

xes Qj>n-j 

Если ®m = n — m, то замена переменных z — zo + ax, — wJ

0 + av^, j = 0,m — 1, 
w(m) _ ^ Г д е w ^ Z o - комплексные постоянные, с последующим переходом к а = 0 сводит 
уравнение (6) к упрощенному уравнению вида (9) с So = {х : ^(х) = п} ф допускающему 
подвижные критические особые точки. 

Если же @т > п — га, то возьмем положительное рациональное число t такое, что 
min{t(|x|m+i — 1) +п — т —iym(x)} = 0. Как несложно видеть, такое t существует и единствен-
xes 
но и принадлежит интервалу (0,1). Тогда замена переменных z = zo + ах, = w3

0 + av^, 
j = 0,m — 1, — w™ + агит, w^m+1^ — а1~1и, где w®,zo - комплексные постоянные, с 
последующим переходом к а = 0 сводит уравнение (6) к упрощенному уравнению вида (9) с 
нецелым числом Бюро 1 — t, допускающему подвижные критические особые точки. 

Таким образом, в случае G > п уравнение (6) всегда допускает подвижные критические 
особые точки. 

На основании результатов настоящего пункта можно сформулировать следующие две тео­
ремы. 

Теорема 1. Нелинейные уравнения вида (1) всегда допускают подвижные особые точки. 
Теорема 2. Для того чтобы нелинейное уравнение (6) было свободно от подвижных кри­

тических особых точек, необходимо, чтобы Q < п и число Бюро, определяемое из уравне­
ния (7), было целым. 

Теорема 2 для каждого заданного порядка п сводит задачу нахождения всех нелинейных 
полиномиальных уравнений (1) без подвижных критических особых точек к рассмотрению п 
уравнений (одного для каждого целого числа Бюро от 1 до п) с конечным числом неизвестных 
коэффициентов, представляющих собой локально аналитические функции z. 
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Так, например, все нелинейные полиномиальные уравнения третьего порядка, согласно 
теореме 2, без подвижных критических особых точек принадлежат одному из трех классов: 

u/" = A(z)w"w + B{z)w'2 + C(z)w'w2 + D(z)w'w + E{z)wA + F(z)w3 + G(z)w2 + L(w"w\ w, z), 

w'" = A{z)w'w + B{z)w2 + L(w", w', w, z), w'" = A(z)w2 + L(w"\ и/, w, 

где А, В, C, D, E, F, G - локально аналитические функции z, L - линейная форма по 
гу, и/, w" с локально аналитическими по z коэффициентами, причем для первого уравнения 
хотя бы одна из функций А, В, С, Е не тождественно равна нулю, а для второго и третьего 
уравнений функция А не тождественно равна нулю. 

2. Подвижные особенности барьерных уравнений. Для завершения доказательства 
теорем 1, 2 необходимо обосновать приведенное в п. 1 утверждение, что все барьерные уравне­
ния, т.е. уравнения (9), для которых определяющее уравнение (10) не имеет ненулевых корней, 
допускают подвижные критические особые точки. 

Рассмотрим произвольное барьерное уравнение 

WW = ] Г а х ( ™ ( п - 1 } ) * ^ ^ (12) 
xes 

с числом Бюро Ь, где ах - ненулевые комплексные числа, S - непустое множество кортежей 
X — (хо? Хъ • • • ? X n - i ) целых неотрицательных чисел таких, что |%|Ь + v(x) = Ь + п, где |х| и 
и(х) определены в п. 1. При этом для каждого натурального к > 2 имеет место равенство 

£ ъ\и((-ь)(-ъ-1)-" (13) 
xes, \х\=к lj=o J 

(последнее условие следует из отсутствия ненулевых корней у определяющего уравнения). 
Несложно видеть, что замена z = ZQ + ех/а, w = (z — zo)~bv, где ZQ - произвольная 

комплексная константа, приводит уравнение (12) к виду 

ату^ =F(v(n-l\v(n-2\...,v,a), (14) 

где т - положительное целое число, F - полином по всем переменным, причем 
F(v(n~l\v(n~2\ . . . ,г;,0) ф 0, а 

F(0 ,0 , . . . ,0, v, а). = (-\)п-хЪ(Ъ + 1)(6 + 2) • • • (6 + п - l)vam (15) 

(последнее условие следует из (15)). Уравнение (14) при а = 0 имеет решение v = 1. Для 
обоснования наличия у уравнения (12) подвижных критических особых точек достаточно по­
казать, что уравнение (14) допускает решение с асимптотическим разложением вида 

оо 

v = <р(х, а) ~ 1 + £ <Pj {x)aj'M (16) 
i=i 

при положительных действительных а -> +0, где М - натуральное число, ipj - анали­
тические в окрестности нуля функции. Действительно, в этом случае уравнение (12) имеет 
решения вида 

w (z - z0)-b<p(aln(z - zo),a) ~ (z - z0)-b(l + £ ^ - ( a l n ( z - z0))a^M\ = 
V j=i ' 

^ { z - z . r ' U ^ ^ ^ z - z ^ l A (17) 
4 7 = 1 ' 3 
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при положительных действительных значениях произвольного параметра а - » +0, где </5j -
полиномы по \n(z — ZQ). При этом функции (pj, а значит, и полиномы не все постоянны, 
что легко следует из условия (15). В этом случае решение (17) при достаточно малых положи­
тельных действительных а допускает критическую особенность в области точки z = ZQ, что 
и доказывает наличие подвижных критических особых точек у уравнения (12). 

Таким образом, нам осталось обосновать наличие у уравнения (14) решения вида (16). 
Несложно видеть, что заменой вида v = 1 + ^2j=iP^Cj{x) + Р8Щ а = PMl, г Д е s, М\ -
натуральные числа, ^ - аналитические в окрестности нуля функции, уравнение (14) всегда 
может быть сведено либо к виду 

п - 1 

либо к виду 

рт*и(п) = ^2 /3kJ lj (х, (З)и^ + /Зт* Н(и^, и ^ , . . . , щ х, р), (18) 
3=0 

= Н{и^, и ^ , . . . , и, х, /3), (19) 

где га* - натуральное число, kj - целые неотрицательные числа, меньшие га*, lj - аналити­
ческие в окрестности точки (0,0) функции, хотя бы для одной из которых lj(x,0) ф 0, Н -
полином по /3, и и его производным с аналитическими по а; в окрестности нуля коэффи­
циентами. Уравнение (19) очевидно имеет решение и = ш(х,/3), аналитическое в окрестности 
точки (0,0). Уравнение (18), как несложно видеть, может быть преобразовано в систему вида 
(42.22) работы [13] с параметром 7 = /Зг/М2, где М2 - натуральное число, и на основании 
результатов работы [13] имеет решение с асимптотическим разложением и ~ S j = i uj(x)^ 
при 7 —> +0, Dj - аналитические в окрестности нуля функции (непосредственное доказа­
тельство данного предложения см. также в [14]). Отсюда и следует наличие решения вида (16) 
у уравнения (12). 

Имеем 
Предложение 1. Для того чтобы уравнение (9) было свободно от подвижных крити­

ческих особых точек, необходимо, чтобы оно не было барьерным, т.е. чтобы уравнение (10) 
имело ненулевые корни. 

3. Уравнение Эйлера для (6). Теорема 2 дает первую серию необходимых условий для 
отсутствия подвижных особых точек у уравнения (1). Предположим, что они выполнены, т.е. 
0 < п и число Бюро t* для рассматриваемого уравнения является целым. 

Рассмотрим уравнение (9). Для того чтобы это уравнение было свободно от подвижных 
критических особых точек, необходимо, согласно предложению 1, чтобы уравнение (10) 
имело ненулевые корни. Для каждого такого корня к уравнение (9) имеет решения вида 
v — к(х + С ) ~ г , где С - произвольная комплексная константа. Положив в уравнении (9) 
v = к{х + С)~г* + OLU и перейдя к а = 0, будем иметь упрощенное уравнение вида 

х + С {х + С)2 (х + С)п ' v } 

представляющее собой линейное дифференциальное уравнение Эйлера. Уравнение (20) имеет 
решения вида и — (х + С ) р , где р - корень уравнения 

р ( р - 1 ) . - - ( р - п + 1) = q n _ l P ( p - l ) . . - ( p - n + 2) + g n _ 2 p ( p - l ) - - - ( p - n + 3) + . . . + g 0. (21) 

Для того чтобы уравнение (9) было свободно от подвижных критических особых точек, 
необходимо, чтобы все решения уравнения (20) были однозначны в области х = —С, для чего 
необходимо, чтобы все корни уравнения (21) были целыми числами. Более того, если уравне­
ние (21) имеет кратные корни, то уравнение (20) имеет решения с критической особенностью 
логарифмического характера в точке х — —С. Таким образом, корни уравнения (21) должны 
быть попарно различными целыми числами. 
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Отдельного рассмотрения требует случай qo = q\ = qi = ... = qn-\ = 0. При этих услови­
ях, как несложно видеть, уравнение (9) после замены v = к(х + С)~г* + ста примет вид 

«(») = c x a l x | - 1 ( " ( n _ 1 ) ) X n - 1 ( « ( n _ 2 ) ) X n - 2 • • • {и')Х1и™{х + С)-т*, 

где Т - некоторое непустое множество мультииндексов х таких, что |х| > 1, тх - целые 
неотрицательные числа, меньшие п, хотя бы одно из которых является положительным. Это 
уравнение допускает решение вида 

и = К{х) + a171'1 j . . . j Yl ^ ( K ^ i x ^ - ' i K ^ i x ) ) ^ - 2 • • • K{x)X0{x + С)' 
хет 

|x|=m 

dxn + 

где га = min \х\ > 2, К - произвольный полином не выше (п — 1) -го порядка. Данное реше­
ние, как несложно видеть, может иметь в области точки х — —С критическую особенность 
логарифмического характера. 

Таким образом, имеет место 
Предложение 2. Для того чтобы уравнение (9) было свободно от подвижных крити­

ческих особых точек, необходимо, чтобы для каждого ненулевого корня к уравнения (10) 
коэффициенты qo,qi,... ,</n-i соответствующего уравнения (20) былЬ, не все равны нулю и 
чтобы корни соответствующего уравнения (21) были попарно различными целыми числами. 

Предложение 2 является необходимым, однако не достаточным для отсутствия подвижных 
критических особенностей у уравнения (9) и тем более у исходного уравнения (6). Дальнейшее 
исследование уравнения (6) может проводиться по следующей схеме. Уравнение (8) имеет в 
некотором кольце, окружающем точку х = —С, решения вида v = к(х+С)~г* +aui+a2U2+..., 
где u i , W 2 , . . . - аналитические (не обязательно однозначные) в этом кольце функции. Для 
определения функций щ может быть получена серия неоднородных линейных дифференци­
альных уравнений, однородная часть которых совпадает с (20), а неоднородная полиномиально 
выражается через и\, и2, • • •, Uk-\- Для того чтобы уравнение (6) было свободно от подвижных 
критических особых точек, необходимо, чтобы решения всех этих линейных дифференциаль­
ных уравнений были однозначны в точке х — —С. 

4. Уравнения (1), не содержащие производных w^n~2\ w^n~l\ Хотя, как уже от­
мечалось выше, в общем случае исследование уравнения (1) не заканчивается анализом его 
уравнения Эйлера, для достаточно широких классов нелинейных полиномиальных диффе­
ренциальных уравнений, в частности, для уравнений, не содержащих производные порядка 
w(n~2\ w^n~l\ анализ уравнения Эйлера позволяет доказать наличие подвижных критиче­
ских особых точек. 

Действительно, рассмотрим уравнение вида 

w (") =P{w(n-3\w(n-4\...,w,z), (22) 

где п > 2 - натуральное число, Р - нелинейный полином по к; и его производным с аналити­
ческими по z в некоторой области U комплексной плоскости коэффициентами. Предположим, 
что выполняется необходимое для отсутствия у этого уравнения подвижных критических осо­
бых точек условие теоремы 2 и что упрощенное уравнение (9) не является барьерным. Заметим, 
что коэффициенты qn-i и qn-i в соответствующем уравнении Эйлера (20) равны нулю. 

При этих условиях из теоремы Виета для уравнения (21) несложно получить, что сумма 
квадратов его корней равна Y^jZo J2- Д л я отсутствия у уравнения (22) подвижных критиче­
ских особенностей необходимо, чтобы эти корни были попарно различными целыми числами, 
что возможно только в том случае, если с точностью до порядка они равны 0,l ,2, . . . ,n—1. Это 
в свою очередь возможно только в случае qn-3 = Qn-4 — • • • — #о — 0. Однако в этом случае 
уравнение (22) в силу предложения 2 также допускает подвижные критические особенности. 
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Таким образом, нами доказана 
Теорема 3. Уравнения вида (22), т.е. нелинейные полиномиальные дифференциальные 

уравнения порядка п > 3, не содержащие производные порядка п — 1, п — 2, всегда имеют 
подвижные критические особые точки. 

Частный случай утверждения теоремы 3 для уравнений вида = P(w, z) доказан в [15]. 
Теорема 3, в частности, позволяет усилить теорему 2 следующим образом. 
Теорема 4. Для того чтобы нелинейное уравнение (6) было свободно от подвижных кри­

тических особых точек, необходимо, чтобы 0 < п и чтобы число Бюро данного уравнения 
было равно 1 или 2. 

Действительно, для нелинейных уравнений (6), удовлетворяющих условиям теоремы 2, с 
числом Бюро 3 и выше, упрощенное уравнение (9) имеет вид (22), а значит, допускает подвиж­
ные критические особенности. 

Теорема 4 для каждого заданного порядка п сводит задачу нахождения всех нелинейных 
полиномиальных уравнений (1) без подвижных критических особых точек к рассмотрению 
двух уравнений (с числом Бюро 1 и 2 соответственно) с конечным числом неизвестных ко­
эффициентов, представляющих собой локально аналитические функции z. 

Так, например, для нелинейных полиномиальных уравнений четвертого порядка, согласно 
теореме 4, все уравнения без подвижных критических особых точек принадлежат одному из 
двух классов: 

= A(z)w'"w + (B(z)w' + C{z)w2 + D{z)w)w" + (E{z)w + F{z))w'2 + 

+ (G(z)w3 + Ki(w, z))w + H(z)w5 + K(w, z) + L(w'", w", w', w, z), 

= A(z)w"w + B(z)(w')2 + C(z)w'w + D(z)ws + E(z)w2 + L(w'\ w", w', w, z), 
где А, В, C, D, E, F, G, H - локально аналитические функции z, L - линейная форма 
no w, vJ, w", w1" с локально аналитическими no z коэффициентами, К\, К2 ~ полиномы 
не выше соответственно второй и четвертой степени по w с локально аналитическими по z 
коэффициентами, причем для первого уравнения хотя бы одна из функций А, В, С, Е, G, Н 
не тождественно равна нулю, а для второго уравнения хотя бы одна из функций Л, В, D не 
тождественно равна нулю. 
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