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Одним из важных свойств уравнений Пенлеве является возможность их представления в 
виде эквивалентных гамильтоновых систем с полиномиальными гамильтонианами, первона­
чально полученное в работе [1] и позже использованное в ряде исследований [2-8]. Особенно 
важным это свойство является при изучении г-функций [9], непосредственном построении 
аналогов уравнений Пенлеве из гамильтоновых систем [10] и изомонодромной деформации 
линейных систем, описываемой уравнениями Пенлеве [11, 12]. 

В настоящей работе мы строим эквивалентные гамильтоновы системы для первых урав­
нений из серии уравнений Пенлеве высших порядков, полученных редукцией из уравнений 
Кортевега-де Фриза высших порядков [2], аналоги г-функций, а также исследуем полиноми­
альные гамильтонианы. 

Известно [13-15], что решения первого уравнения Пенлеве 

q" = 6q2+t (Рг) 

являются мероморфными функциями на С с локальным представлением в окрестности по­
движного полюса t = to : 

q{t)-7T—TA2 ^ -г h(t - to) + +2^M*-*o) , ( i ) 

k=7 
где h - произвольная постоянная. 

Уравнение (Pi) может быть записано в виде эквивалентной гамильтоновой системы 

<?'=Р, p' = 6q2 + t (2) 

с полиномиальным гамильтонианом H\{t\q,p) = р2/2 — 2q3 — tq. 
Пусть (q(t),p(t)) - решение системы (2). Тогда функция H\(i) := H\{t\q(t),p(t)) является 

мероморфной на С, а функции r(t) и t i (£) , определяемые соответственно соотношениями 

Hrit) = jtlnr(t), q(t) = ~]nn(t), (3) 

целые на С. Это утверждение легко проверить подстановкой разложений q(t) и p(t) из (1), 
(2) в (3). 

Рассмотрим первое уравнение после уравнения (Pi) из серии высших уравнений (2 П Pi) [15] 

qW = 20qq" + 10(q')2 - 40g 3 + *. (4P1) 

Решения уравнения (4P i ) также являются мероморфными на С функциями с подвижными 
полюсами второго порядка. Доказательство мероморфности решений уравнения (4Р1) мето­
дом изомонодромной деформации линейных систем содержится в [16]. Разложение решения 
уравнения (4Р1) в окрестности подвижного полюса t = to может быть двух видов [15]: 

«м - (гпй*+*• - - <»>2+- ••>• - (56№°+

5'f-'°>* + 
+ ( - . + . ^ . ) ( . - t f + w t _ ( о ) 6 . м ^ о ) : + £ M t _ t o ) K _ t M t ) . и w 

к=8 ° 
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или 

( 5 ) 

( * - * о ) 2 504 240 fc=iQ 

ies{t-t0)q(t) = 3, 
t—lQ 

где /io, Ль ^2 - произвольные постоянные. 
Теорема 1. Уравнение (4Р1) может быть записано в виде эквивалентной гамильтоно-

вой системы с полиномиальным гамильтонианом. 
В качестве гамильтоновой системы, эквивалентной уравнению (4Р1), может быть рассмо­

трена система {qi(t) := q(t)) 

q'l = 92, qf

2 = Юд? + ql-P2- Ci , Pi = 20gi(8g? + ^ - p 2 - C i ) + 10gf + t, 
(6) 

p' 2 = 2ffi(10g? + ^ + 10gi - p2 - d) - pi 

с полиномиальным гамильтонианом 

4 # i ( « ; gi , ft,Pi,P2) = - P2/2 ~ tqi + lOCig? + 10p 29i - 40gf + p i g 2 + 

+ Cig l +P292 - 109192 - 109192 - 9г /2 , 

где C\ - произвольная постоянная. 
Пусть (9i(*),92(t),Pi(t),P2(t)) - произвольное решение системы (6). Как и для уравнения 

(P i ) , определим функцию 4 # i ( t ) := 4#i(*;9i ( i ) ,92 ( t ) ,Pi ( t ) ,P2( t ) ) , а также функции т(<) и 
ri( t) соответственно соотношениями 

4 Я 1 (< ) = ^1пт(<) , ei(t) = - ^ l n n ( t ) . (7) 

Теорема 2. Функция ±H\(t) мероморфна, а функции r ( t ) u n ( t ) , определяемые соотно­
шениями (7), целые на С. 

Доказательство. В силу полиномиальное™ гамильтониана 4-Hi(t;9i,92,Pi,P2) и соотно­
шений qi = <j, q2 =^9', Pi = 9'", Р2 = —q" + (я')2 + Ю 9 2 ~ С\ особыми точками функции 
4 i ? i ( t ) могут быть лишь особые точки решения q(t) уравнения ( 4 ^ 1 ) - Отсюда следует меро­
морфность 4Я1 (t). При этом в окрестности подвижного полюса t = to функция 4Н1 (t) имеет 
разложение 

1 С 2 0 0 

4 # i ( i ) = — — + -7Г - 2 2 6 8 ^ - 324/i 2 - 6 М о - h0(t - to) + У ! h{t - t0)k, (8) 
' " *° 2 *=2 

если res (i — £оЖ*) = 1? или 
t=to 

4 t f i ( t ) = — — + ^ + 1188/ю + У M« - *o)*, (9) 

если res (t — to)g(t) = 3. 
t=to 

Отсутствие особых точек функций r(t) и r i ( i ) на С следует из определения этих функций 
соотношениями (7), разложений функции 4 # i ( t ) (8), (9) и функции qi(t) = q(t) (4), (5) в 
окрестности подвижного особого полюса to- Теорема доказана. 

Заметим, что 

d d д d д 

-^4Hi{t;qi,q2,pi,P2) = - ^ ^ - 4 # I ( * ; 0 I , 9 2 I P I » P 2 ) + ^ 4 # l ( * ; <?ъ 92,РьР2) + 
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+ 
dpi д т т ,л_ ч dp2 д т г ^ ч , д 

^ 4 # l ( * ; 91,92,Pi,Р2) + - ^ 0 ^ 4 # i ( * ; g i , g 2 , P i , P 2 ) + ^4-Hi(<;gi ,92 ,Pi ,P2) = 

= ^ 4 f f i ( * ; g i , g 2 , p i , P 2 ) = - 9 1 , 

следовательно, 

q1{t) = -±4H1(t) = ~ l n T ( t ) . (10) 

Таким образом, в силу (10) для уравнения (4Р1) функция т(£) совпадает с T\(t). 
Произвольное решение второго уравнения Пенлеве 

q" = 2q3 + tq + a (Р 2) 

есть мероморфная функция с локальным разложением в окрестности подвижного полюса 
t = t0: 

м е etpjt - tp) (a + e)(t-t0)2

 3 (3a + e)t0(t - f 0 ) 4 

^ = T^To 6 r — + Ht-to) + 72 + . . . , 

где e2 = 1, h - произвольная постоянная [15]. 
Уравнение (Р2) может быть записано в виде эквивалентной гамильтоновой системы 

q* = -q2 + р - t /2, р ' = 2qp + а + 1/2 (11) 

с полиномиальным гамильтонианом 

Я 2 («; в,р) = р 2 / 2 - (q2 + t/2)p - ( а + 1/2)«. 

При этом функция H2(t) = H2{t\q(t),p(t)) является мероморфной, а функции т(£) и r i ( t ) , 
определяемые соответственно формулами 

# 2 ( i ) = | l n r ( * ) , g 2 ( t ) = - ^ l n r 1 ( * ) , 

являются целыми на С. 
Пусть Г, Т - 1 - прямое и обратное преобразования Беклунда для второго уравнения Пен­

леве [2]: 
™ а - 1 / 2 

9 а - 1 + 9 а - 1 + V 2 

™-i а - 1/2 
Г ; * - * * - 1 = - * « + & - « £ - « / 2 - ( 1 3 ) 

Положим а = к + 1/2 и q(k) : = д(£,а) = g(£, к + 1/2). Тогда, используя систему (11) и 
преобразования (12), (13), найдем р(к ± 1), q(k ± 1). Введем дискретные функции Н2{к) := 

:= #(£;g(fc),p(fc)) и т(к) соотношением — 1пт(А;) = #2 ( fc) , где — lnr(fc) = ( — J lnr(fc). 
аь at \ot) 

Тогда г {к) удовлетворяет уравнению Тоды [6] 

5 2 ^ * ) = - Щ2 ' (14) 

из которого следует, что функции - r ^ l n r ( f c ) , r(fc), r ( f c + l ) , r(fc—1) алгебраически зависимы. 
at1 

Справедлива 
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d3 d2 

Теорема 3. Для уравнения (Р2) функции —~\nri(k), —~\riTi(k), ri(fc), т\(к + 1), 
dt6 dtl 

т\(к — 1) алгебраически зависимы. 
Доказательство. Из преобразований Беклунда (12), (13) находим 

e(fc-l) = -gW + *Q^(fc)-g(*)2-0 \ q(k +1) = -д(к) - (fc + 1 ) (±д(к) + д(к)2 + 0 \ 
Тогда 

~ / / ( < ? ( * + 1 ) 2 + " 1 ) 2 " 2 9 ( f c ) 2 ) d t d t = l n ( ~ 4 ( l 9 ( f c ) ) 2 + 4 9 ( А : ) 4 + 4 < 9 ( f c ) 2 + < 2 ) ' ( 1 5 ) 

Так как экспонента левой части равенства ( 1 5 ) равна т\(к + 1)т\(к — 1 ) T I ( A ; ) - 2 , ТО 

7 i ( * + l ) n ( * - l ) / J 4 2 

+ 4g(fc) 4 + Щ{к)2 + i 2 . (16) 
Т 1 ( * ) 2 

Из определения функции т\ находим 

•W—^W*), ( ^ W ) 2

 = I ( ^ , n T l W ) ( - ^ t a T l w ) " . (17) 

Тогда из (16) в силу (17) имеем 

п ( * + 1 ) п ( * - 1 ) ( dz 

ri(fc) 2 

Теорема 3 доказана. 
Рассмотрим первое уравнение после уравнения (Р2) из серии высших аналогов второго 

уравнения Пенлеве (2П-Р2) [2] 

= Wq2q" + Wq(q')2 - 6q5 - tq - a. (4P2) 

В отличие от уравнения (4-Р1) для уравнения ( 4 ^ 2 ) вопрос о мероморфности всех решений 
остается открытым. В окрестности подвижного полюса t = to решение q(t) имеет вид [15] 

= 1~Тъ ° " ~ *°) + M* - *о) + 20 36 

_ A n 5 , ((26 + 35ag)/io + 3360/ijfci + 3 6 M o ) ( * - tp) 6 , 
+ M*-*o) + + ••• (Щ 

или 
q { t ) = J f _ _ £ ^ ^ 0 ) ! _ ( a + 2 e ) f t - ^ + M t _ < o ) 5 + ад _ f o ) r + 

, (5a + 14е)*р(* - * o ) 8 , , ш 

+ 201600 + " " U j 

где e 2 = 1, ho, h\, /12 - произвольные постоянные. 
Запишем уравнение (4Р2) в виде эквивалентной гамильтоновой системы {qi(t) := q(t)) 

q'i = - 9 1 + 9 2 , 9 2 = Р 2 / 2 , pi = 2flipi + 2a + 1, p^ = 6 ^ - p i + t (20) 

с полиномиальным гамильтонианом 

Я(*;9ъ92,Р1,Р2) = р ! / 4 - 2g | +pi (92 - 9?) - *92 - + 2a) . 
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Введем функцию ±H2(t) := 4H2(t;qi(t),q2(t),pi(t),p2(t)), где {q\{t),q2{t),pi(t),p2{t)) - реше­
ние системы (20), а также функции 

n(t) := ехр(-J Jq2(t)dtdt^j, r(t) := exp(^J 4H2(t) dt^j. (21) 

Теорема 4. Для мероморфных решений уравнения (4Р2) функция $H2{i) мероморфная, 
a T\(t) и r(t) целые. 

Доказательство. Из системы (20) находим 

91 = Я, Q2 = q' + <Л Pi=t + 6 ( ? 2 + q'f - 2(2(q')2 + 2qq" + q"% p2 = 2q" + 4qq>. (22) 

Тогда в окрестности особой точки t = to в силу (18), (19) имеем разложения для ^H2{t): 

4H2(t) = j — ^ ~ m e h o ~ 56/bf + 168e/t2 - + ( l + 2e)hQ(t - t 0 ) + ..., e2 = 1, (23) 
t — to 5 

ИЛИ 

*H2(t) = ^-1->-b04eho + ^ 6300 + • • • ' ^ = 1. (24) 

Утверждение теоремы для функций r(t) и ri(*) следует из определения (21) этих функций, 
а также из разложений (18), (19), (23), (24) для мероморфных решений уравнения ( 4 ^ 2 ) -
Теорема 4 доказана. 

Рассмотрим прямое и обратное к нему преобразование Беклунда для уравнения (4-Р2) [17] 

т 2 а - 1 _ 9 , 
Т : qa-i -> Ча = - f e - i - t + 6 g 2 _ 2 y 9 : = 9а -1 + 9 а - 1 , (25) 

2а — 1 
Т - 1 : -+ д а _х = ~ 9 а ~ ^ + 6 r 2 _ 2r„, r:=q2

a-q'a. (26) 

Положим а = А; + 1/2 и для решения (qi(t),q2(t),pi(t),p2(t)) системы (20) введем дискретные 
функции 

Яг(к) '•= qi(t,k + 1/2), pi(k) :=Pi{t,k + l/2), i = 1,2, 

Я ( * ) : = 4 Я 2 ( < ; А; + 1 / 2 ) , f c + l/2),Pl(t,k + l/2),p2(t,k + 1/2)), (27) 

r(k) :=exp(^J H(k)d?j, n(k) := exp(^-J Jq\(k)dtdt^, 

в которых £ является параметром. С учетом преобразований (25), (26) можно вычислить 
q(k ± 1), а тогда из соотношений (22) определяем значения qi(k ± 1), q2(k ± 1), pi(k ± 1), 
p2(k ± 1). Из (27) находим Н(к ± 1), т(Л ± 1), п(к ± 1). 

d4 d2 

Теорема 5. Для уравнения (4Р2) функции -^Ыт(к), -^Ъхт{к), т(к - 1), r(fc + 1), 
т(к) алгебраически зависимы. 

Доказательство. Вычисляя производные Н(к) относительно t, находим 

Ht = -q2(k), Htt = -р2(к)/2, Нш = (~t + pi(k) ~ 6<7 2

2(&))A 

Htm = 1/2 + k + Pl(k)qi(k) - Zp2{k)q2{k), 

откуда имеем 
m 2 Я < Ш + \2HttHt - 1 - 2к 

9 1 <*>= 4 Я Ш + 12(Я.)* + й ' ^ = - Я * ' 

(28) 

(29) 
pi(fc) = 2(НМ + 3 ( Я 4 ) 2 + t/2), р2(к) = -2Н„ 
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Так как q\(k + 1) = -2(к + l)/pi(k) — qi(k), то из (29) получаем 

2Htm + 12HttHt + 3 + 2k 
* < * + 1> = - 4 Я ш + 12(Я,)' + 2* • ( 3 0 ) 

Тогда из (29) и (30) имеем 

+ч - *<*> - 2Hz:™Hu"i;t

l=I
 in '̂«+б<*<>2+«>• <«> 

С другой стороны, Н(к-1)-Н(к) = 2q\(k), следовательно, q\(k) = ^-77 In 7 7 т — . Поэтому 
A (Jit TiK) 

/I ,N ,1Л 1 ^ , T ( f c - l ) T ( f c + l ) . . . . 

^ к + 1 ) - ^ к ) = 2 1 г Ы Л - т Ь • ( 3 2 ) 

Сравнивая (31) и (32), получаем соотношение 

1 d т(к - 1)т(к + 1) _ d . « / г п 2 , , ч 
2 ^ Ь Tflfep - г 1 п ( 2 Я « + 6(Я.) + 

откуда 

^ ( ц 2 Я ш + 6 ( Я , ) ' + ^ т ( ^ _ ^ ; + 1 ) ) = 0 . 

Поэтому существует такая ненулевая постоянная с(к), что 

( 2 Я Ш + 6 (Я*) 2 + tf = с(к)т(к - 1)т(к + 1)т{к)~2. 

Используя определение (27) функции т(к), получаем 

fnd\ п л J d 2 , ,,Л2 \ 2 „Мк-1)т(к + 
{ 2 d ¥ l n T { k ) + \ d T 2 l n T { k ) ) + t ) = c ( f c ) r(V2 

Выбирая подходящие мультипликативные постоянные т-функций, полагаем с(к) = 1 и, таким 
образом, получаем следующее уравнение, которое можно рассматривать как аналог уравнения 
Тоды: 

Теорема 5 доказана. 

Теорема 6. Для уравнения ( 4 ^ 2 ) функции —rlnri(A;), г = 2 ,3 ,4 ,5 , т\{к — 1), ri(A; + l ) , 
Об 

ri(fc) алгебраически зависимы. 
Доказательство. Из преобразований Беклунда (25), (26) находим 

Ik 
q(k-l) = -q(k) 

1) 

q(k + l) = -q(k)-

t + 6q(k)4 - I2q(k)2qt(k) + 2qt(k)2 - Aq{k)qtt{k) + 2qttt(k)' 

2(fc + l) 
t + 6q(k)* + \2q{k)2qt{k) + 2qt(k)2 - 4q(k)qtt(k) - 2qm{k)' 

Интегрируя выражение — q(k + l ) 2 — q(k — l ) 2 + 2q(k)2, имеем 

- j J{q(k + l ) 2 + q(k - l ) 2 - 2q(k)2) dt dt = 
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= ln{( t + 6q(k)* + 12q(k)2qt(k) + 2qt(k)2 - 4q(k)qu(k) - 2qttt(k))x 

x(t + 6g(fc) 4 - 12q(k)2qt(k) + 2qt(k)2 - 4q(k)qtt(k) + 2qttt(k))}. (33) 

d1 

Обозначая li(k) = -r-. hiт\(к), г = 2 ,3 ,4 ,5 и дифференцируя 1IITI(A;) ПО t, получаем соотно­
шения 

q(k) = ( - / 2 ( f c ) ) 1 / 2 , ft(fc) = - ( - / 2 ( f c ) ) - 1 / 2 Z 3 ( f c ) / 2 , 

qtt(k) = -(-Ш)-1'2Ык) - 12(кГ%(к)2/2)/2, (34) 

flte(fc) = -(-h(k))-1/2(k(k) - &2(к)-%(кШк) - h{k)-xlz{k)2l2)/4)l2. 
Подставляя значения производных из (34) в (33) и учитывая определение (27) функции Ti(k), 
приходим к следующему уравнению: 

^^(к)^'^ = 1 б Щ ^ ( 5 7 6 / 2 ( А ; ) 9 + 288l*W6h(k)2 + 9h(kf - 36l2(k)t3(k)%(k) + 

+ 192l2(k)7{t + 2lA(k)) + 12l2{k)2h{k)2{3h{k)2 + 2l3{k)k{k)) + W2{k)5((t + 2l4{k))2 + 

+ 12k(k)lb(k)) + 12l2(k)z(15k(k)4 - Щк)и(к)1ь(к)) - 16/ 2 (fc) 4 (3/ 3 (fc) 2 (< + 8/ 4(*)) - Ш2)), 
которое доказывает требуемое утверждение. 

Исследуем алгебраическую зависимость решений уравнения (аР2)У полученных последо­
вательным применением преобразования Беклунда (25). 

Теорема 7. Пять последовательных ненулевых решений q{k — 1), q(k), g(fc + l ) , q(k+2), 
q(k + 3) уравнения (4Р2)? полученных преобразованием Беклунда, алгебраически зависимы. 

Доказательство. Положим в преобразовании Беклунда (25) а -> а + 1, тогда с учетом 
того, что а = к + 1/2, из (25), (26) имеем 

-2qttt(k) - *q(k)qtt(k) + 2qt(k)2 + I2q(k)2qt(k) + 6a(fc) 4 + t = - ^ ^ . ^ (35) 
q{k + 1) + g(fc) 

2qttt(k) - 4q(k)qtt(k) + 2qt(k)2 - 12 g (fc) 2

g , ( fc) + 6g(fc) 4 4- * = (36) 

Здесь и далее предполагаем, что решения g ( f c - l ) , q(k), g ( f c + l ) , g (&+2) , g(A;+3) ненулевые. 
Это предположение в силу преобразований Беклунда (25), (26) гарантирует необратимость в 
нуль знаменателей равенств (35), (36). Тогда, исключая qttt(k) из (35) и (36), получаем 

* < « - ш ( 2 ( + ^ + Ф ^ Т Т Ш + т т ш т т ) +4*№)2> (37) 

Отсюда после подстановки к к + 1 имеем 

Известно [18], что 

qt(k + 1) = - a(A;)2 + g(fc + l ) 2 . (39) 

Последовательно дифференцируя равенство (39) по £, получаем 
qtt{k + 1) = - g t t ( f c ) - 2q{k)qt{k) + 2a(fc + l ) f t ( f c + 1). (40) 

Тогда, подставляя qtt(k + 1) из (40) и qt{k + 1) из (39) в (38), получаем второе уравнение 
относительно qtt(k): 

qtt(k) = - ( 2 t + 12q{k + l ) 4 + 2{к + l)/{q(k) + g(fc + 1)) + 2{k + 2)/{q{k 4-1) + g(fc + 2)) + 
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Ч- 4(^(А: + 1 ) 2 - g ( A : ) 2 -9 t (A: ) ) 2 ) / (8 g (A ; + 1)) + 2g(A: + l ) ( 9 ( f c + 1 ) 2 - 9 ( f c ) 2 - 9 « ( А ; ) 2 ) - 2g ( f c ) g t ( f c ) . (41) 

Исключая qu{k) из (37) и (41), получаем квадратное относительно qt(k) уравнение 

*(k)2 + 2^qt(k) + J(k) = 0, (42) 

где г(к) = (д(к) + д(к + l ) ) " 1 , J {к) = 2д(к)д(к + 1)г(к)(М(к) + М(к + 1) + F(k)), 

F(k) = q(kfg(k + 1 ) + 2 ^ 1 ) + f « ( * ) 3 . M ( k ) = tgjkj(2* + 2 k r ( k ~ 1) + 2 ( k + 

Пусть опять к -t к + 1 в (42), тогда 

gt(k + I ) 2 + 2^^-gt(k + 1) + J(k + 1) = 0. (43) 

Исключая <&(& + 1) из уравнений (39) и (43), находим значение 

qt(k) = P / Q , (44) 

где Р = {q(k)2 - g (* + l)2)(q(k)2 - + l)(3g(fc + 1) + 2q(k + 2))) + J (к + 1) - J(fc), Q = 
= 2q(k + l)(q(k) + 2q(k + 1) + g(fc + 2)) . Подставляя qt(k) из (44) в (42), получаем алгебраиче­
ское соотношение между пятью последовательными ненулевыми решениями уравнения (4^2) 
Р2 + 2(q(k)/r(k))PQ + J(k)Q2 = 0. Теорема 7 доказана. 

Общая схема вывода алгебраических соотношений между последовательными решениями 
высших аналогов уравнений Пенлеве при помощи преобразований Беклунда приведена в [18] 
(см. также [19]). 
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