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АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ПЕАНО ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ДРОБНЫХ ПОРЯДКОВ В КОМПАКТНО 

ВЛОЖЕННЫХ ШКАЛАХ БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 
(с) 2 0 0 4 г. Е . А . Б а р к о в а , П . П . З а б р е й к о 

В предлагаемой работе рассматриваются условия разрешимости задачи Коши для обыкно­
венных дифференциальных уравнений дробного порядка а > 1 в банаховых пространствах с 
так называемыми ухудшающими правыми частями. 

Для уравнений целых (первого и высших) порядков с ухудшающими операторами клас­
сическими являются результаты М. Нагумо и Л.В. Овсянникова (см., например, [1-6]), осно­
ванные на исследовании сходимости метода последовательных приближений в шкалах (непре­
рывно вложенных друг в друга) банаховых пространств. Ряд дальнейших результатов в этом 
направлении содержится в работах [7-9]. Аналогичные результаты для уравнений дробного 
порядка с ухудшающими операторами рассматривались в [10]. В работах [11, 12] разработан 
новый метод исследования дифференциальных уравнений первого порядка в шкалах (ком­
пактно вложенных друг в друга) банаховых пространств, основанный на использовании при­
ближений Тонелли. В настоящей работе предлагается некоторая модификация этого метода, 
которая приводит к ряду утверждений о (нелокальной!) разрешимости задачи Коши для диф­
ференциальных уравнений (целого и дробного) порядка, строго больше единицы. 

1. Пусть Х(ш) (ш Е ft = [0,1]) - некоторая шкала (семейство) банаховых пространств, 
непрерывно вложенных в отделимое топологическое линейное пространство X. Предположим 
далее, что функция f(t,x) определена при t Е [0, Т] и х g XQ = ^шеПХ(ш) и принимает 
значения в X. Пусть для всех пар (и/,о/'), для которых и/ > и;", пространство Х(ш') ком­
пактно вложено в пространство Х(ш"), причем норма оператора вложения не превышает 1, 
f(t,x) действует из [0,Т] х X(о/) в Х(ш") и, более того, выполняется неравенство 

где постоянные fc, а не зависят от о/ и ш". 
Предположим, что а > 1 и т - целое число, удовлетворяющее условию т — 1 < а < га. 

Нас будет интересовать вопрос о существовании и единственности решений задачи Коши 

Daz(t) = f(t,x), (1) 

я ( * ) ( 0 ) = & , fc = 0 , m - l , (2) 

где Da - дробная производная порядка а в смысле Капуто [13]: 

t 

Dax(t) = —1 г- f(t - s)m-a-1x{m){s)ds ( г а - К а < га, га Е N, t>0). 
Г(га -a) J 

о 
Мы будем рассматривать ситуации, когда начальные условия принадлежат некоторому 
пространству Х(ш'), а решения x(t) - другому, более широкому пространству Х(ш"). 

Теорема 1. Пусть 0 < и" < ш' < 1 и & Е Х(иг) (к = 0,га). Тогда задача Кощи (1), (2) 
имеет в Х(ш") по крайней мере одно непрерывное решение, определенное на [0,Т]. 

Доказательство . Пусть а/' < а' < и/ и 1 < я < а. Ниже нам понадобится последователь­
ность шп (п = 0 , 1 , 2 , . . . ) , определяемая равенствами шо — о/, wn-i —шп = ( 7 ( х ) / п х ) ( а / — а'), 
где 7 ( х ) ( 1 / 1 х + 1/2* + . . . + 1 / п х + . . . ) = !. 
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Рассмотрим в пространстве С([0, Г] , Х(<т')) интегральное уравнение, эквивалентное задаче 
Коши (1), (2): 

г 

x{t) = X 0 (T , £ M - L ) + f{t ~ S)a~lf(s> Ф)) ds, £ M - L € -X" ((*/), 
О 

где £o(£,£(b • • • > £ M - I ) = £о + f i ' / l ' + • • • + $ M - i * m " 1 / ( ^ — 1)'- Д л я доказательства его разре­
шимости рассмотрим вместе с ним последовательность уравнений 

x(t) = XQ(t, £ M - L ) + Щ У (T - * Г ~ 7 ^ , 1 ( 5 - ^ ^ (П = 1, 2, . . О) 

Нетрудно видеть, что при любом п = 1 ,2 , . . . каждое из уравнений (3) имеет определенное 
на [0,Т] единственное решение xn(t), удовлетворяющее условию xn(t) = #o(£,£o? • • • > £ M - I ) 
(—Г/n < £ < 0), и это решение принадлежит пространству С([0,Т],-Х"(сг')). Функции жп(£) 
(п = 1 ,2 , . . . ) называются приближениями Тонелли для задачи Коши (1), (2). Покажем, что 
последовательность приближений Тонелли xn(t) при сделанных предположениях равномерно 
ограничена в пространстве С([0,Т],Х(<т')). 

Для каждого а, удовлетворяющего условию а' < а < иУположим 

М<7, £(Ь • • • 1 F M - l ) = SUP | |ж 0 (* , 6 , • • • j F M - l ) IIX(it) • 
- т < к т 

Пусть п фиксировано и 0 < £ < п _ 1 Т . Тогда для всех а' < а < и/ справедливы неравенства 

1|ЯП(*)||х(<Г) < M * > & > , . - - , f m - l ) + 

t 

Г(а)У а / - а \ V ™ V х(а/)/ 
(4) 

Полагая а = <т' и учитывая, что /&(сг',£о,.. • > £ M - i ) < М̂Лбь • • • , £ M - I ) , получаем оценку 
приближений Тонелли в пространстве Х(а') при 0 < t < п~1Т 

\№)\\XV) < Щ ^ у + Ни/, ft,...,6n-i) ( l + ^ 7 Щ ^ ) • 

Далее, при n - 1 T <t< 2п~1Т для всех <т, удовлетворяющих условию а' < а < и\ < и/, 

t 

\\xn{t)\\x(*)<h{a,Zo,...,U-ti
 Xn(S~V) х ) d S ' 

Полагая в неравенстве (4) а = ш\, получаем 

\М*)\\х{о Г{а) J ш\ — а \ иУ — и ui Г(1 + а) + 

+ h(ui,£o,...,£m-i) + / i ( u / , £ 0 , - - - , £ M - i ) — 
а/ - ui Г(1 + а) 
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( к ta к2 t 2 a \ ^ ^ ч 

— а Г(1 + a) {u>i — cr){w — CJI) Г(1 + 2а)) 

к ta к2 t 2 a 

+ h{wu€o,...,£m-i) ^т——г + Л(а / ,£о , - . . ? £т-1 ) 7 г п r r h , п ч . (5) 
wi - а Г(1 + а) (wi - а) (а/ - wi) Г(1 + 2а) 

Полагая а = сг', в силу h(a', • • •, f m - i ) < М^ь £(b • • • > f m - i ) < Л(У> fo, • • •, fm- i ) получаем 
оценку приближений Тонелли в пространстве Х(сг') при n _ 1 T < t < 2п~1Т 

к2 t 2 a 

" + ) (ш1-а')(ш'-ш1)Г(1+2а) 

+ / » ( V , & > - - - . £ m - i ) + - г; r . / i , -л + wi - а' Г(1 + а) (их - (т')(ш' - шг) Г(1 + 2 а ) ) ' 
Продолжая подобным образом, оценим приближения Тонелли xn(t) на каждом промежутке 
(j — 1 ) п _ 1 Г < t < jn~lT (j — 1,п) для всех а1 < < ... < ш\ < сУ 

( A; ta У Ра \ 

^Т^гТГ^)+---+К_1-а')---(-'-а;1) ЩТ]а)) + 

V - а' Г(1 + a) - о-') • • • (а/ - ал) Г(1 + ja) J 

Таким образом, при всех 0 < £ < Т и о1 < ... < шп-\ < ... <ш\ <ш' 

( к ta кп t n a \ 

( к ta кп t n a \ 

1 + 7Wn~Т + --- + 7 А / ~ ч + • • • ) • 
cj n _i - а' Г(1 + а) (а; п-1 - а') • • • К - CJI) Г(1 + па) ) 

В силу формулы Коши-Адамара полученные ряды сходятся для всех t < Т при условии 
rpna \ 1/л 

n - ю о у (o; n_i — о 7) • • • (и/ — o;i) Г(1 + па) j 

< 1. 

Последнее неравенство в силу 1 < х < а и определения чисел ип (п = 0 ,1 , . . . ) справедливо 
для всех Т: 

ш ( к» 
71-юо у (o; n_i — сг') • • • (о/ -

l ' n кТа ( n ! W n 

— lim 
n->oo\(ujn-i - сг') • • • (о/ - uoi) Г(1 + па)) n - ю о 7 (х ) (а / - а') (Г(1 + па))11п 

- fcTQ (2тгп)*/( 2 п)е а _ 
~~ п-^оо 7 (х ) (о / - сг') (27ГПа) 1/(2^) аа е^ п а ~ 

Отсюда, очевидно, и следует равномерная ограниченность приближений Тонелли в простран­
стве С([0,Т] ,Х(а')) . 

Покажем теперь, что последовательность Тонелли xn(t) равностепенно непрерывна в про­
странстве С([0,Т],Х(а;")). Пусть t e ( 0 , T ) , At G [О,Г — At]. Тогда в силу ш" < а' 

||я;п(* + Д < ) - х п ( « ) | | х ( ы / / ) < 

t+At 

<щ|| J (t + At-s)a-lf(s,xn(s~ ~^ds~ J i t ^ s r ^ f ^ x n ^ s - ^ d s 
о о 

t 

= ¥{а) || /((* + A t ~ S ) Q _ 1 " { t " S ) Q _ 1 ) / (S' *n (S " ^) ) d S + 
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+ щ | | / < « + * - > - ' / ( . . « . ( . - ; ; ) ) * 
t 

t 

< 

ds + 

+ 

t+At 

_ ^ / ( , + д«-.Г'|/(.,«,(.-|)) 

Х(ш") 

ds < 

< 
к (t + At)a - t° 

Х(ш") 

T Q _ 1 A t / 
а' - ш" Г(а + 1) ( * + г (* •») L J - W ( • + Ь ( s - D L J 

Так как последовательность Тонелли xn(t) равномерно ограничена в пространстве 
С([0,Т] ,X (а')) , получаем равностепенную непрерывность в С([0,Т],Х(о/ ' ) ) . 

По теореме Арцела-Асколи для всех t G [0,Т], о;" < сг' последовательность пред-
компактна в С([0,Т],Х(о/ ')) . Поэтому из последовательности xn(t) можно выбрать подпосле­
довательность xnk{t), сходящуюся к x*(t) G С([0,Т],Х(о;")). При этом последовательность 
xnk(t-n^lT) также сходится к x*(t) G C([0,T],X(u/')) . 

Рассмотрим интегральный оператор 

Ax(t) 
г 

* o ( t , 6 , . . . , 6 » - i ) + J - т [(t-8)a-lf(89x{s))ds (beX(ujf), fc = 0 , m - l ) 

и покажем его непрерывность как оператора из пространства С([0, Т],Х(и)")) в простран­
ство С([0,Т], Х(сг")), где сг" < о;". Действительно, если последовательность функций xn(t) G 
G С([0,Т],Х(о/')) сходится к функции x(t) G С([0,Т],Х(о;")), то в силу непрерывности при 
каждом £G [0,Т] функции f(t,x) по ж как оператора из Х{ш") в Х(сг") последовательность 
функций f(t,xn(t)) при всех £ G [0,Т] сходится к функции f(t,x(t)). С другой стороны, в 
силу сг" < и" справедливо неравенство 

\\f(t,xn(t))\\x{*») < (к/(ш"-а"))\\х\\х{ш11) (п = 1 ,2 , . . . ) , 

откуда в силу ограниченности последовательности xn(t) в С([0,Т],Х(о/ ')) следует, что 

\\f(t,xn(t))\\x{<Tll) < (к/(и"-а"))М (п = 1 ,2 , . . . ) , 

где М - некоторая постоянная. Поэтому возможен предельный переход под знаком интеграла 
в равенствах 

t 

Axn(t) = z 0 ( * , & , . . . , £ m - i ) + р̂ у j (t-s)a~lf(s,xn{s))ds, 
о 

при каждом t G ГО,Т] : Ax(t) — lim Axn(t). 
га-юо 

В частности, возможен предельный переход в равенствах 
t 

Xn(t) = X0(t,€o,... ,£m-l) + " 5 ) Q _ 1 / ^ , X n ^ - (n = 1 ,2 , . . . ) , 

откуда вытекает, что 

t 

X*{t) = a 0 ( t , f o , . . . , £ m - l ) + У ( t - s ) 0 " " 1 / ^ ^ * ^ ) ) ^ -
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Последнее равенство означает, что x*(t) является решением задачи Коши (1), (2). Теорема 
доказана. 

2. Рассмотрим более общий случай описанной ситуации. 
Пусть X(UJ) (ш Е ft) - некоторая шкала (семейство) банаховых пространств, непрерывно 

вложенных в отделимое топологическое линейное пространство X. Предположим далее, что 
функция f{t,x) определена при t Е [0,Т] и х Е Хо — LLen и принимает значения 
в X. Пусть непусто множество W С ft х ft тех пар (о/,и/'), для которых пространство Х(и') 
компактно вложено в пространство Х{шп) с нормой оператора вложения, не превышающей 1, 
f{t,x) действует из [0,Т] х Х(ш') в Х(ш") и, более того, с некоторыми постоянными а и 
к(ш',и)") выполняется условие 

11Жя)|1хю < к(и',и")(а + \\х\\х(ш1)) (О < t < Т, х е Х(и>')). 

Введем множество W*, состоящее из пар (о/, о/') Е W и обладающее следующими двумя 
свойствами: 

а) существует такое сг' Е ft, что (о/,а') Е W и последовательность CJO,CJI, . . . , c j n , . . . Е W, 
для которых 

и0=ш', (u>n-Uujn)eW (п = 1 ,2 , . . . ) , К У ) 6 1У (п = 1 ,2 , . . . ) . (6) 

Множество таких сг' ниже обозначается через Е(а/,сУ'), а множество соответствующих по­
следовательностей U)Q,U)I, . . . ,шп,..., удовлетворяющих условию (6), - через ft(u/,o/',cr'); 

б) существует такое а" Е ft, что (и", а") Е Ж 
Пусть сг' Е Е(о/,а/') и (о;о,^ъ • • • 1 ш т • • •) £ ft(u/,u/',cr'). Положим 

/ч I . / Г(1 + п а ) \ 1 / ( п а ) 

Т ( а ; ( ь ^ ь . . . , и ; п , . . . , а ) = km — — — г — — -
n^oo\k(<jjQ,ui) • • • fc(u;n-2,wn_i)A;(a;n_i,а')/ 

и, далее, 
Т(о/ ,о / 1 ) = sup Т(о*ь w i , . . . , о ; п , . . . , а'). 

<r'€£(>',u;")> ( o ; o v . - ^ n , . . . ) ^ ^ ( ^ / ^ , , ^ / ) 

Аналогично теореме 1 доказывается 
Теорема 2. Пусть (и',и") Е Г , Т < T(u/,u/') , ж 0 Е Х(о / ) . Тогда задача Коши (1), (2) 

имеет в Х(шп) по крайней мере одно непрерывное решение, определенное на [0,Т]. 
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