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Настоящая работа является фактически продолжением [1], где доказано энергетическое 
неравенство 

\\и\\Е < с | | А « | | Ь 2 ( п ) (1) 

в случае граничной задачи для линейного гиперболического уравнения третьего порядка 

Аи = А\и + А2и = /(ж), (2) 

х = (х1,...,хп)еПсш», ^ = A ( g - a 2 A . ) , Д = Е | р 

A2u = ^aa(x)D«u, 

а = ( a i , . . . , ап) - мультииндекс, \а\ = а\ + . . . + a n , ft - ограниченная область W1 с кусочно-
гладкой границей 5ft, L2(ft) - пространство квадратично-суммируемых в ft функций. Здесь 
с помощью операторов осреднения переменного шага [2] будет доказана теорема существования 
и единственности сильного решения граничной задачи для уравнения (2). 

Сформулируем рассматриваемую задачу с помощью обозначений, использованных в [1]. 
Обозначим через и(х) = (v\(x),..., Vn(%)) единичный вектор нормали к гиперповерхности 
5ft в точке х Е 5ft. Пусть 5 - некоторое фиксированное достаточно малое положительное 
число. Считаем, что граница 5ft может состоять из гиперповерхностей семи видов, которые 
с помощью S и v(x) определяются следующим образом: 

S0 = fx е 5ft| Аг(и) = vf- a2ui^uf > 0, vx > 0 j , 
^ i=2 ' 

Si = {x e 5ftI Ai{v) = 0, vi > 0 } , S2 = {x e 5ftI Ai{v) < -6, vx > 5}, 

S3 = {xe 5ft| = 0, i / i = 0 } , SA = {x G 5ft| Ai(u) > 5, vx < - J } , 

S5 = {x e 5ft| Ai{u) = 0, i/i < 0 } , S6 = {x e 5ft| Ai{v) < 0, vx < 0 } . 

Другие гиперповерхности из 5ft исключаются. 
Простейшим примером такой области может быть деформированный ("раздутый") следу­

ющим образом шар радиуса R (см. рисунок). 
Область рассматриваем в декартовой системе координат х\,..., хп, где центр шара нахо­

дится в начале координат. Здесь присутствуют все указанные выше части гиперповерхностей 
Si (г = 0,6) границы 5ft, которые можно описать с помощью конических поверхностей 
Zm = {х\ х\ - ( tg( /? m ) 2 | : r ' | 2 = 0 } , где т = 0 ,1 ,2 , и 0 < щ < Ч>\ < ¥2 < = тг/2, tg<p0 = |а|, 

Здесь So - верхняя часть поверхности сферы \х\ — й , которая находится внутри конуса 
Z0 = {x\x2-a2\x'\2 = 0}, т.е. S0 = {x\\x\ = R, i > ? - а * £ ? = 2 > °> иг > 0 } , «/ = ( ^ , . . . , « / „ ) -
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единичный вектор внешней нормали. Поверхность Si находится между конусами Zo и Zx. 
Более точно, 

Si < х\ v\ — а2 2^ ui — 0? v \ > 0; \х\ = R при х Е Zo, |ж| = 
^ i=2 

R 

cos(<^i - (ро) 
при х Е Z\ 

S2 = {х\ \х\ = R/ cos(y?i - <ро), ctg ( Р 2 < xi < \х'\Ctg (pi}, 

5 3 = {ж| = Rcos((p3 - (p2)/cos(<pi - ip0), -\x'\ctg(p2 < x\ < \x'\ctg(p2}, 

£4 = {x\ \x\ = Rcos((fi - <£o), — ctg(/?i < жх < — ctg</? 2}, 

( n R Л 
— \ x\ v\ — a2 7 v\ = 0, vi < 0, \x\ = i? при ж E Zo, Ы = ; г при x E Z\ >, 

I ^ cos(vi - Ы J 

5 6 = {x\ \x\ = Я, - Д < a?i < ~ И / Н } -

Граничная задача - уравнение (2), задан­
ное в ft, и однородные граничные условия 

# 1 А 

u l i , 6 

9 U 

du2 
= 0, (3) 

5 6 

# 2 

где djdv - производная по нормали г/, U -
объединение. 

Рассмотрение задачи (2), (3) представля­
ет интерес для п > 2, так как такого рода 
задачи в случае двух независимых перемен­
ных на плоскости (п = 2) для гиперболи­
ческого уравнения и систем изучались уже, 
например, в [3-5]. Как видно из доказатель­
ства в [1] энергетического неравенства (1), 
для граничных задач гиперболических урав­
нений, заданных в нецилиндрических обла­
стях, при п > 3 П О Я В Л Я Ю Т С Я новые принци- Р И С У Н О К , 
пиальные трудности. Поэтому методы, использованные для плоских задач [3-5], автоматиче­
ски на этот случай не переносятся. При наличии энергетического неравенства (1) операторы 
осреднения переменного шага [2] позволяют доказать корректную постановку задачи (2), (3) 
и при некоторых ограничениях на ее данные установить существование сильного решения. 

В работе [6] представлены аналогичные результаты для достаточно общего вида гипербо­
лического уравнения второго порядка. Постановка задач и доказательство их разрешимости, 
особенно в случае нецилиндрических областей задания основного уравнения, актуальны для 
гиперболических уравнений высокого порядка. Следует еще отметить и работу [7], в кото­
рой рассмотрены граничные задачи для гиперболического уравнения дивергентного вида при 
п = 3 и в случае достаточно сложной конфигурации областей. 

Пусть S(t) = {х Е ft| xi = t} - сечение ft = ft U 9ft, перпендикулярное оси x\. Для 
функций u E С 3 ( f t ) (трижды непрерывно дифференцируемых в ft) введем норму 

Ы\Е = sup 1Р аи|1ь 2(5(0)> 
Х ^ П | а | < 2 

(4) 

где || • | |L 2 (S (* ) ) - норма пространства квадратично-суммируемых по Лебегу функций на S(t). 
Обозначим через V(A) множество функций u Е С 3 ( f t ) , удовлетворяющих условиям (3). В ра­
боте [1] для любой функции и Е V(A) и оператора А при некоторых ограничениях на границу 
9ft доказано энергетическое неравенство (1), где постоянная с > 0 не зависит от и. 
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Обозначим через Е замыкание по норме (4) множества Т>(А). Тогда оператор А как 
оператор из Е в Z/2(ft) с областью определения Т>(А) допускает замыкание А. Это доказы­
вается путем проверки критерия замыкаемости Ащ —> 0 по норме пространства Z, 2(ft) при 
к -> оо, если последовательность ||г^||я —> 0 при к —> оо [6]. 

Определение 1. Функцию и Е V(A), удовлетворяющую операторному уравнению Аи = /, 
если / Е 1/2(ft)? будем называть сильным решением задачи (2), (3). 

Путем предельного перехода в неравенстве (1) для любого элемента и Е V (А) получаем 
это же энергетическое неравенство и для оператора А с той же константой с. 

Для доказательства существования сильного решения введем еще некоторые допол­
нительные ограничения на область ft. С помощью характеристического конуса Р(£) = 
= £2 — а2 ]Г)Г=2 = 0 д л я в о л н о в о г о оператора в ft выберем векторное поле 1Z элементов 
г(х) = ( 1 , г 2 ( # ) , . . . ,гп{х)) следующим образом. Пусть Ф\х) (i = 1,2) - некоторые поло­
жительные функции в ft и b^(x) > Si для некоторого 6Х > 0, сколь угодно малого, но не 
равного нулю. Предполагаем, что r(x) = b^(x)r^(x)+b^(x)r^(x)^ где векторы г ( х ) , г^(х) 
(г = 1,2), ( 1 , 0 , . . . , 0) лежат в некоторой двумерной плоскости 7(ж), проходящей через верши­
ну характеристического конуса, г^(х) перпендикулярны образующим ^г\х), получаемым в 
результате пересечения j(x) с Р (£) = 0. 

Векторное поле Ti, элементы которого в каждой точке х Е ft определяются единственным 
образом, порождают совокупность линий { # } , к которым оно является касательным. 

Определение 2. Подобласть Qj С ft будем называть выпуклой относительно Ti, если 
Qj с любой линией д, к которой Ti касательно, может пересекаться только по односвязному 
множеству. 

Условие 1. Область ft такова, что существует ее деление сечениями S(t) на конечное 
число jo подобластей Qj (j = 1, jo)» удовлетворяющих следующим требованиям: 

г) для каждого j существует векторное поле Ti, относительно которого Qj является 
выпуклой; 

it) rk(x)eC3(Qj), fc = 2,n; 
Hi) для любого х Е ( ( 5 2 U S3 U S4) П dQj) скалярное произведение (г(ж), v{x)) = 0. 
Условие 2. Каждая из подобластей Qj (j = 1, jo ) области ft является выпуклым мно­

жеством относительно прямых, параллельных оси х\. 
Теорема. Пусть выполняются условия 1 и 2 и условия теоремы из [1], при которых 

справедливо энергетическое неравенство (1), So U Si ф 0, £5 = 0, SQ ф 0 (0 - пустое мно­
жество). Тогда для любой функции f Е L 2 ( f t ) существует и единственно сильное решение 
задачи (2), (3). 

Доказательство. В силу линейности изучаемой задачи из энергетического неравенства 
для А непосредственно следует единственность сильного решения. 

Из общей теории замыкаемых операторов вытекает, что для доказательства существования 
сильного решения задачи (2), (3) для любой / Е £2 (ft) достаточно доказать плотность в L 2 ( f t ) 
множества значений R(A) оператора А [6]. А если использовать еще метод продолжения 
по параметру (см. доказательство теоремы в [8]), то достаточно доказать плотность в L 2 ( f t ) 
множества R(Ai), где область определения V(Ai) оператора Ai совпадает с V(A). 

Пусть при некоторой функции v Е L 2 (ft) выполнено равенство 

( A i t i , v ) L a ( n ) = 0 (5) 

для всех и Е T>(Ai) = {и Е C 3 ( f t ) | и удовлетворяет условиям (3) } . Оператор 

= (&__a2A\JL 
\dxl J дх{ 

Если и Е V(Ai), то функция w = du/dxi принадлежит классу С 2 ( f t ) и удовлетворяет 
граничным условиям 

, dw 
= 0. (6) 

s 6 
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Равенство (5) можно рассматривать как 

(£ t i> ,v ) L a ( n)=0 (7) 

— 9 2 

для всех w Е V{C) = {w Е C 2 ( f t ) | iu удовлетворяет условиям ( 6 ) } , где С = ^ - j — а 2 Д , 

-у е L2 ( ^ ) - Если воспользоваться операторами осреднения переменного шага в которых 
разбиение единицы таково, что сохраняются граничные условия, то E§w Е Т>(С) для любой 
функции ЧУ Е Т>(С). Здесь Е$ - оператор осреднения переменного шага [2], где параметры 
5 = (Jo? <̂ ъ • • • > • • •) выбираются в зависимости от функции w, 8k > 0 (к = 0 , 1 , . . . ) , 8k - * О 
при А; -> оо. Разбиение единицы при конструировании делается таким, что сгущение под­
областей происходит при приближении к границе 9ft с целью сохранения граничных условий 
функции w. Таким образом, E$w Е £>(£), если w Е Т>(С). 

При таком выборе E$w равенство (7) можно переписать в виде 

О = {CEsw,v)L2{n) = (w,CEsw)b2{n) + {CE6w - E6Cw,v)L2{n) + 

+ 
эп г~2 да г~2 

где Е$ - сопряженный оператор по отношению к оператору Е$ для любой функции w Е Т>(С). 
Варьируя выбором w в пределах V(£), можно показать, что равенство (8) справедливо в том 
случае, когда 

= 0. (9) 
So 

Рассмотрим коммутатор CEsw — EgCw, который в более подробной записи можно пред­
ставить так: 

(CEsw - EsCw)(x) = (K0w)(x) + Jl[Ki^-) (x), (10) 

) , i = 2,n, 

iv \i \ ^\д2Фк{х), . w v 2 д2Фк(х),л u " 
(K0w)(x) = 2_^ (A5w)(x) - az 2^ d x 2 (Asw)(x) • 

k=l L 1 i=2 * J 

< > > " £ ^ « ) « > * > " - ' g ^ « ) < * 
{ ^ ( я ) } ^ ~ система функций из разбиения единицы, А$К - операторы осреднения Соболева. 
Операторы К{ {% = 0, п) представляют собой также операторы осреднения переменного шага, 
сохраняющие граничные условия на 9ft. С учетом (9) и (10) равенство (8) представимо в виде 

0 = (ш, СЩь)ьт + (и/, Kfr - J2 J-.K*V) + Е [™(K?v>i d s ( И ) 
^ г=1 ° Х % ' L2{p) 

для любой функции w Е £>(£). Операторы if* (г = 0,п) - сопряженные операторы по 
отношению к Из (11) следуют условия 

K*v = 0 (12) 

на So U Si , г = 0,п. Таким образом, 

( w . ^ b ^ + L . ^ - ^ ^ o ) = 0 - (13) 
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Поскольку множество Т>(£) плотно в Z/2(ft), то (13) справедливо для любой функции 
w е L 2 ( f t ) . 

Пусть подобласть Q\ С ft (см. условие 1) расположена "выше" других Qj (j = 2,̂ 0)5 т.е. 

х\ > ух для любой точки х = (х\, ...,хп) е Q\ и любых у = ( y i , . . . , уп) е \Jf=2 Qj- Пусть Qi 

и Q i \ Q i - подобласти Q i , которые получаются из Q\ сечением S(i), где Q\ расположена 
"выше" по отношению к Q\ \ Q\. 

В равенстве (13) полагаем 

J Jv= (bEsvds, xeQi, 
w(x) = < J (14) 

[0, xeil\Qi. 

Здесь - криволинейный интеграл, где интегрирование ведется от точки £, принадлежащей 
S~ = S(i) U ( S Q i f l ^ ) ) ДО точки ж £ dQi П(^о U вдоль линии д, к которой векторное 
поле 1Z является касательным. 

Выбранную по формуле (14) функцию w подставляем в (13). Полученное равенство пре­

образуем, используя при этом граничные условия (9), (12) и равенство ^J^-Jv^J (х) = (E$v)(x) 

для х € Q\. В результате получим 

(JLjv -^—Jv) -а2Т(—Jv -^—Jv) 

\dxi V,dxi8r 7 i 2 (Qi) ° hS9Xi ^дх*дг
 /L2(Qi) 

= (JV,K*0V)L2UI) + H-£-JV,K;V) . (15) 
i=1\OXt / L2(Qi) 

Далее 
2 _2 ™ /• / a \ 2 

-Jv I ruds = 

OQi dQi 

= (Jt/, ВДь^до + £ ( ^ T J ^ - + / ГШ ds, (16) 

где r„ = ^1 + ЕГ=2^ г ^ u = (Mx),-"^nW), г = ( l , r 2 ( x ) , . . . , r n ( x ) ) , ^"(Jv) -квадратичная 

форма относительно производных первого порядка ——Jv, i = 1,п. Производная 
OX{ 

£ Л _ Ч . - £ , , ( , ) £ Л . (17) 
7=2 

Из формулы (17) следует, что 

д 
—-Jv(t,x')=E*sv{i,x'), х' = (х2,...,хп), (18) 
ОХ\ 

^Jv(x) =-J2ri(x)-^-Jv(x), sedQin^U 5*)- (19) 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 40 № 2 2004 
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На S = dQiC\(SsUS4USQ) rv < 0 и Jv(x) = 0 в силу определения оператора J. В связи 
с этим 

- / ( б г л ) Г ' Л + Т § / ( ^ Л ) Г - Л £ а (20) 

5 -
г=2 £ 

s-
На основании соотношений (17)—(20) из равенства (16) следует неравенство 

S(t) 

a2Sij -ri(x)rj(x) 
3 3 

-—Jv-—JvTy ds < 
ox{ oxj 

< 2 К^)ь2ш + £ K*v) + f F(Jv) 
i=l \ u , L l / L2(Qi) i 

Qi 

dx < 

<C 1 (11^<Й 1 ) + 1и< Й 1 )+Е 
г=2 

1 ( . +El«7<(*: 
M Q i ) i=0 

(21) 

где 5 + = 5Qi П (So U 5 i ) , <S2j - символ Кронекера, постоянная ci больше нуля. 
Чтобы применить к (21) неравенство Гронуолла, наряду с функцией Jv(x) введем функ­

цию (Jv)(x) = §2 E^vds, где интегрирование ведется также по линиям р, к которым вектор­
ное поле 1Z является касательным, z € 5 + . Из определения операторов J и J следует, что 

{Jv)(x) + (Jv){x) = (Jv){x). (22) 

Отметим, что с помощью линии интегрирования д точки ее функционально связаны между 
собой. В частности, zi — Z{(x) (г = 1,п),- определенные таким образом, можем рассматри­
вать как непрерывные функции с областью определения V(zi) = S~ и множеством значений 
Tl(zi) = S+. 

В неравенстве (21), используя соотношение (22), функцию Jv заменим на Jv. В результате 
получим 

JT f {а28ц - пф(х) ULjv(x)^Jv{x)^fl№)) irv){z{x))№ ds + \\E*sv\\l2{s(t)) ^ 

L ( Q i ) + n ^ v ^ ~ JV(X)\\2L2(Qi) + £ 
г=2 

l k J v { i ) ~ l k M x ) 

L2(Qi 
+ 

i=0 
M < 5 i ) ' 

(23) 

где функции fii(x) ф 0 можно выбрать за счет векторного поля Ti, j3(x) > с2 > 0, с\(ео) 
увеличивается обратно пропорционально с уменьшением во > 0. 

В силу определения векторного поля 1Z для любого ортогонального по отношению к г(х) 
вектора f (ж) = ( Ы ж ) > . . . ,£ п (ж)) имеем ^ - а 2 Ya=2 < - с 3 | £ | 2 = - с 3 £ ? = 1 для всех х е ft 
и некоторой постоянной сз > 0. В качестве такого вектора возьмем вектор 
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Очевидно, что он ортогонален вектору r(z(x)) = (1 ,Г2 ( г (ж) ) , . . . ,rn(z(x))), в частности, для 
любого х е S~. Поэтому, поскольку (3i(x) фО (г = 2 ,п) , 

JT j(a26{j - rirj)z(x)(^Jv(x)^ > 
lJ~2 s-

n 

i=2 
OXi 

, c 4 > 0. (24) 
L2(S~ 

Далее 

||лф-М*)Й,Й1) + Ё 
г=2 

< 
L2{Qi) 

<ei(Qi)(\\Jv\\ltiS_) + 'E 
4 г=2 

Jv(x) (25) 

где положительную постоянную e (Qi ) можно выбрать достаточно малой, уменьшив при этом 
область Qi. Согласно свойствам операторов осреднения 

г=0 

Наряду с неравенством (23) рассмотрим неравенство 

l l J < ( 5 - ) ^ ^ l № l l U t ) + " J t , " U o 

которое получается из равенства 

(26) 

(27) 

^ j(Jv)2(x)rv(z(x))/3(x)ds = jE*sv(x)[Jv(x) - Jv(x)]dx, 

а последнее - из соотношения 
Qi 

\^(Jv)(x)^E*sv(x)Jv(x) 

путем интегрирования его по области Q\. Сложив неравенства (23) и (27), с учетом нера­
венств (24)-(26) и соответствующего выбора е\ получим неравенство 

\т*)\\1т)+/ [(^)2+£ (|-^) 
s- {~2 

(х) ds < 

< с8(е) (\\Щь{х)\\1,т) + J [(Jv)2 + J t i ) ] (x) dx) (28) 

Qi 1 2 

Из (28) легко следует соотношение 

^ m a x 

Ф(*)<сю(ео) j + e o c u | M | i a ( Q l ) , (29) 
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где 

Ф(*) = \\Е*М*)\\12т) + Ш\ь2№) + Е 
i=2 L2(S(t)) 

с положительной постоянной сю(£о)> пропорционально увеличивающейся с уменьшением во-
Неравенство (29) можно получить таким же образом для любой подобласти QT С Q\ С ft, где 
qt = {ж G ft| i < т < х\ < t m a x } . Таким образом, 

* т а х 

Ф ( г ) < с 1 0 ( е 0 ) f * ( * ) * + ^ocn||t;|| L 2 (g r ), 
(30) 

где 

дх^ L2(S(T)) Ф(«) = \\E*sv\\l2(S(T)) + \\Jv\\l2(s(T)) + 

В силу неравенства Гронуолла из (30) следует неравенство 

Ф ( т ) < e 0 c i i e x p { c i o ( e o ) ( t m a x - T ) } IMIL 2 (Q I )> 

откуда | | ^ v | | L 2 ( 5 ( r ) ) < e 0 c i i e x p { c i o ( e o ) ( t m a x — *)}ll v l lx , 2 (Qi)- B л е в о й ч а с т и п о с л е Д н е г о н е Р а " 
венства переходим к верхней грани по т, где т меняется от i до t m a x . Далее очевидно, что 

(6 — (*max — i) sup ($( т \ \ . Из последних двух неравенств имеем оценку 

\\Щъ\\Ь2(8(т)) < co(*max - < ) 1 / 2 c n exp{c i 0 ( eo ) ( W - £)}IMIL 2(QI) ' За счет выбора е0 и i ко­
эффициент оценки в правой части делаем меньшим 1, например 1/2, тогда оценку можно 
записать в виде | | £ ^ | | L 2 ( S ( T ) ) ^ (V2) | |^ | |^ 2 (Q 1 )- Переходя в левой части последнего неравен­
ства к пределу при \5\ = YlkLosk -> 0, получим I M I x , ^ ) = 0. 

Продолжая этот процесс дальше, за конечное число шагов докажем, что v = 0 во всей под­
области Qi Е ft. Двигаясь еще дальше сверху вниз, также за конечное число шагов покажем, 
что v = 0 во всей области ft. 
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