
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2006, том 42, Л* 5, с. 630-640 

: У Р А В Н Е Н И Я С Ч А С Т Н Ы М И П Р О И З В О Д Н Ы М И = = = = = 

УДК 517.955 

ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРИИ ЛИОНСА ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО 

ПОРЯДКА С ГЛАДКИМИ ОПЕРАТОРНЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ. I 

© 2006 г. Ф. Е. Ломовцев 

В настоящей работе обобщается известная теорема 1.1 из [1, с. 129] о существовании и 
единственности решений задачи Коши для дифференциально-операторных уравнений пер­
вого порядка с переменными областями определения симметрических главных частей на слу­
чай несимметрических главных частей гладких операторных коэффициентов. Построен новый 
класс дифференциальных операторов в частных производных четных порядков с симметри­
ческими главными частями и их переменных областей определения, которые удовлетворяют 
условиям обобщающей теоремы, но не всегда - предположениям Лионса. Во второй части будут 
построены соответствующие дифференциальные операторы нечетных порядков с несимметри­
ческими главными частями и их переменные области определения. 

1. Постановка задачи. В гильбертовом пространстве Я со скалярным произведением 
(•, •) и нормой | • | рассмотрим задачу Коши для дифференциально-операторного уравнения 

C(t)u=^ + A(t)u = f, t e ] 0 , T [ , ( 1 ) 

с начальным условием 
1и = и(0) =и0еН, (2) 

где и и / - функции переменной t со значениями в Я и A(t), t G [0 ,Т] , - линейные 
неограниченные операторы в Я с зависящими от t областями определения D(A(t)). 

Предполагаем, что операторы A(t) удовлетворяют следующим условиям. 
I. Операторы A(t) замкнуты в Я и существуют не зависящие от u, v и t постоянные 

со > О и с\ > О такие, что при всех t G [О, Т] справедливы неравенства 

[u]2

{t) = Re{A(t)u + с0щи) > сг\и\2 Уи G D(A(t)), (3) 

(v)2

{t) = Re{A*(t)v + c0v,v) > ci\v\2 W G D(A*(t)), (4) 

где A*(t) - сопряженные операторы в H к операторам A(t) и D(A*(t)) - их области опре­
деления. 

II. Для обратных AQl(t) операторов Ao(t) — A(t) + CQI в Н при всех t G [0 ,Т] выполня­
ются неравенства 

co\(A^l(t)g,h)\ < C2[Ao1(t)g}{t)\h\ Vg,he Я, (5) 

где постоянная С2 > 0 не зависит от д, h и t. 
III. Операторы AQl(t) сильно непрерывны по t в Я и при почти всех t G]0,T[ (В даль­

нейшем при п.в. t) имеют в Я слабую производную dA^l(t)/dt G L Q O Q O , Т [ , £ ( Я ) ) по t 
такую, что 

\((dA^(t)/dt)g,h)\ < cz[A^(t)g}{t)\h\ Vg,h G Я, (6) 
где постоянная сз > 0 не зависит от g, h и t. 

Докажем теоремы существования и единственности слабых решений в смысле приведен­
ного ниже определения 1 (см. задачу 2.2 в [1, с. 5]) задачи Коши (1), (2). Во второй части 
данной работы будут приведены примеры новых корректных смешанных задач для гладких 
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по времени параболических и неклассических уравнений в частных производных с гладкими 
по времени граничными условиями. 

Замечание 1. Для операторов A(t), удовлетворяющих условию I, нормы [AQ 1 = 
= (Al~l(t)g)(t) Уд Е Я, где A£~l(t) - обратные операторов A^t) = A*(t) +CQI. 

Замечание 2. Приведем простой пример несамосопряженного оператора А в Я = 1/2(0, /), 
о 

порожденного дифференциальным выражением Аи = ди/дх на W\{^^) с граничным усло­
вием и(0) = 0, который удовлетворяет условиям I—III при со = 1. Его сопряженный оператор 

~ о 

А* в 1/2(0,/) порожден дифференциальным выражением A*v = —dvjdx на w\(Q,l) с гра­
ничным условием v(l) = 0. Операторы —А и —А* диссипативны в 1/2(0,/). Оператор Ао 
имеет на 1/2(0,/) ограниченный обратный AQ lg = е~ж JQ

X esg(s) ds. Выполняются неравенства 
вида (5) 

|(Vs>MI = У е~* (J е»д(в)л)ЩЛг < [А£1д]Ц \h(s)\2 ds^j , 

так как 
2 

dx. 
0 0 0 

2. Теорема существования. Сначала введем пространства и дадим определение слабых, 
сильных и гладких решений нашей задачи Коши. 

Пусть Hf и Щ~ - антидвойственные гильбертовы пространства к гильбертовым про­
странствам Я * и Я е * + , которые получаются замыканием множеств D(A(t)) и D(A*(t)) по 
эрмитовым нормам и (-)ф из (3) и (4) соответственно. Обозначим VT = 1/2(]0,Т[,Я^~), 
W = L 2 ( ] 0 , T [ , # ) и «*-=£ 2 ( ]о ,т[ ,я; - ) . 

Определение 1. Функция и еН называется слабым решением задачи Коши (1), (2) для 
/ Е Н*~ и no Е Я, если 

т т 

| { ( и ( « М * ( * ) ^ J(f(t)Mt))(t)dt + (uoM0)) 
о о 

для всех (/? Е таких, что </?(£) Е D(A*(£)) V< Е [0,Т], слабая производная dtp/dt, A*(t)(p€'H 
и (р(Т) = 0, где (•,•)(*) - полуторалинейные формы антидвойственности между Я * + и Щ~~. 

Определение 2. Функция и € Н называется сильным решением задачи Коши (1), (2) 
для / Е Н~ и щ Е Я, если существует последовательность ип € V = {й € Н : u(t) Е £>(А(£)) 
Vi Е [0,Г]; du/dt, A(t)u Е такая, что ип -» и в C(t)un -> f в Н~ и Ы п и 0 в Я 
сильно при п —> оо. 

Определение 3 . Функция и е Т> называется гладким решением задачи Коши (1), (2) 
Для / Е Н и щ Е D ( J 4 ( 0 ) ) , если она удовлетворяет уравнению (1) при п.в. t и начальному 
условию (2). 

Каждое гладкое решение задачи Коши (1), (2) является ее сильным решением и каждое 
сильное решение задачи Коши (1), (2), принадлежащее множеству Z>, является ее гладким 
решением. При / Е Н каждое сильное решение задачи Коши (1), (2) является ее слабым 
решением и каждое слабое решение задачи Коши (1), (2), для которого существует соответ­
ствующая аппроксимирующая последовательность ип из определения 2, является ее сильным 
решением. 

Имеет место теорема существования слабых решений. 
Теорема 1. Если выполняется условие I, то для каждых / Е Н*~ и щ Е Я существует 

слабое решение и Е % задачи Коши (1), (2). 
Доказательство состоит в применении следующей проекционной теоремы из [1, с. 37]. 
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Теорема 2. Пусть F - гильбертово пространство с эрмитовой нормой \\ • \\р и Ф -
предгильбертово пространство с эрмитовой нормой ||| -непрерывно вложенное в F, т.е. 
существует постоянная с\ > 0 такая, что ||</?||F < С4||М11 £ Ф. Задана полуторали-
нейная форма Е(и,(р) на F х Ф, которая при каждом (р G Ф непрерывна по и на F, и су¬ 
ществует такая постоянная с$ > 0, что \Е{^р^ф)\ > с.5 | |М1| 2 \/(р G Ф. Если антилинейный 
функционал L((p) непрерывен по кр на Ф, то существует элемент u G f , удовлетворяющий 
уравнению Е(и, tp) = L(cp) \/(р G Ф. 

На гильбертовом пространстве F = Н и предгильбертовом пространстве 

ф = {ср е U : <p(i) G 1>(Л*(*)) V* G [О, Г ] ; слабая производная dtp/dt, A*{t)(p G U\ (p{T) = 0} 

с эрмитовой нормой 
^ 1 /2 

НМН = ( / м * ) > ? о л + И 0 ) | 2 ) 
о 

возьмем полуторалинейную форму 

E(u,<p) = j е 2 с ° ' { ( ^ 

о 

и антилипейный функционал 

т 

= f (№Mt))(t) ^ + К , y>(0)). 
b 

При каждом </? G Ф форма i?(i/,, </?) очевидно непрерывна по и на F — Н и, как показывает 
интегрирование по частям, ома не вырождена, т.е. ReE(ip,(p) > (1/2)\\\(р\\\2 \/ср G Ф. При 
каждых / G T-L*~ и иц G i / функционал £(<£?) очевидно непрерывен по ср на Ф. А поскольку 
оператор умножения на ехр(2со£) является гомеоморфизмом в то теорема 1 доказана. 

Замечание 3. Согласно теореме 2 из [2], в других предположениях, в том числе при 
условии I и существовании сильной производной dA^l{t)/dt^ удовлетворяющей условию 
A0(t)(dAQ]{t)/dt) G Loo(]0,Т[,£(Я)) (см. [3]), для каждых / G W и щ G Н задача Ко-
ши (1), (2) имеет единственное сильное решение и Е И , для которого 

т т 

ыр^ |u(*) | 2 + J[u{t))2

t) dt < е 2 с о Т ( J[f(t)}2

{_t) dt + |u 0 | 

b о 

где [•](_«) - нормы гильбертовых пространств Hf. В теореме 3 из [2] указаны дополнительные 
ограничения на операторы A(t), при которых для каждых / G И и wo G £)(А(0)) эти сильные 
решения будут гладкими. 

3. Теорема единственности. В отличие от сильных решений дифференциально-опера­
торных уравнений, для которых более проблематичным, как правило, бывает доказательство 
существования, для их слабых решений более затруднительным обычно является доказатель­
ство единственности. Справедлива 

Теорема 3. Если выполняются условия I-III, то для каждых f G Н*~ и щ G Н слабое 
решение и ЕЛ задачи Коши (1), (2) единственно. 

Доказательство. Пусть и G И - слабое решение задачи Коши (1), (2) при / = 0 и щ — 0. 
Тогда 

Т 
j{(u(t),A*(t)<p(t))- («(*), ^)}<*< = 0 V(,p G Ф. 
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Положив <р = AQ
 l(t)w, где w(t) = — ffe 2csu(s)ds или и = e2ct(dw/dt) и w(T) = 0 , и взяв 

вещественную часть, получим 

» e / ^ { ( t - ) - ( f , ^ - ' ( . ) - + ^ - + ^-(0^)}*-a 
О 

Интегрируя по частям в первом скалярном произведении, имеем 

т т 2 

\\w(0)\2 + c J e2ct\w\2dt + J e 2 * ^ - 1 ^ ) ^ dt + 

о 0 ^ 

T 

+ R e | e

2 c ^ , c 0 ^ ( 7 ) 

о 

Согласно неравенствам ( 5 ) и ( 6 ) , левая часть равенства ( 7 ) оценивается снизу величиной 

т т т 

с J <**\w\*dt + / ^ ( ^ ( О ^ ) dt-(c2 + c3) J e2ct(K-\t)d^ |w|cft, 

о о Ф 0 ^ 

применяя в которой неравенство Коши-Буняковского, приходим к неравенству 

/ > М 2 < Й < О . 

О 

Отсюда при с > (с2 + с з ) 2 / 4 заключаем, что w = 0 и, значит, w = 0 в И. Теорема 3 доказана. 
Замечание 4. В предположениях теоремы 3 для всех слабых решений и G Н задачи 

Коши ( 1 ) , ( 2 ) выполняется априорная оценка 

т т 

J |и(*)|2 d*- < ^ ( /</(*)>(-*) * + 1^| 2 ), 
о 1 о 

где (•)(-£) - нормы в гильбертовых пространствах Щ~, которая выводится так же, как в 
[1, замечание 1.2, с. 3 8 ] . 

Замечание 5. Аналогичные теоремам 1 и 3 результаты Лионса, соответствующие случаю 
гладких операторных коэффициентов, сформулированы в теореме 1.1 и доказаны в [1 , с. 129— 
135] . Эта теорема дает достаточные условия существования единственных лишь гладких ре­
шений задачи Коши ( 1 ) , ( 2 ) и лишь тогда, когда при каждом t G [О,Т] главная часть A\(t) 
операторного коэффициента A(i) является самосопряженным оператором в Н. Кроме этого, 
в ней дополнительно предполагается, что выполняются неравенства ( 3 ) и неравенства ( 6 ) для 
Ai(t) (см. замечание 6 ) при h = д. Отметим, что для самосопряженных операторов A(t) 
неравенства ( 5 ) всегда выполняются. 

4 . Построение операторов A(t). Укажем в теореме 4 одно семейство операторов A(i) : 
Я D D(A(t)) -> Я , которые удовлетворяют условиям I—III. 

Пусть некоторое гильбертово пространство V непрерывно вложено в Я и множества 
D(A(t)), t G [О,Г], являются замкнутыми подпространствами пространства У, в частности, 
D(A(t)) С V С Я , t G [О,Г]. Обозначим через Р(£), t G [0,Т] , операторы ортогонального 
проектирования пространства V на D(A(t)). Будем предполагать выполненными следующие 
свойства. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 42 № 5 2006 



634 ЛОМОВЦЕВ 

Ii. Линейные замкнутые операторы A(t) (их сопряженные операторы А*(£)), t Е [0,Т], 
в Я с зависящими от t областями определения D(A(t)) (D(A*(t))) полуограничены снизу, 
т.е. выполняются неравенства (3) ((4)) соответственно. 

Hi. Операторы A(t) удовлетворяют неравенствам (5) без множителя cq в их левых 
частях. 

IIIi. Проекционные операторы P(t) : V -> V обладают свойствами: 
i) при каждом и Е V функция P(t)u сильно непрерывна по t на [0,Т] в V и при п.в. t 

последовательность 

r~l(P{t + г) - P{t))u -> P'{t)u слабо в V при г -> 0; 

ii) при каждом # Е Я функции и(£) = А ^ 1 ^ ) ^ сильно непрерывны по £ на [0, Т] в У и 
при п.в. £ последовательность 

r _ 1 P ( t + r)(ti(t + т) - u(t)) -> P(t)ti'(t) слабо в V при г —> 0; 

iii) слабая производная n'(£) = P'(£)n(t) + P(t)vf(t) в V при п.в. t удовлетворяет нера­
венствам 

\(u'(t),h)\<c4[u(t)}(t)\h\ Vu(t) € D(A(t)), У Л е Я , (8) 

где постоянная С4>0 не зависит от и, h и £. 
Теорема 4. Операторы A(t), обладающие свойствами 1\ удовлетворяют услови­

ям I-III соответственно. 
Доказательство. Остается убедиться лишь в справедливости неравенств (6). Для каждого 

g Е Я функции u(t) = Aq l(t)g Е D(A(t)). Будем говорить, что Uk —> и слабо в V при к - » оо, 
если при каждом v Е V скалярное произведение в V ((щ — u, v)) —> 0 при к оо. Если в 
тождествах 

T~l(u(t + т) - ti(*)) = r~ x[P(t + г) - P(«)]u(t) + T~lP(t + r)[u(* + т) - ti(<)] 

перейдем к слабому пределу в V при т -> 0, то благодаря свойству IIIi при п.в. t и любых 
h Е Я будем иметь равенства 

((dAul(t)/dt)g,h) = (м'(0,Л) = (*"(*)«(<) +Р(*)«'(*),Л). 
Согласно замечанию 1, оценки (8) эквивалентны неравенствам (6). Теорема 4 доказана. 

Замечание 6. Теорема 4 обобщает теорему 5.1 из [1, с. 138] для симметрических опе­
раторов на несимметрические операторы. В теореме 5.1 операторы P(t) проектируют не на 

D(A(t))1 как в теореме 4, а фактически на области D(A^2(t)) квадратных корней A^2(t) са­
мосопряженных главных частей A\(t) операторов A(t). Ограничения Ii — IIIi представляют 
собой некоторое обобщение соответствующих ограничений Лионса на случай несамосопряжен­
ных главных частей A\(t) операторов A(t). В отличие от его ограничений на самосопряжен­
ные главные части A\(t), которые задаются полуторалинейными эрмитовыми формами, наши 
ограничения Ii-IIIi сформулированы на A(t) и в чисто операторной форме. 

5. Примеры областей определения D(A(t)). Пусть £2 - ограниченная область из W1 

переменных х = (# i , . . . , # п ) с гладкой границей S Е С 0 0 . Приведем два примера областей 
D(A(t))y которые удовлетворяют свойству IIIi в Я = 1,2(^)-

1. В теории краевых задач первый пример можно использовать в случае симметрических 
главных частей операторов A(t). Известно [1, теорема 3.2, с. 17], что для каждой функ­
ции и из пространства Соболева V = И ^ ™ ^ ) на S определены значения ее производных 

^fju = д^и/диЭ Е W ^ m ~ J ~ l y / 2 ( S ' ) , 0 < j < 2т — 1, по внешней нормали v к S. Если все коэф­
фициенты aij принадлежат множеству B([0,T],£(W%m~l~l^2(S))) всех функций, ограничен­
ных при каждом t Е [0, Т] по норме линейных непрерывных отображений в цг2гп~г~1/2 

то имеют смысл граничные условия 

Г,(*)и = 7,-и(ж')- ] Г OijM-yMx') = 0, x'eS, j G J 2 m , i € [ 0 , T ] , m = l , 2 , . . . , (9) 
i€J-2m 
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где множества J 2 m = { j s G [ 0 , . . . , 2m - 1] : 1 < s < m) и J_ 2 m = [ 0 , . . . , 2m - 1] \ J 2 m -
разность множеств [0, . . . , 2 m — 1] и J 2 m , т.е. дополнение множества J 2 m до множества 
[ 0 , . . . , 2 m - 1 ] . Обозначим D{A(t)) = {u{t) G W$m{Q) : u(t) G (9), A(t)tx(t) G L 2 ( f i ) } , где 

= £ H < 2 m M M № D$ = D% • • • D%, £>g" = д*/дх?, a = ( a b . . . , a n ) G и 

| a | = a i + . . . + a n . Рассмотрим операторы : Z/ 2(fi) D Z?(J4(<)) Э и - > G £ 2 ( f i ) , 

*E[o ,TJ. 
Теорема 5. Пусть коэффициенты Dx(ia G C ( [ 0 , T ] x £i), \(3\ < |a|, npu n.e. T имеют 

производную daa/dt G LOO(]0,T[ x f i ) , |a| < 2m, и дифференциальные выражения A(t) с 
граничными условиями (9) удовлетворяют свойствам 1\ и П\ и Ao(t) = A(t) + CQI коэр-
цитивны в W | m ( f i ) , т.е. при всех t G [0,Т] выполняются неравенства 

\Ht)\\2mtn < c5\\Ao(t)u(t)\\0,n Vu(t) G D(A{t)), (10) 

где || • ||p,r» - нормы в W^ity, VF2($1) = I/ 2(£2), и постоянная c$ > 0 не зависит от 
и и t. Пусть их сопряженными операторами в L 2 ( f i ) являются некоторые дифференци­
альные выражения A*(t) = Yj\Q\<2mAA(^Х)Щ> ^ o W = + с о / , с коэффициентами 

DxO>*a € C Q O j T 1 ] х £2), da^/df G L q o Q O , T [ x£2), |/?| < |a| < 2m, и с некоторыми граничными 
условиями {rj(t)}j*m , которые удовлетворяют неравенствам 

\\(dA*(t)/dt)v(t)\\op, < C6||iS(0«(*)llo,n Mt) е D(A*(t)), (11) 

где постоянная eg > 0 не зависит от v и t. Если все коэффициенты aij сильно непре­

рывны по t в W 2 m % l^2(S) и при п.в. t имеют в W2m~l~l^2(S) слабую производную G 

G L O O ( ] 0 , T [ , £ ( W 2

2 m " i _ 1 / 2 ( 5 ) ) ) по t такую, что 

\Kj(thMt)\\0ls < Cij[u(t)]{t) Vu(t) G D{A{t)), i G J _ 2 M , j G J 2 M , (12) 

где постоянные Cij > 0 не зависят от и и t, то проекционные операторы P(t) : w ( f i ) —> 
->> D(A(t)) удовлетворяют свойству IIIi. 

Доказательство. При каждом t G [0,Т] области D(A(t)) являются замкнутыми подпро­
странствами пространства W^i^t). Пусть последовательность щ G D(A(t)) сходится к uo(t) 
в W2m{£l) при к -> со . Тогда в силу теоремы 3.2 из [1, с. 17] значения граничных операторов 

Tj(t)uk(t) = 0 сходятся к граничным операторам Fj(t)uo(t) = 0 в W%m~:*~1/2(S), j G J 2 m , 
при к -> со, т.е. гхо(*) G D(A(t)). 

Разложим гильбертово пространство W^ify в прямую сумму 

w$m(ty = w2

2

m{si) Е w2

2m(fi), 

где V V 2

m ( f i ) - ортогональное подпространство к пространству Соболева H ^ 2

m ( f i ) - множеству 
всех функций и G W 2 m ( f i ) , для которых JJU\S = 0, 0 < j < 2m — 1. По упомянутой теоре­
ме 3.2 линейное отображение сужения 7 = { 7 0 , . . . , 7 2 m - i } является изоморфизмом гильберто­
ва пространства W 2 m ( 0 ) на произведение гильбертовых пространств П̂ Го"* W2m~'*~l^2(S). 

Определим проекционные операторы P(t) : W^iSl) -> D(A(t)) с помощью граничных 
операторов ГД£), j G J 2 m , иначе, чем в [1, с. 143], но эквивалентным и более общим способом. 

Определение 4. Для функции и G 1/F 2

2 m(0) проекции P(t)u = u(t) тогда, когда u(t)e{9) 
и inf | | i i - v ( t ) | | 2 m > n = \\и - u(t)\\2mfl повеем v(t) G D(A(t)), T G [ 0 , T ] . 

v(t) 

Покажем, что эти проекторы P(t) удовлетворяют свойству IIIi при V = И^ 7 7 1 (£]!). 
Сначала докажем лемму, которая явно описывает действие проекторов P(t). 
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Лемма 1. Пусть в пространстве W^i^l) заданы проекционные операторы P(t) на 
D(A(t)). Для каждой функции и G W^ity существует единственная функция u(t) G 
G D(A(t)) с граничными значениями 

i<j 

jju(t) = ])Г aij(t)jiu, j G J 2 m , lju{t) = 7 j u , j £ J2m, (13) 
i€J-2m 

из W2m~j~l/2{S), 0 < j < 2m - 1, такая, что P(t)u = u{t) в W$m(Sl) при всех t G [0,T] . 
Доказательство. Благодаря отображению 7 - 1 , обратному отображению 7 , при каждом 

t G [О, Г ] для граничных значений (13) существует единственная функция u(t) G W 2

m ( f i ) . 
По построению u(t) G £>(А(£)). Для всех t G [0,Т] и v(t) G jD(A(t)) квадрат расстояния 
lh - v ( t ) | | | m > n эквивалентен 

2 m - 1 

£ ||7i(«-«(«))|lL-i-l/2,S = 

i<j i<j 

] C ъ и ~ Yl <иАг)ъи+ ^j^biiu - v{t)) 
2 

+ 
2m-j-l/2,S 

минимум которого, очевидно, достигается при v(t) = u(t). Это означает, что P(t)u = u(t) в 
ty 2

2 m(^) П Р И в с е х * ^ [О?Т]. Лемма 1 доказана. 
1). При каждом и G W2

m(Q) Функция P(t)u = u(t) сильно непрерывна по t на [О,Г] 

в И / 2 Ш ( ^ ) 5

 Т а к к а к в (13) коэффициенты а у сильно непрерывны по t в ^(W^'^^iS)), 
i G J_2m? j G J 2 m , и непрерывно отображение поднятия 7 - 1 , где 7 - 1 - обратный указанному 
выше изоморфизму 7 пространства W 2

m ( f i ) на произведение П^о" 1 W2m~^~l^{S). Найдем 
слабую производную P'(t) в PV|m(ft). 

Лемма 2. Пусть выполняются предположения теоремы 5 (без неравенств (10)-(12)). 
Тогда для любой и G W 2

m ( f 2 ) при п.в. t существует функция w(t) G W 2

m ( f i ) с граничными 
значениями 

jju'(t) = ] Г a-j(t)7iu, j G J 2 m , 7ju ,(*) = °> 3 $ J2m, (14) 
J-2m 

из W2m~^~l^2{S), 0 < j < 2m — 1, где функция u(t) из леммы 1, такая, что P'(t)u — w(t) 
в W$m{Vt) при п. в. t. 

Доказательство. В граничных данных (13) при п.в. t перейдем к слабым пределам в 
r~l(u(t + т) — u(t)) в пространствах И ^ 7 7 1 - ' 7 " ^ ^ ) , 0 < j < 2т — 1, при г —> 0 и благо­
даря слабой дифференцируемое™ коэффициентов a y по t в ^ И ^ ™ - 2 - 1 ^ 2 ^ ) ) , i G J - 2 m , 
j G J 2 m , получим граничные значения (14), которым отображение продолжения 7 " 1 ставит 
в соответствие единственную функцию w(t) G W 2

m ( f i ) . А поскольку изоморфизм 7 " 1 пе­
реводит слабо сходящиеся последовательности из П j ™о~1 W 2

m 3 1^2(S) в слабо сходящиеся 
последовательности из W 2

w ( f i ) и наоборот, то P'(t)u = w(t) в W^fil) при п.в. t. Лемма 2 
и тем самым свойство i) проекторов P(t) доказаны. 

2). Если дифференциальные операторы A(t) удовлетворяют условию Д , то на I / 2 (f i ) су­
ществуют ограниченные обратные операторы A^l(t) и u(t) = А^1(1)д G D(A(t)) для любых 
g G L 2 ( f i ) . Пусть для произвольного фиксированного значения £0 G [О, Т] некоторая последо­
вательность tp —> to при р —> оо. В силу неравенства | | ^ ( t ) | | 2 m ? c ! < С5||д||о,гь которое вытекает 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 42 № 5 2006 



ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРИИ ЛИОНСА 637 

из (Ю), можно извлечь ее подпоследовательность —>• to такую, что u(tk) —> wo слабо в 
ДОг|т(£]) при к —> оо. Переходя к слабым пределам в граничных операторах Yj(tk)u(tk) = 0 

в W^-J-1/2(S), j € J 2 m , при к —» оо благодаря сильной непрерывности их коэффициентов 

aij по t в £ ( Ж 2

2 т " г _ 1 / 2 ( 5 ) ) , г Е J -2m, j £ <Л>т, получаем Г Д ^ г и о = 0 , j е J2m, т.е. 
u;0 G D(A(to)). Значит, существует функция до G Ь2{0) такая, что Ао(^о)^о = Зо- В силу 
непрерывности коэффициентов а* сопряженных операторов по t при каждом г? Е W^i^l) 

~ о 
норма ||I4O(</fe)v - Ао(*оН1о,п -> 0 при к —> оо и, следовательно, для всех г> Е W2{Sl) стре­
мятся к нулю при к —> сю правые части равенств 

K f f - 0 O ) o , n = i[A*0{tk) - A*Q(t0)]v,u{tk))0yn + (A*0(t0)v,u(tk) - w 0 ) o , n -

Символами (-,-)р,га обозначаем скалярные произведения в W^i^l)- А поскольку множество 

Wfn(Q.) плотно в L2(il), то д0 = д в 1/2(0) и, значит, u>o = А^" 1 ^)* / = г ^ о ) , т.е. u{tk) -> ̂ (^о) 
слабо в V F 2

2 w ( ^ ) П Р И & —» оо. Ввиду произвольности последовательности £ р отсюда следует 
слабая непрерывность функций u(t) = A^l{t)g по £ на [0,Т] в И ^ Ч ^ ) -

Покажем, что функции u(t) сильно непрерывны по t в W^ify. В силу неравенств 
\\u(t) - u(to)hm,n < Cf>\\Ao(t)[u(t) - гл(*о)]||о,п Для этого достаточно показать, что их пра­
вые части стремятся к нулю при t - » to- Очевидно, что при каждом и Е W2171^) норма 
||Ло(/)м — Ао(^о)гл||о,п —> 0 при t —»• ^о, так как коэффициенты аа исходных дифференциаль­
ных операторов непрерывны по t и, значит, норма ||Ло(£)г/||о,Г2 —> IIА)(£о)^||о,п при t —> to-
Поэтому для '/;,(£) = A^l(t)g квадраты норм 

| |Л 0 (0«(*) - 4>(*M*o)||i),n = Из11о,п - 2Re( 5 , io(t)«(*o))o,n + 114>(*М<о)11о,п 

СТрСМЯТСЯ К ИуЛЮ При t —> t{). 

Теперь с помощью леммы 2 установим слабую дифференцируемость u(t) по t. 
Лемма 3. Пусть выполняются предполооюения теоремы 5 (без неравенств (11) и (12)). 

Тогда при каэюдом g Е L2{Ct) для функции u(t) = А ^ 1 ^ ) ^ при п.в. t 

r'lP{t + r)(u{t + г) - u(t)) -> w(t) слабо в W%m(Q) при г -> О 

7/ существует единственная функция wit) Е W 2 m ( 0 ) с граничными значениями (Ц) при 
и = ?/(£) такая, что при п.в. t 

u!{t) = - А о Ч * ) ( 0 А ( * ) / 3 ^ ( 15 ) 

P(«)u'(t) = - Л о ^ (̂̂ O/̂ tiW " A^(t)A0(t)w(t). (16) 

Доказательство. При каждом t Е [О,Г] для функций u{t) Е D ( A ( t ) ) и v Е W^l™^) 
справедливы тождества 

r-l{P(t + r)[u(t + г) - u(t)],v)2mfl = r~l([P(t + т) - P{t)]u(t + г) , v ) 2 m , n -

- T-\[P{t + Г) - P(t)]u(t),v)2m,Q + T-l(P{t)[u(t + Г) - U{% V)2min. (17) 

В силу слабой дифференцируемости самосопряженных операторов P{t) по t при п.в. £ и 
сильной непрерывности функции u(t) по t на [О,Г] в V F | m ( ^ ) при п.в. £ для первого сла­
гаемого в правой части равенства (17) при г —> 0 имеем 

г""1 ( [P(i + г ) - P(*)]tz(i + т ) , t ; ) 2 m ,n = r-\u(t + т ) , [Р(* + г ) - P(«)]v) 2 m,n -> (tx(«), P , ( t ) ^ ) 2 m , n , 

а второе слагаемое, согласно лемме 2, при п.в. t и имеет предел, равный (Pf(t)u(t), v)2m,n-
Для вычисления предела третьего слагаемого в правой части равенства (17) нам понадобится 
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Лемма 4 [1, с. 144]. Пусть выполняются предположения леммы 3 и P(t) : W2

m(Q) -> 
-» D(A(t)) - операторы ортогонального проектирования. Тогда для каждых u,v G W2

m(Q,) 
существуют функции wT(t) (соответственно функции vT(t) ) из W2

m(Q,) такие, что спра­
ведливо включение P(t + т)и — wT(t) G D(A(t)) (соответственно включение P(t)v — vT(t) G 
G D(A(t + г ) ) ) и при п.в. t r~lwT(t) —> (соответственно r~lvT(t) —>• г/(<) ^ слабо в 
W 2

2 m ( f t ) при т -> 0. 
Доказательство. Д л я доказательства утверждений в круглых скобках к граничным 

условиям 

7 j v r ( t ) - ^2 + г)7г^т(0 = - ]Г Kj(* + т) - aij{t)]jiv{t), j G J 2 m , (18) 

добавим граничные условия 

7jM*)=0, i ^ J 2 m , (19) 
и no полученным граничным значениям 7jt> r(£), 0 < j < 2m — 1, с помощью отображения 
7 " 1 отыщем функции г>г(£) € W f m ( f i ) , для которых по построению v(t) —vT(t) G . D ( A ( £ + T ) ) 
для всех малых т. Переходя в r~lvr{t) к слабому пределу в W2

m(Q) при г -> 0, с помощью 
формул (18) и (19) приходим к граничным значениям 

i<j 

7.У № = ~ Y1 аЫ')7г*>(*), 3 е J 2 m , 7 ^ ' № = °> 3 i J 2 m , 

которым, согласно отображению продолжения 7 - 1 , соответствует некоторая функция v'(t) G 
G W | m ( 0 ) . Справедливость второго утверждения леммы 4 установлена. Справедливость пер­
вого утверждения этой леммы устанавливается аналогично. Лемма 4 доказана. 

Итак, по второму утверждению леммы 4 и основным свойствам проекторов P(t) справед­
ливы тождества 

2 т , П — ( ^ ( ^ Н ~ ^ ) ^ 7 ^ ( ^ ) ^ ~ ^ т ( ^ ) ) 2 т , П + ( ^ ( ^ + ^ ) ^ ? ^ г ( ^ ) ) 2 т , Г 2 ~ ( ^ ? ^ ( * ) ' У ) 2 т , ^ — 

= {u,P(t)v-VT(t))2m,n + {P{t + T)u,VT{t))2rn,n - {u,P{t)v)2m,n = (P(t + T)U - U, Vr(t))2mfl-

Отсюда видим, что при п.в. t и каждом v G W^ify 

T~l(P{t)[u(t + г) - U ( t ) ] , v ) 2 m f n "> - t i , t 7 , ( t ) ) 2 m > n П Р И T - > 0. 

В итоге, суммируя найденные пределы для слагаемых из правой части тождеств (17), по­
лучаем, что при п.в. t и каждом г; G W2

m(£l) имеет место сходимость 

T~\P{t + T)[u(t + Т) - U(t)], v ) 2 m , n -> (P(t)u - U, v'(t))2mfl П Р И T У 0, 

и, следовательно, функции г/(<) = Н*)? П Р И п - в - * имеют слабую производную по £ 
в W^ify. Свойство ii) проекторов P(t) доказано. 

Найдем эту слабую производную. Вычисление слабых производных по t в уравнениях 
Ao(t)u(t) = g в пространстве И^2 т (Л) и в граничных условиях (9) в пространствах 
W2m~^~1^2(S)1 0 < j < 2m — 1, при п.в. t приводит к граничным задачам 

A0(t)u'{t) = ~{dA{t)/dt)u(t), х G ft, 

i<j 

rj(t)u,(t)= ]Г j e J 2 m . 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 42 №5 2006 



ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРИИ ЛИОНСА 639 

Как уже показано, при п.в. t граничным данным (14) при и = u(t) соответствует функция 
w(t) G W 2 m ( f t ) . Тогда функция w(t) = uf(t) - w(t) при п.в. t является решением граничных 
задач 

A0(t)w(t) = ~(dA(t)/dt)u{t) - A0(t)w(t), х G ft, 

Г , ( * М * ) = 0 , j G J 2 m , 

и, следовательно, при п.в. t w(t) = - A Q L ( t ) (9A( t ) /9 t )u ( t ) - AQl(t)A0(t)w(t) и производная 
г/(£) выражается формулой (15). 

При п.в. t и всех v(t) G Z)(j4(t)) квадрат расстояния \\u'(t) - ^ ( £ ) | | 2 ш ? п эквивалентен 

2 m - 1 

2 H 7 i ( « ' ( « ) - « ( t ) ) l l L - i - W = 

г<1 2 

£ 7i(i.'(t)-t»(t))+ Е ви(*)7.-М«)-«(*)) + £ ll7i(«'(<)-t;W)||L-,-i/2,s. 
2 m - j - l / 2 , S ^ j . 2m 

минимум которого благодаря граничным данным (14) при и = и(£) очевидно достигается 
при v(t) = w(t). Это означает, что P(t)uf(t) = ti;(t) в W 2

2 m ( f t ) и тем самым равенство (16) 
выполняется при п.в. t. Лемма 3 доказана. 

3). Итак, переходя к сопряженному оператору в Ь2{Г1), согласно формуле (15), при п.в. t 
и всех h G £2(f t ) имеем равенства 

И*)>Л)о,п = -(u(«), (di*(*)/at)i4S-1(<)A)o fn - ( V W ^ M W ) - t5(t),h)0,n- (20) 

Для первого слагаемого из правой части этого равенства искомые оценки (8) следуют из усло­
вия Hi и ограниченности операторов (dA*(t)/dt)Al~l(t) G L o o ( ] 0 , T [ , £ ( # ) ) в силу нера­
венств (11). Оценим второе слагаемое из правой части (20). Применение формулы Грина ин­
тегрирования по частям приводит к неравенству 

( 2т-1 ч 

1 1 < л + £ | М 1 Ы V ^ G ^ ( f t ) , (21) 
где постоянная c-j > 1 не зависит от v и t. Сопряженным оператором к изометрии [4, с. 20-56] 

2 m - l 

7 : W 2

2 m ( f t ) -> J J W2m~j~l/2(S) 
j=o 

является изометрия 7* : П^о"1 H ^ " ^ 2 w " " J ' " 1 ^ ( 5 ) -> W ^ 2 m ( f t ) антидвойственных пространств 

U2~olW2(2m~J'l/2)(S) и W 2 " 2 m ( f t ) к пространствам П^о"1 W2m-j~1/2(S) и W 2™(ft) соот­

ветственно. Сужением отображения 7* на П^о"1 W2m~^~'l^2(S) является отображение 7" 1 . 

Применив основную теорему об интерполяции из [4, с. 41] к оператору 

( 2 г а - 1 ч у 2 т - 1 v 

J ] W 2

2 m - J - 1 / 2 ( 5 ) , W 2

2 m ( f t ) J П £ ( Ц W 2 - ( 2 m - j - 1 / 2 ) ( 5 ) , W 2 - 2 m ( f t ) ) 

по параметру 0 е ] О , 1 [ , при 0 = 1/2 будем иметь включение 7* е£Ц\2=о1 Щ j l,2(S),L2(Sl)). 
т.е. неравенство 

2 т - 1 

1М1о,П < С 8 Е H7i«ll i , - -1/2,S V W € ^ 2

2 т ( « ) , (22) 

i=o 
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где постоянная с% > 0 не зависит от v и t. Тогда искомые оценки (8) для второго слагаемого 
в (20) следуют из неравенств (21), (22) и (12) согласно граничным данным (14) при и = u(t). 
Свойство in) проекторов P(t) выполняется. Теорема 5 доказана. 

Замечание 7. Аналогичные граничные условия Лионса [1, с 142] являются частным слу­
чаем условий (9) при J-2m — [0, . . . , f c o ] , < m — 1, н е Д л я самих операторов A(t), как у 

1 /2 
нас, а для квадратных корней А / (£) (см. замечание 6). Непрерывную дифференцируемость 
по t коэффициентов уравнений и граничных условий Лионса нам удалось ослабить до их 
непрерывности по t и дифференцируемости при п.в. t. 
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