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§ 1. Введение

Для заданной C∗-алгебры A и эндоморфизма α существуют разные способы
построения новой C∗-алгебры (расширения A), называемой скрещенным про-
изведением A на α. Удачные конструкции такого типа предъявлены, например,
в работах Кунца и Кригера [1], [2], Пашке [3], Стэйси [4], Мёрфи [5], Экселя [6] и
Квасьневского [7]. Среди них скрещенное произведение Экселя из [6] является
наиболее общей конструкцией, поскольку все остальные тем или иным обра-
зом могут быть сведены к ней. Однако, строго говоря, последнее утверждение
справедливо не до конца. Здесь имеется в виду следующее. В конструкции
Экселя (см. определение 4.10) начальными являются два объекта – эндомор-
физм α исходной C∗-алгебры A и трансфер-оператор L , удовлетворяющий
некоторым соотношениям. Затем скрещенное произведение определяется как
универсальная обертывающая C∗-алгебра, порожденная алгеброй A и операто-
ром S, который порождает трансфер-оператор и удовлетворяет предписанным
соотношениям. В противоположность этому скрещенное произведение Квась-
невского (см. п. 4.6) не содержит трансфер-оператора среди начальных объек-
тов. То же касается и алгебры Кунца–Кригера (см. п. 4.3). Работа Экселя [8]
делает ситуацию еще более интригующей – в этой работе исчез эндоморфизм.
Скрещенное произведение Экселя также обладает определенным “дефектом”:
как показали Браунлав и Райберн в [9], оно не всегда содержит исходную ал-
гебру A и, таким образом, не всегда является расширением A. Вышесказанное
означает, что естественный вопрос о том, какова общая “конструкция” скре-
щенного произведения, все еще ожидает ответа.

В настоящей статье мы исследуем данный вопрос еще с одной стороны.
В работе Лебедева и Одзиевича [10] введено понятие так называемой ал-

гебры коэффициентов и показано, что этот объект играет принципиальную
роль в расширениях C∗-алгебр с помощью частичных изометрий. В работе
Бахтина и Лебедева [11] получен критерий того, что C∗-алгебра является ал-
геброй коэффициентов, ассоциированной с данным эндоморфизмом. Опираясь
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на результаты этих работ, мы приходим к некоторой конструкции скрещенно-
го произведения. Она оказывается проще и “естественнее” конструкции Эксе-
ля. Обсуждение данного скрещенного произведения и является главной темой
статьи.

Работа построена следующим образом.
В § 2 мы приводим необходимые сведения об алгебрах коэффициентов и

трансфер-операторах, заимствованные из [6], [10], [11], а также вводим поня-
тие скрещенного произведения. Описанию внутренней структуры введенного
скрещенного произведения посвящен § 3. Здесь, в частности, получен критерий
точности для представления скрещенного произведения и описано регулярное
представление. В § 4 проведено сравнение введенного скрещенного произве-
дения с уже существующими востребованными конструкциями. Оказывается,
что оно покрывает “почти все” из них. В частности, в “наиболее популярной”
ситуации, когда все степени трансфер-оператора порождены частичными изо-
метриями, оно совпадает со скрещенным произведением Экселя, но для другой
алгебры, другого эндоморфизма и другого трансфер-оператора. Заключитель-
ный § 5 посвящен обсуждению “общей конструкции” скрещенного произведе-
ния. Хотя этот параграф не содержит строгих результатов, мы считаем его
очень важным, поскольку в нем изложена “общая философия” скрещенного
произведения (как она нам представляется).

Работа является переработанной версией электронного препринта [12].

§ 2. Алгебры коэффициентов,
трансфер-операторы, скрещенные произведения

Для полноты изложения мы начнем с напоминания ряда определений и фак-
тов, касающихся трансфер-операторов и алгебр коэффициентов. Все они поза-
имствованы из работ [6], [10], [11].

Пусть заданы C∗-алгебра A с единицей 1 и эндоморфизм δ : A → A . Ли-
нейное отображение δ∗ : A → A называется трансфер-оператором для пары
(A , δ), если оно непрерывно, положительно и удовлетворяет тождеству

δ∗(δ(a)b) = aδ∗(b), a, b ∈ A . (2.1)

Предложение 2.1 (см. [6; предложение 2.3]). Пусть δ∗ – трансфер-опера-
тор для пары (A , δ). Тогда следующие три утверждения равносильны:

(i) композиция E = δ ◦ δ∗ является оператором условного математичес-
кого ожидания, отображающим A на δ(A );

(ii) δ ◦ δ∗ ◦ δ = δ ;
(iii) δ(δ∗(1)) = δ(1).

Если равносильные утверждения из предложения 2.1 выполняются, то Эк-
сель называет δ∗ невырожденным трансфер-оператором.

Мы будем называть трансфер-оператор δ∗ полным, если

δδ∗(a) = δ(1)aδ(1), a ∈ A . (2.2)
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Заметим, что полный трансфер-оператор невырожден. В самом деле, из (2.2)
вытекают равенства

δδ∗δ(a) = δ(1)δ(a)δ(1) = δ(a)

и, следовательно, выполняется утверждение (ii) из предложения 2.1.
Следующая теорема дает критерий существования полного трансфер-опера-

тора.

Теорема 2.2 (см. [11; теорема 2.8]). Пусть заданы C∗-алгебра A с едини-
цей 1 и эндоморфизм δ : A → A . Тогда следующие три условия равносильны:

1) существует полный трансфер-оператор δ∗ (для (A , δ));
2) (i) существует невырожденный трансфер-оператор δ∗ ,

(ii) δ(A ) является наследственной подалгеброй A ;
3) (i) существует такой центральный ортогональный проектор P ∈ A ,

что
а) δ(P ) = δ(1),
б) отображение δ : PA → δ(A ) является ∗-изоморфизмом,

(ii) δ(A ) = δ(1)A δ(1).
Более того, трансфер-оператор δ∗ в 1) и 2), а также центральный проек-

тор P в 3) определяются однозначно и удовлетворяют равенствам

P = δ∗(1), (2.3)

δ∗(a) = δ−1
(
δ(1)aδ(1)

)
, a ∈ A , (2.4)

где δ−1 : δ(A )→ PA – отображение, обратное к δ : PA → δ(A ).

Определение 2.3. Пусть A ⊂ L(H) является ∗-подалгеброй, содержащей
единицу 1 из L(H), и V ∈ L(H). Мы будем называть A алгеброй коэффициен-
тов для C∗-алгебры C∗(A, V ), порождаемой A и V , если A и V удовлетворяют
следующим трем условиям:

V a = V AV ∗V, a ∈ A; (2.5)
V aV ∗ ∈ A, a ∈ A; (2.6)
V ∗aV ∈ A, a ∈ A. (2.7)

В [10] и [11] было показано, что вместо (2.5) можно использовать эквива-
лентное условие

V ∗V ∈ Z(A), (2.8)

где Z(A) – центр A, или же условие

V ∗V aV ∗bV = aV ∗bV, a, b ∈ A. (2.9)

Стоит отметить, что из вышеприведенных условий (2.5)–(2.7) автоматически
вытекает, что V является частичной изометрией, а отображение A ∋ a 7→ V aV ∗

является эндоморфизмом (см. [10; предложение 2.2]). Таким образом, учиты-
вая (2.1), мы видим, что C∗-алгебра A ⊂ L(H), содержащая единицу из L(H),
будет алгеброй коэффициентов для C∗(A, V ) в том и только том случае, когда
отображение V · V ∗ : A→ A является эндоморфизмом и одновременно отобра-
жение V ∗ · V : A→ A является трансфер-оператором для V · V ∗.
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Определение 2.4. Пусть δ – эндоморфизм (абстрактной) C∗-алгебры A
с единицей. Будем говорить, что пара (A , δ) отлично представима, если су-
ществует такая тройка (H,π, U), состоящая из гильбертова пространства H,
точного невырожденного представления π : A → L(H) и линейного непрерыв-
ного оператора U : H → H, что для всех a ∈ A выполняются условия

π(δ(a)) = Uπ(a)U∗, U∗π(a)U ∈ π(A ), (2.10)
Uπ(a) = π(δ(a))U, a ∈ A . (2.11)

Иначе говоря, π(A ) является алгеброй коэффициентов для C∗(π(A ), U) при
фиксированном эндоморфизме U · U∗. В этом случае мы будем также назы-
вать A алгеброй коэффициентов, ассоциированной с δ.

В силу рассуждений, следующих за определением 2.3, вместо условия (2.11)
можно использовать равносильное условие

U∗U ∈ Z(π(A )) (2.12)

либо условие

U∗Uπ(a)U∗π(b)U = π(a)U∗π(b)U, a, b ∈ A . (2.13)

В частности, ясно, что отлично представимую пару (A , δ) можно определять
как такую пару, для которой найдется тройка (H,π, U), где π : A → L(H)
является точным невырожденным представлением, U ∈ L(H) и отображение
U ·U∗ совпадает с эндоморфизмом δ на π(A ) в то время как отображение U∗ ·U
является трансфер-оператором для δ.

Поскольку δ – эндоморфизм, δ(1) является проектором. Отсюда и из (2.10)
следует, что UU∗ является проектором, а U – частичной изометрией.

Теорема 2.5 (см. [11; теорема 3.1]). Пара (A , δ) отлично представима то-
гда и только тогда, когда для нее существует полный трансфер-оператор δ∗ .

Определение 2.6. Пусть пара (A , δ) отлично представима. Скрещенное
произведение A на δ (обозначение A ×δ Z или просто A ×Z, когда δ фиксирова-
но) – это универсальная C∗-алгебра с единицей, порожденная такой копией A
и частичной изометрией U , для которых выполняются соотношения

δ(a) = UaU∗, δ∗(a) = U∗aU, a ∈ A , (2.14)

где δ∗ – полный трансфер-оператор для (A , δ) (который существует в силу
теоремы 2.5 и единствен в силу теоремы 2.2). При этом алгебра A называется
алгеброй коэффициентов для A ×δ Z.

Замечание 2.7. Причина, по которой мы используем в обозначении скре-
щенного произведения Z, а не N (как в некоторых других источниках), будет
раскрыта в следующем параграфе.

Теоремы 2.2 и 2.5 гарантируют невырожденность определения 2.6 (т.е. су-
ществование ненулевого представления для A ×δ Z, в котором A содержится
как C∗-подалгебра). Дальнейшее исследование структуры A ×δ Z проводится
в следующем параграфе.



СКРЕЩЕННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ C∗-АЛГЕБРЫ НА ЭНДОМОРФИЗМ 7

§ 3. Точные и регулярные представления
скрещенного произведения

Настоящий параграф посвящен описанию внутренней структуры A ×δ Z.
В качестве главных технических инструментов здесь будут использованы ре-
зультаты из [10] и [11].

3.1. Свойство (∗). Пусть â и Û – канонические образы a ∈ A и U в A ×Z
соответственно. Мы будем отождествлять â с a, это отождествление позволяет
использовать обозначения δ(â) и δ∗(â).

По определению 2.4 и определению скрещенного произведения алгебра Â яв-
ляется алгеброй коэффициентов для A ×δ Z = C∗(Â , Û) (см. определение 2.3).

Предложение 3.1 (см. [10; предложение 2.3]). Пусть A – алгебра коэф-
фициентов для C∗(A, V ). Тогда линейное пространство B0 , состоящее из
конечных сумм

x = V ∗Na−N + · · ·+ V ∗a−1 + a0 + a1V + · · ·+ aNV
N , (3.1)

где ak ∈ A и N ∈ N ∪ {0}, является всюду плотной ∗-подалгеброй в C∗(A, V ).

Поскольку всякая C∗-алгебра может быть точно представлена как C∗-по-
далгебра операторов, действующих в некотором гильбертовом пространстве,
предложение 3.1 влечет следующее

Предложение 3.2. Пространство C0 , состоящее из конечных сумм

x = Û∗N â−N + · · ·+ Û∗â−1 + â0 + â1Û + · · ·+ âN Û
N , (3.2)

где ak ∈ A и N ∈ N ∪ {0}, является всюду плотной ∗-подалгеброй в A ×δ Z.

Определение 3.3. Будем говорить, что алгебра C∗(A, V ) из определе-
ния 2.3 обладает свойством (∗), если для каждого x ∈ B0 (представимого
формулой (3.1)) выполняется неравенство

∥a0∥ 6 ∥x∥. (3.3)

Замечание 3.4. Заметим, что A ×δ Z = C∗(Â , Û) обладает свойством (∗).
В самом деле, возьмем любое точное невырожденное представление π : A →
L(H) и частичную изометрию U : H → H из определения 2.4. Рассмотрим
пространство H = l2(Z, H) и представление ν : C∗(Â , Û)→ L(H ), задаваемое
формулами

(ν(â)ξ)n = π(a)(ξn), где a ∈ A , l2(Z, H) ∋ ξ = {ξn}n∈Z;

(ν(Û)ξ)n = U(ξn−1), (ν(Û∗)ξ)n = U∗(ξn+1).

Рутинная проверка показывает, что ν(Â ) и ν(Û) удовлетворяют всем условиям
определения 2.4 (для π(A ) и U).

Теперь возьмем любой x ∈ C∗(Â , Û) вида (3.2) и для любого ε > 0 подберем
такой вектор η ∈ H, что

∥η∥ = 1, ∥π(a0)η∥ > ∥π(a0)∥ − ε. (3.4)



8 А.Б. АНТОНЕВИЧ, В.И. БАХТИН, А.В. ЛЕБЕДЕВ

Определим элемент ξ ∈ l2(Z, H) равенством ξn = δ0nη, где δij – символ Кроне-
кера. Тогда ∥ξ∥ = 1, а из явной формулы для ν(x)ξ и (3.4) следуют оценки

∥ν(x)ξ∥2 > ∥π(a0)η∥2 > (∥π(a0)∥ − ε)2.

В силу произвольности ε они доказывают требуемое неравенство

∥x∥ > ∥π(a0)∥ = ∥â0∥.

Замечание 3.4 дает нам возможность применить все главные результаты из
[10] для исследования структуры скрещенного произведения. Займемся этим.

Следующая теорема демонстрирует принципиальное значение свойства (∗)
для скрещенного произведения – это свойство оказывается критерием для того,
чтобы представление скрещенного произведения было точным.

Теорема 3.5. Пусть заданы C∗-алгебра A с единицей 1 и эндоморфизм
δ : A → A , для которых существует полный трансфер-оператор δ∗ , и пусть
(H,π, U) – соответствующая тройка из определения 2.4. Тогда отображение

Φ(Û) = U, Φ(â) = π(a), a ∈ A , (3.5)

порождает изоморфизм между алгебрами A ×δ Z = C∗(Â , Û) и C∗(π(A ), U)
в том и только том случае, когда алгебра C∗(π(A ), U) обладает свойст-
вом (∗).

Это следует из замечания 3.4 и [10; теорема 2.13].

Замечание 3.6. Представление ν : C∗(Â , Û)→ L(H ) из замечания 3.4 об-
ладает свойством (∗) и потому является точным представлением A ×δ Z.

Замечание 3.7. Стоит отметить, что значение свойства (∗) в теории скре-
щенных произведений C∗-алгебр на дискретные группы (полугруппы) автомор-
физмов (эндоморфизмов) отмечалось многими авторами наряду с доказатель-
ствами результатов типа теоремы 3.5. Важность свойства (∗), по-видимому,
впервые была выяснена О’Донованом (см. [13]) в связи с описанием C∗-алгебр,
порожденных взвешенными сдвигами. Наиболее общий результат, устанавли-
вающий решающую роль этого свойства в теории скрещенного произведения
C∗-алгебр на дискретные группы автоморфизмов, был получен в [14] (см. так-
же [15; гл. 2, 3], где изложены полные доказательства и представлены разнооб-
разные приложения) для произвольной C∗-алгебры и аменабельной дискрет-
ной группы. Связь соответствующего свойства с точными представлениями
скрещенных произведений на эндоморфизмы, порожденные изометриями, бы-
ла исследована в [16], [17]. Роль свойств типа (∗) в теории алгебр расслоений
Фелла изучалась в [18]. Свойства подобного сорта оказались весьма важными
не только в чистой C∗-теории, но и в разных приложениях, таких, например,
как построение символического исчисления и развитие теории разрешимости
функциональных дифференциальных уравнений (см. [19], [20]).

Мы также будем существенно использовать это свойство в п. 3.2.
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3.2. Регулярное представление скрещенного произведения. Точное
представление, упомянутое в замечании 3.6, не было явным образом определено
(в терминах A , δ, δ∗), на самом деле мы только установили его существова-
ние. Сейчас мы предъявим точное представление A ×δ Z, которое будет явно
выписано в терминах A , δ, δ∗. По ассоциации со стандартными регулярными
представлениями для известных различных версий скрещенных произведений
имеет смысл назвать его регулярным представлением A ×δ Z. В действитель-
ности конструкция этого представления была получена при доказательстве тео-
ремы 3.1 в [11].

Вначале мы построим нужное гильбертово пространство H с помощью эле-
ментов исходной алгебры A следующим образом. Пусть ⟨ · , · ⟩ – некоторое неот-
рицательное скалярное произведение на A (отличающееся от обычного скаляр-
ного произведения лишь тем, что для некоторых ненулевых элементов v ∈ A
выражение ⟨v, v⟩ может равняться нулю). Например, это скалярное произве-
дение может иметь вид ⟨v, u⟩ = f(u∗v), где f – какой-нибудь положительный
линейный функционал на A . Если профакторизовать A по всем элементам v,
для которых ⟨v, v⟩ = 0, то получится линейное пространство со строго положи-
тельным скалярным произведением. Пополнение этого пространства по норме
∥v∥ =

√
⟨v, v⟩ мы будем называть гильбертовым пространством, порожден-

ным скалярным произведением ⟨ · , · ⟩.
Построим искомую тройку (H,U, π) с помощью тройки (A , δ, δ∗). Пусть F –

множество всех положительных линейных функционалов на A . Простран-
ство H будет построено как пополнение прямой суммы

⊕
f∈F H

f некоторых
гильбертовых пространств Hf . Каждое Hf , в свою очередь, будет пополнени-
ем прямой суммы гильбертовых пространств

⊕
n∈Z H

f
n . Эти Hf

n порождаются
неотрицательными скалярными произведениями ⟨ · , · ⟩n на исходной алгебре A ,
которые определяются формулами

⟨v, u⟩0 = f(u∗v), (3.6)

⟨v, u⟩n = f
(
δn
∗ (u∗v)

)
, n > 0, (3.7)

⟨v, u⟩n = f
(
u∗δ|n|(1)v

)
, n 6 0. (3.8)

Отметим следующее свойство данных скалярных произведений (см. [11; лем-
ма 3.2]): для всех v, u ∈ A выполняются равенства

⟨δ(v), u⟩n+1 = ⟨v, δ∗(u)⟩n, n > 0, (3.9)

⟨δ|n|(1)v, u⟩n+1 = ⟨v, δ|n|(1)u⟩n, n < 0. (3.10)

Теперь определим операторы U и U∗ на построенном пространстве H. Эти
операторы оставляют инвариантными все подпространства Hf ⊂ H. Действия
U и U∗ на каждом Hf одинаковы и схематично изображены в первой строке
следующей диаграммы:

U
−−−−→←−−−−
U∗

: · · ·
δ3(1)
−−−−→←−−−−

δ3(1)

Hf
−2

δ2(1)
−−−−→←−−−−

δ2(1)

Hf
−1

δ(1)
−−−→←−−−

δ(1)

Hf
0

δ
−−→←−−

δ∗

Hf
1

δ
−−→←−−

δ∗

Hf
2

δ
−−→←−−

δ∗

· · ·

π(a) : · · · δ2(a) δ(a) a a a · · ·
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Формально это действие определяется так. Возьмем любую конечную сумму

h =
⊕

n

hn ∈ Hf , hn ∈ Hf
n .

Положим
Uh =

⊕
n

(Uh)n, U∗h =
⊕

n

(U∗h)n,

где

(Uh)n =

{
δ(hn−1), если n > 0,
δ|n|+1(1)hn−1, если n 6 0,

(3.11)

(U∗h)n =

{
δ∗(hn+1), если n > 0,
δ|n|(1)hn+1, если n < 0.

(3.12)

Равенства (3.9) и (3.10) гарантируют, что операторы U и U∗ определены кор-
ректно (т.е. сохраняют факторизацию и пополнение, с помощью которых про-
странства Hf

n строились из алгебры A ) и взаимно сопряжены.
Теперь определим представление π : A → L(H). Для каждого a ∈ A опера-

тор π(a) : H → H будет оставлять инвариантными подпространства Hf ⊂ H, а
также все подпространства Hf

n ⊂ Hf . Если hn ∈ Hf
n , то положим

π(a)hn =

{
ahn, n > 0,
δ|n|(a)hn, n 6 0.

(3.13)

Схема действия оператора π(a) изображена во второй строке вышеприведенной
диаграммы.

В процессе доказательства теоремы 3.1 в [11] было проверено, что выше-
описанная тройка (H,π, U) удовлетворяет всем условиям определения 2.4, а
свойство (∗) может быть доказано точно так же, как в замечании 3.4.

3.3. Коэффициенты элементов скрещенного произведения. Резуль-
таты из [10] дают возможность сказать больше о структуре и свойствах эле-
ментов A ×δ Z, и ниже мы приведем эти свойства.

Поскольку отображение Û · Û∗ : Â → Â является эндоморфизмом, то для
любого k ∈ N отображение Ûk · Û∗k : Â → Â тоже является эндоморфизмом.
Поэтому ÛkÛ∗k является проектором, а Ûk, k ∈ N, – частичной изометрией.
Значит, Ûk = ÛkÛ∗kÛk и Û∗k = Û∗kÛkÛ∗k. Поэтому мы всегда можем выбрать
коэффициенты âk и â−k в (3.2) таким образом, что

âkÛ
kÛ∗k = âk, ÛkÛ∗kâ−k = â−k. (3.14)

Следующее предложение показывает, что предположение о том, что коэф-
фициенты âk, â−k ∈ Â , k = 1, . . . , N , в разложении (3.2) удовлетворяют (3.14),
гарантирует их единственность. Более того, из теоремы 3.10 будет вытекать,
что каждый элемент A ×δ Z однозначно определяется этими коэффициентами.
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Предложение 3.8. Если коэффициенты элемента x в (3.2) удовлетворя-
ют (3.14), то

∥âk∥ = ∥ak∥ 6 ∥x∥, ∥â−k∥ = ∥a−k∥ 6 ∥x∥ (3.15)

для всех k ∈ {0, 1, . . . , N}. В частности, эти коэффициенты определяются
однозначно.

Поскольку A ×δ Z обладает свойством (∗), это вытекает из [10; предложе-
ние 2.6].

Предложение 3.8 означает, что мы можем определить линейные непрерыв-
ные отображения Nk : C0 → A и N−k : C0 → A , k ∈ N:

Nk(x) = ak ∈ A UkU∗k ⊂ A , N−k(x) = a−k ∈ UkU∗kA ⊂ A . (3.16)

По непрерывности эти отображения могут быть продолжены на все A ×δ Z,
определяя таким образом “коэффициенты” любого элемента x ∈ A ×δ Z.

Приведенная ниже теорема 3.9 показывает, что норма элемента x ∈ C0 может
быть вычислена в терминах элементов одной только алгебры A (коэффициен-
тов нулевой степени для различных степеней xx∗).

Теорема 3.9. Для каждого элемента x ∈ C0 вида (3.2)

∥x∥ = lim
k→∞

4k
√∥∥N0 [(xx∗)2k]

∥∥, (3.17)

где отображение N0 определено в (3.16).

Это вытекает из [10; теорема 2.11].
Мы завершим этот пункт утверждением, показывающим, что N0 является

условным математическим ожиданием, отображающим A ×δ Z на A , и что
каждый элемент x ∈ A ×δ Z может быть “восстановлен” по своим коэффици-
ентам Nk(x) и N−k(x).

Теорема 3.10. Пусть x ∈ A ×δ Z. Тогда следующие условия равносильны:
(i) x = 0;
(ii) Nk(x) = 0, k ∈ Z;
(iii) N0(x∗x) = 0.

Это вытекает из [10; теорема 2.15].

§ 4. Различные скрещенные произведения

В этом параграфе мы перечислим ряд востребованных конструкций скре-
щенных произведений, ассоциированных с C∗-алгебрами того или иного сорта
и эндоморфизмами, и обсудим, как они соотносятся со скрещенным произведе-
нием, определенным в этой статье.
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4.1. Мономорфизмы с наследственным образом. Начнем со скрещен-
ного произведения, определенного в предположении выполнения некоторого
специального условия. Это скрещенное произведение было рассмотрено в [5].

Рассмотрим C∗-алгебру A с единицей 1 и мономорфизм с наследственным
образом δ : A → A . Обозначим через U (A , δ) универсальную C∗-алгебру
с единицей, порожденную алгеброй A и изометрией T , удовлетворяющей со-
отношению

δ(a) = TaT ∗, a ∈ A . (4.1)

В [5] эта алгебра U (A , δ) была предложена в качестве определения скрещен-
ного произведения A на δ.

Поскольку δ(A ) есть наследственная подалгебра в A , из [6; предложение 4.1]
следует, что δ(A ) = δ(1)A δ(1). Таким образом, мы оказываемся в условиях,
описанных в п. 3) теоремы 2.2 с P = 1. Отсюда следует, что для рассматривае-
мого эндоморфизма δ существует единственный полный трансфер-оператор δ∗,
задаваемый формулой (2.4). Значит, мы можем построить скрещенное произ-
ведение A ×δ Z. Из определения 2.6 скрещенного произведения A ×δ Z, уни-
версальности U (A , δ) и (4.1) вытекает, что A ×δ Z является представлением
U (A , δ), и поскольку A вложена в A ×δ Z, она также вложена и в U (A , δ).
Поэтому мы можем рассматривать A как подалгебру в U (A , δ).

Предложение 4.1. Пусть A является C∗-алгеброй с единицей 1 и δ :
A → A – мономорфизм с наследственным образом. Тогда отображение

ϕ : U (A , δ)→ A ×δ Z,

для которого ϕ(T ) = Û и ϕ(a) = â при всех a ∈ A , где â и Û – канонические
образы соответственно a ∈ A и U в A ×δ Z, является ∗-изоморфизмом.

Доказательство. Из предшествующего данному предложению рассужде-
ния вытекает, что ϕ есть ∗-эпиморфизм, и для завершения доказательства до-
статочно заметить, что

T ∗aT = δ∗(a), a ∈ A .

Последнее вытекает из (4.1), (2.4), равенства T ∗T = 1 и соотношений

T ∗aT = T ∗TT ∗aTT ∗T = T ∗δ(1)aδ(1)T = T ∗δδ∗(a)T = T ∗Tδ∗(a)T ∗T = δ∗(a).

4.2. Частичное скрещенное произведение. Понятие частичного скре-
щенного произведения C∗-алгебры на группу Z частичных автоморфизмов бы-
ло введено Экселем в [21], а затем обобщено МакКланаханом в [22] до скре-
щенного произведения C∗-алгебры и частичного действия дискретной группы.
Точные представления этих скрещенных произведений были описаны в [23].

В рамках настоящей статьи естественно ограничиться группой Z. Напомним
понятие частичного скрещенного произведения из [21].

Определение 4.2. Частичный автоморфизм C∗-алгебры A – это тройка
Θ = (θ, I, J), в которой I и J являются двусторонними замкнутыми идеалами
в A и θ : I → J есть ∗-изоморфизм.
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Для заданного частичного автоморфизма при каждом целом n можно рас-
смотреть множество Dn – область определения θ−n (которая равна образу θn).
Примем соглашение, что D0 = A и θ0 – тождественный автоморфизм A.

Для всякого целого n множество Dn является идеалом в A (см. [21; предло-
жение 3.2]).

Для удобства изложения мы дадим ниже определение частичного скрещен-
ного произведения, которое отличается от исходного определения Экселя, но
в действительности равносильно ему (см. [21; §§ 3, 5]).

Частичное скрещенное произведение для Θ = (θ, I, J) – это универсальная
обертывающая C∗-алгебра C∗(A,Θ), порождаемая конечными суммами

a−nV
∗n + · · ·+ a−1V

∗ + a0 + a1V + · · ·+ anV
n, n ∈ N, (4.2)

где ai ∈ Di, i ∈ Z, и V – такая частичная изометрия, что:
(i) начальным пространством для V является замыкание IH и финальным

пространством для V является замыкание JH (здесь H – пространство, на
котором действует A);

(ii) V aV ∗ = θ(a), a ∈ I.

Замечание 4.3. Из условия (i), в частности, следует, что оба проектора
V ∗V и V V ∗ принадлежат коммутанту A. Помимо этого из условий (i) и (ii)
вытекает, что V ∗aV = θ−1(a), a ∈ J .

Следующее предложение описывает условия на алгебру коэффициентов, при
которых введенное в настоящей статье скрещенное произведение является ча-
стичным скрещенным произведением.

Предложение 4.4. Если δ∗ – полный трансфер-оператор для пары (A , δ)
и δ(1) ∈ Z(A ), то:

1) тройка Θ = (δ, δ∗(1)A , δ(1)A ) есть частичный автоморфизм;
2) δ∗ : A → A является эндоморфизмом;
3) отображение

φ : C∗(A ,Θ)→ A ×δ Z,

для которого ϕ(V ) = Û и ϕ(a) = â при всех a ∈ A , где â и Û – ка-
нонические образы соответственно a ∈ A и U в A ×δ Z, является
∗-изоморфизмом.

Доказательство. Утверждения 1) и 2) доказаны в [11; предложение 2.9].
Применяя равенство (2.2) и условие δ(1) ∈ Z(A ), получаем для всех a, b ∈ A

δ(δ∗(a)b) = δδ∗(a)δ(b) = δ(1)aδ(1)δ(b) = aδ(b).

Это означает, что δ есть трансфер-оператор для δ∗. Поэтому для всех n ∈ N
будет δn(1) ∈ Z(A ) и δn

∗ (1) ∈ Z(A ). Нетрудно видеть, что Dn = A δn(1) и
D−n = A δn

∗ (1) (здесь Dn – идеалы из определения 4.2).
Теперь утверждение 3) вытекает из определения C∗(A ,Θ), определения

скрещенного произведения A ×δ Z и предложения 3.2. Нужно только заметить,
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что поскольку δn(1) = ÛnÛ∗n ∈ Z(Â ), то справедливы равенства

Û∗nâ = Û∗nÛnÛ∗nâ = Û∗nâÛnÛ∗n = δn
∗ (â)Û∗nÛnÛ∗n = δn

∗ (â)δn
∗ (1)Û∗n,

âÛn = âÛnÛ∗nÛn = âδn(1)Ûn,

и потому выражение (3.2) совпадает с (4.2).

Предложение 4.4 “почти обратимо”. Точнее говоря, с помощью “небольшого”
(естественного) продолжения частичного автоморфизма всегда можно полу-
чить алгебру коэффициентов, удовлетворяющую условиям предложения 4.4.

В самом деле, пусть A – алгебра с единицей и Θ = (θ, I, J) – тройка из опре-
деления 4.2. Обозначим через A1 = {A, V V ∗, V ∗V } обертывающую C∗-алгебру,
порождаемую элементами A, V V ∗ и V ∗V (где V – частичная изометрия из опре-
деления частичного скрещенного произведения). Множества V V ∗A и V ∗V A
являются идеалами в A1 и изоморфизм θ : I → J продолжается до изомор-
физма

θ̃ : V ∗V A→ V V ∗A.

Очевидно, отображение

δ : A1 → A1, δ( · ) = θ̃(V ∗V ·),

является эндоморфизмом A1, а отображение

δ∗ : A1 → A1, δ∗( · ) = θ̃−1(V V ∗·),

является полным трансфер-оператором для (A1, δ).
Поскольку δ(1) = V V ∗ ∈ Z(A1), тройка (A1, δ, δ∗) удовлетворяет всем усло-

виям предложения 4.4.
Таким образом, допуская небольшую вольность речи, можно сказать, что

частичное скрещенное произведение – это скрещенное произведение, введенное
в настоящей статье, при дополнительном предположении δ(1) ∈ Z(A ).

4.3. Алгебры Кунца–Кригера. В этом пункте A будет обозначать мат-
рицу размерности n × n с элементами A(i, j) ∈ {0, 1} для всех i, j, в которой
каждая строка и каждый столбец содержит хотя бы одну единицу. Алгеб-
ра Кунца–Кригера OA (см. [2]) – это C∗-алгебра, порожденная частичными
изометриями Si, i ∈ 1, . . . , n, которые действуют на некотором гильбертовом
пространстве таким образом, что проекторы на их носители Qi = S∗i Si и про-
екторы на их образы Pi = SiS

∗
i удовлетворяют соотношениям

PiPj = 0, i ̸= j; Qi =
n∑

r=1

A(i, r)Pr, i, j ∈ 1, . . . , n. (4.3)

Такого рода алгебры естественно возникают как объекты, ассоциированные
с топологическими цепями Маркова, и служат предметом многочисленных ис-
следований.

Мы покажем, что OA естественно рассматривать как специальный случай
введенного нами скрещенного произведения.
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Сумма проекторов на образы Pi является единицей в OA. Для любого муль-
тииндекса µ = (i1, . . . , ik), в котором ij ∈ 1, . . . , n, обозначим через |µ| его длину
k и положим S∅ = 1, Sµ = Si1Si2 · · ·Sik

(∅ тоже рассматривается как мульти-
индекс). В [2] показано, что все Sµ являются частичными изометриями.

Мы напомним с связи с этим, что произведение двух частичных изометрий
не обязательно будет частичной изометрией. Критерий того, что произведение
двух частичных изометрий будет частичной изометрией, дается в следующем
предложении.

Предложение 4.5 (см. [24; лемма 2]). Если S и T – частичные изомет-
рии, то ST будет частичной изометрией тогда и только тогда, когда S∗S
коммутирует с TT ∗ .

Символы Pµ, Qµ будут обозначать проекторы на область значений и на носи-
тель Sµ соответственно. Предыдущие рассмотрения означают, что для любых
двух мультииндексов µ и ν проекторы Pµ и Qν коммутируют.

Вдобавок по лемме 2.1 из [2] при |µ| = |ν| будет

S∗µSν ̸= 0 =⇒ µ = ν, S∗µSν = Qµ = Qik
, µ = (i1, . . . , ik), (4.4)

откуда следует
PµPν = δµ,νPµ, (4.5)

и поскольку
∑

i Pi = 1, получаем ∑
|µ|=k

Pµ = 1. (4.6)

Пусть FA будет C∗-алгеброй, порожденной всеми элементами вида SµPiS
∗
ν ,

где |µ| = |ν| = k, k = 0, 1, . . . ; i ∈ 1, . . . , n. Очевидно,

SiFAS
∗
i ⊂ FA, i ∈ 1, . . . , n. (4.7)

В [2; лемма 2.2] также показано, что

S∗i FASi ⊂ FA, i ∈ 1, . . . , n. (4.8)

Более того, предложение 2.8 из [2] утверждает, что каждый элемент X из
∗-алгебры OA, порожденной Si, i ∈ 1, . . . , n, может быть записан как конечная
сумма:

X =
∑
|ν|>1

XνS
∗
ν +X0 +

∑
|µ|>1

SµXµ, (4.9)

где Xν , X0, Xµ ∈ FA, и для X из (4.9) справедливо неравенство

∥X∥ > ∥X0∥. (4.10)

Для каждого проектора Pi, i ∈ 1, . . . , n, положим

α(Pi) =
n∑

j=1

SjPiS
∗
j =

n∑
j=1

Pj,i. (4.11)
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Ясно, что α(Pi) ∈ FA. Более того, из (4.11), (4.5) и (4.6) следует, что

α(Pi)α(Pj) = 0, i ̸= j, (4.12)∑
i

α(Pi) = 1. (4.13)

Продолжим формулу (4.11) по линейности:

α(Qi) =
n∑

r=1

A(i, r)α(Pr). (4.14)

Положим

Q =
n∑

i=1

Qi, (4.15)

α(Q) =
n∑

i=1

α(Qi). (4.16)

Очевидно, α(Qi), Q, α(Q) ∈ FA, и поскольку в матрице A нет нулевых столбцов,
из (4.3) вместе с (4.15), а также из (4.13), (4.14) и (4.16) следует, что

Q > 1, α(Q) > 1. (4.17)

Положим

S = α(Q)−1/2
n∑

i=1

Si. (4.18)

Отсюда и из (4.4) мы получаем

Si = Piα(Q)1/2S. (4.19)

Заметим теперь, что S – изометрия. Действительно, в силу (4.15), (4.16) и
(4.14) будет

α(Q) =
n∑

r=1

γrα(Pr), (4.20)

где γr ̸= 0, r = 1, . . . , n, и

Q =
n∑

r=1

γrPr. (4.21)

Поэтому

α(Q)−1 =
n∑

r=1

γ−1
r α(Pr), (4.22)

Q−1 =
n∑

r=1

γ−1
r Pr. (4.23)
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Теперь в силу (4.18) и (4.4)

S∗S =
∑
i,j

S∗i α(Q)−1Sj =
∑

j

S∗jα(Q)−1Sj .

Подставляя (4.22) в последнюю формулу и используя (4.11), (4.23) и (4.4), по-
лучаем

S∗S =
∑

j

S∗j
∑

r

γ−1
r α(Pr)Sj =

∑
j

∑
r

γ−1
r

∑
i

S∗j SiPrS
∗
i Sj

=
∑

j

∑
r

γ−1
r QjPr =

∑
j

Qj

∑
r

γ−1
r Pr = QQ−1 = 1.

Значит, S – изометрия.
Из (4.18), (4.7) и (4.8) мы заключаем, что

SFAS
∗ ⊂ FA, S∗FAS ⊂ FA. (4.24)

Из изометричности S следует, что отображение δ : FA → FA, определяемое
формулой

δ( · ) = S( · )S∗, (4.25)

является эндоморфизмом на FA.
Формулы (4.24) и (4.25) означают, что FA является алгеброй коэффициентов

для C∗-алгебры C∗(FA, S) и

δ∗( · ) = S∗( · )S. (4.26)

Теперь мы готовы ввести структуру скрещенного произведения на C∗-алгеб-
ре Кунца–Кригера OA.

Предложение 4.6. Для всякой матрицы A размерности n×n без нулевых
строк и столбцов

OA = C∗(FA, S) ∼= FA ×δ Z,

где изоморфизм
ϕ : C∗(FA, S)→ FA ×δ Z

удовлетворяет условиям ϕ(S) = Û и ϕ(a) = â для всех a ∈ FA , где â и Û – ка-
нонические образы соответственно a ∈ FA и U в FA×δ Z, а δ и δ∗ определены
формулами (4.25) и (4.26).

Доказательство. Равенство OA = C∗(FA, S) следует из (4.18), (4.19), (4.9)
и того, что Pi при i ∈ 1, . . . , n и α(Q) принадлежат FA.

Заметим, что (4.10) есть не что иное, как свойство (∗) для C∗(FA, S). По-
этому требуемый результат вытекает из теоремы 3.5.

4.4. Скрещенное произведение типа Пашке. Анализируя простоту ал-
гебры Кунца (рассмотренную в [1]), У. Л. Пашке нашел некоторое условие на
действие эндоморфизма, порожденного изометрией S, при котором C∗-алгебра
C∗(A,S), порожденная исходной C∗-алгеброй A и S, изоморфна некоторому
скрещенному произведению и одновременно проста. Его результат формули-
руется так.
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Теорема 4.7 (см. [3; теорема 1]). Пусть A – строго аменабельная C∗-ал-
гебра с единицей, действующая на гильбертовом пространстве H . Предполо-
жим, что S является неединичной изометрией (т.е. S∗S = 1 ̸= SS∗) в L(H),
для которой:

(i) SAS∗ ⊂ A, S∗AS ⊂ A;
(ii) из того, что собственный (двусторонний) идеал J удовлетворяет усло-

вию SJS∗ ⊆ J , следует J = {0}.
Тогда алгебра C∗(A,S) проста.

Сейчас мы убедимся, что этот результат Пашке может быть легко обобщен
на ситуацию, рассматриваемую в настоящей статье. Прежде всего приведем
следующую лемму.

Лемма 4.8. Пусть A – алгебра коэффициентов для C∗(A, V ) (см. опреде-
ление 2.3). Предположим, что A строго аменабельна, V V ∗ ̸= 1 и единствен-
ный собственный (двусторонний) идеал J , для которого выполняется условие
V JV ∗ ⊆ J , является нулевым. Тогда C∗(A, V ) обладает свойством (∗).

Доказательство. Достаточно воспроизвести соответствующие части до-
казательств лемм 2 и 3 из [3], используя, где это необходимо, вместо условия
Пашке S∗S = 1 свойство алгебры коэффициентов V ∗V ∈ Z(A). Подробности
опускаем.

Как следствие из этой леммы получаем следующее обобщение теоремы 4.7.

Теорема 4.9. Пусть A – алгебра коэффициентов для C∗(A, V ) (см. опреде-
ление 2.3). Предположим, что A строго аменабельна, V V ∗ ̸= 1 и единствен-
ный собственный (двусторонний) идеал J , для которого выполняется условие
V JV ∗ ⊆ J , является нулевым. Тогда:

1) C∗(A, V ) ∼= A ×δ Z, где δ( · ) = V ( · )V ∗ и δ∗( · ) = V ∗( · )V , причем изо-
морфизм

ϕ : C∗(A, V )→ A×δ Z

удовлетворяет условиям ϕ(V ) = Û и ϕ(a) = â для всех a ∈ A, где â
и Û – канонические образы соответственно a ∈ A и U в A×δ Z;

2) алгебра C∗(A, V ) проста.

Доказательство. 1) В силу леммы 4.8 алгебра C∗(A, V ) обладает свойст-
вом (∗). Поэтому утверждение 1) вытекает из теоремы 3.5.

2) Пусть I – любой собственный идеал в C∗(A, V ). Тогда J = I ∩ A будет
собственным идеалом в A (поскольку в случае J = A будет I = C∗(A, V )).
Ясно, что V JV ∗ ⊆ J и потому

I ∩A = J = {0}. (4.27)

Рассмотрим каноническое отображение π : C∗(A, V ) → C∗(A, V )/I. Легко ви-
деть, что π(C∗(A, V )) = C∗(π(A), π(V )), и для любого a ∈ A мы имеем

π(V ∗aV ) = π(V )∗π(a)π(V ), π(V aV ∗) = π(V )π(a)π(V )∗,
π(V ∗V ) ∈ Z(π(A)).
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Из (4.27) следует, что
π(A) ∼= A/(A ∩ I) ∼= A.

Значит, π(C∗(A, V )) = C∗(π(A), π(V )) удовлетворяет всем условиям леммы 4.8
с π(A), π(V ) вместо A, V . Поэтому в силу уже доказанной части 1) теоремы

π(C∗(A, V )) ∼= A×δ Z ∼= C∗(A, V ).

Следовательно, I = {0}.

4.5. Скрещенное произведение Экселя. Р. Эксель предложил в [6] но-
вое определение для скрещенного произведения C∗-алгебры с единицей на эн-
доморфизм α и некоторый трансфер-оператор L . Он также доказал в [6], что
эта новая конструкция обобщает многие из известных до того конструкций, в
числе которых упомянутые выше мономорфизмы с наследственным образом,
скрещенное произведение Пашке и алгебры Кунца–Кригера (мы думаем, что в
действительности главным устремлением Экселя было обобщить конструкцию
Кунца–Кригера, в чем он полностью преуспел).

В этом пункте мы проанализируем связь между скрещенными произведени-
ями Экселя и нашим. Мы покажем, с одной стороны, что скрещенное произве-
дение, введенное в настоящей статье, является частным случаем произведения
Экселя и, с другой стороны, что в наиболее естественных ситуациях (когда все
степени L порождены частичными изометриями) скрещенное произведение
Экселя относится к введенному здесь типу, но с другой алгеброй, другим эндо-
морфизмом и другим трансфер-оператором. На самом деле в общей ситуации
“философия” скрещенного произведения более своеобразна и тонка (обсудим
это ниже).

В этом пункте A будет обозначать C∗-алгебру с единицей, α : A → A будет
∗-эндоморфизмом и L будет некоторым трансфер-оператором для пары (A,α)
(иными словами, L : A → A является положительным непрерывным операто-
ром, удовлетворяющим условию (2.1) с δ вместо α и δ∗ вместо L ).

Определение 4.10. Скрещенное произведение (Экселя) A×α,L N – это уни-
версальная C∗-алгебра, порожденная экземпляром алгебры A и элементом S,
удовлетворяющими соотношениям:

(i) Sa = α(a)S, a ∈ A;
(ii) S∗aS = L (a), a ∈ A;
(iii) если пара (a, k) ∈ Aα(A)A×ASS∗A такова, что

abS = kbS (4.28)

для всех b ∈ A, то a = k; здесь Aα(A)A – замкнутое линейное подпро-
странство, порожденное Aα(A)A (двусторонним идеалом в A, порожден-
ным α(A)), и ASS∗A – замкнутое линейное подпространство, порожден-
ное ASS∗A.

Любая пара (a, k) из (iii) называется бесполезной (redundancy).

Обозначение 4.11. Будем обозначать через T (A,α,L ) универсальную
алгебру, удовлетворяющую условиям (i) и (ii) определения 4.10.
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Замечание 4.12. Р. Эксель показал в [6; 3.5], что для любого эндоморфиз-
ма α и трансфер-оператора L алгебра T (A,α,L ) невырождена (т.е. канони-
ческое отображение A→ T (A,α,L ) инъективно).

Поэтому скрещенное произведение A×α,L N можно считать фактор-алгеброй
T (A,α,L ) по замкнутому двустороннему идеалу I , порожденному множе-
ством разностей a− k для всех бесполезных пар (a, k).

В противоположность ситуации с T (A,α,L ) не для всех α и L существу-
ет естественное вложение A в A ×α,L N. Условия, гарантирующие инъек-
тивность канонического отображения A → A ×α,L N, были найдены Н. Бра-
унлавом и И. Райберном (см. [9]). Они формулируются в терминах алгебр
Кунца–Кригера.

Вначале убедимся, что введенное в этой статье скрещенное произведение
есть частный случай скрещенного произведения Экселя (это будет установлено
в теореме 4.16).

Рассуждения здесь полностью аналогичны рассуждениям из [6; раздел 4] и
мы приводим их исключительно в целях полноты изложения.

В следующем предложении утверждается, что произведение A ×δ Z “не
больше”, чем T (A , δ, δ∗).

Предложение 4.13. Пусть пара (A , δ) отлично представима и δ∗ – со-
ответствующий ей трансфер-оператор. Тогда существует единственный
∗-эпиморфизм

ψ : T (A , δ, δ∗)→ A ×δ Z,

удовлетворяющий условиям ψ(S) = Û и ψ(a) = â для всех a ∈ A .

Доказательство. Поскольку δ( · ) = U( · )U∗ и U∗U ∈ Z(A ), то для всех
a ∈ A выполняются равенства

Ua = UU∗Ua = UaU∗U = δ(a)U.

Другими словами, соотношения (i), (ii) из определения 4.10 выполняются для
Â и Û внутри A ×δ Z и, следовательно, заключение вытекает из универсаль-
ности T (A , δ, δ∗).

Чтобы убедиться в совпадении A ×δ Z (скрещенного произведения, введен-
ного в этой статье) и A ×δ,δ∗N (скрещенного произведения Экселя), мы вначале
отметим следующий факт.

Предложение 4.14. Если тройка (A , δ, δ∗) удовлетворяет условиям пред-
ложения 4.13, то:

(i) канонический элемент S ∈ T (A , δ, δ∗) является частичной изомет-
рией и, следовательно, его образ Ṡ ∈ A ×δ,δ∗ N – тоже;

(ii) для каждого a ∈ A пара (δ(a), SaS∗) является бесполезной.

Доказательство. (i) В силу (2.3) δ∗(1) является проектором, и потому S –
частичная изометрия.

(ii) Для каждого b ∈ A мы имеем

SaS∗bS = Saδ∗(b) = δ(a)δδ∗(b)S = δ(a)δ(1)bδ(1)S = δ(a)bS,

где мы использовали полноту δ∗ и тот факт, что δ(1)S = S1 = S. Остается
лишь заметить, что SaS∗ = δ(a)SS∗ ∈ A SS∗A .
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Следствие 4.15. В условиях предложения 4.14 существует единствен-
ный ∗-эпиморфизм

φ : A ×δ Z→ A ×δ,δ∗ N,

удовлетворяющий условиям φ(Û) = Ṡ и φ(â) = ȧ для всех a ∈ A , где Ṡ и ȧ

суть канонические образы соответственно S и a в A ×δ,δ∗ N, а â и Û суть
канонические образы a ∈ A и U в A ×δ Z (здесь A ×δ,δ∗ N обозначает скре-
щенное произведение Экселя, а A ×δ Z обозначает скрещенное произведение,
определенное в этой статье).

Доказательство. По предложению 4.14, (ii) имеем δ(ȧ) = ṠȧṠ∗. Поэтому
заключение вытекает из универсальности A ×δ Z.

Итак, A ×δ,δ∗ N “не больше”, чем A ×δ Z. Следующий результат демонстри-
рует совпадение между A ×δ Z и A ×δ,δ∗ N.

Теорема 4.16. Пусть (A , δ) – отлично представимая пара с полным
трансфер-оператором δ∗ . Тогда отображение φ из следствия 4.15 является
∗-изоморфизмом между A ×δ Z и A ×δ,δ∗ N.

Доказательство. Заметим, что отображение ψ из предложения 4.13 об-
ращается в нуль на идеале I , упомянутом в замечании 4.12. Действительно,
пусть (a, k) ∈ A δ(A )A ×A SS∗A является бесполезной парой. Тогда для всех
b ∈ A будет abS = kbS. Применяя ψ к обеим частям последнего равенства,
получаем

âb̂Û = ψ(k)̂bÛ .

Поскольку δ(1) = UU∗, то для всех b, c ∈ A выполняется

âb̂δ̂(1)ĉ = âb̂Û Û∗ĉ = ψ(k)̂bÛ Û∗ĉ = ψ(k)̂bδ̂(1)ĉ.

Следовательно, âx̂ = ψ(k)x̂ для всех x ∈ A δ(1)A . Так как k ∈ A SS∗A , то

ψ(k) ∈ Â Û Û∗Â = Â δ̂(1)Â . Наконец, в силу полноты δ∗ имеем

a ∈ A δ(A )A = A δ(1)A δ(1)A = A δ(1)A .

Таким образом, â = ψ(k). Отсюда следует, что ψ(a − k) = 0, и потому ψ
обращается в нуль на I , как и утверждалось. С помощью факторизации мы
получаем отображение

ψ̃ : A ×δ,δ∗ N→ A ×δ Z,

обратное к отображению φ из следствия 4.15.

Таким образом, мы установили, что скрещенное произведение, введенное
в настоящей статье, есть частный случай произведения Экселя. Теперь мы пой-
дем в обратном направлении и покажем, что в “наиболее популярной” ситуации,
когда все операторы Sn, n = 1, 2, . . . , являются частичными изометриями (что
эквивалентно условию, что все элементы L n(1), n = 1, 2, . . . , являются про-
екторами), скрещенное произведение Экселя будет иметь введенный нами тип,
но с другой алгеброй, другим эндоморфизмом и другим трансфер-оператором.

Начнем с результата, показывающего, что при упомянутом предположении
само T (A,α,L ) обладает структурой некоторого скрещенного произведения.
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Теорема 4.17. Пусть A – C∗-алгебра с единицей, α : A → A – эндомор-
физм и L – трансфер-оператор такой, что все элементы L n(1), n = 1, 2, . . . ,
являются проекторами. Пусть A – C∗-алгебра, порожденная элементами
A и SkS∗k , k = 1, 2, . . . , где S – универсальный оператор, удовлетворяющий
соотношениям (i) и (ii) из определения 4.10. Тогда отображение

ν : A ×δ Z→ T (A,α,L ),

для которого ν(Û) = (S) и ν(â) = a при всех a ∈ A, эндоморфизм δ : A → A
имеет вид δ( · ) = S( · )S∗ , а отображение δ∗ : A → A имеет вид δ∗( · ) =
S∗( · )S , устанавливает ∗-изоморфизм.

Доказательство. Как уже отмечалось, условие, что все элементы L n(1),
n = 1, 2, . . . , являются проекторами, равносильно условию, что все операто-
ры Sk, k = 1, 2, . . . , – частичные изометрии. Из этого условия и предложе-
ния 4.5 следует, что все операторы S∗kSk, SjS∗j , k, j = 1, 2, . . . , коммутируют
друг с другом, и поэтому S∗S принадлежит коммутанту A . Заметим теперь,
что для всех a ∈ A и k = 1, 2, . . . будет

SaS∗ = α(a)SS∗ ∈ A , S(SkS∗k)S∗ = Sk+1S∗k+1 ∈ A

и для всех c, d ∈ A будет

ScdS∗ = SS∗ScdS∗ = ScS∗SdS∗, (4.29)

где мы использовали упомянутую принадлежность S∗S коммутанту A .
Из предыдущих рассуждений следует, что

SA S∗ ⊂ A , S∗S ∈ Z(A ). (4.30)

Заметим также, что в силу (4.29) отображение S( · )S∗ является эндоморфиз-
мом A .

Тривиальное вычисление показывает, что

S∗A S ⊂ A . (4.31)

По определению T (A,α,L ) и A имеем

T (A,α,L ) = C∗(A , S). (4.32)

Соотношения (4.30) и (4.31) означают, что A является алгеброй коэффициен-
тов для C∗(A , S) с δ( · ) = S( · )S∗ и δ∗( · ) = S∗( · )S. Теперь из универсальности
A ×δ Z следует, что отображение

ν : A ×δ Z→ T (A,α,L ),

где ν(â) = a, a ∈ A и ν(Û) = S, является ∗-эпиморфизмом.
Для доказательства того, что это отображение является ∗-изоморфизмом,

достаточно убедиться, что C∗-алгебра C∗(A , S) в (4.32) обладает свойством (∗)
(в этом случае можно применить теорему 3.5). Проверим это свойство. Пусть
A и S – соответственно универсальная алгебра и элемент, которые порождают
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T (A,α,L ) = C∗(A , S). Они удовлетворяют соотношениям (4.30) и (4.31), и
без потери общности можно считать, что C∗(A , S) есть C∗-подалгебра в L(H)
для некоторого гильбертова пространства H и что единица в A совпадает
с единицей в L(H). Рассмотрим пространство H = l2(Z, H) и представление
µ : T (A,α,L )→ L(H ), задаваемое формулами

(µ(a)ξ)n = a(ξn), a ∈ A, l2(Z, H) ∋ ξ = {ξn}n∈Z;
(µ(S)ξ)n = S(ξn−1), (µS∗)ξ)n = S∗(ξn+1).

Легко видеть, что µ(A ) ∼= A и что µ(A ) и µ(S) удовлетворяют тем же со-
отношениям (4.30) и (4.31), а µ(S) порождает те же самые отображения δ
и δ∗ на µ(A ). Заметим теперь, что алгебра C∗(µ(A ), µ(S)) обладает свой-
ством (∗) (достаточно вспомнить рассуждения из замечания 3.4). Но тогда
алгебра C∗(A , S) = T (A,α,L ) также обладает этим свойством. Теорема до-
казана.

Теперь мы установим искомый изоморфизм между скрещенным произведе-
нием Экселя и скрещенным произведением, определенным в этой статье.

Теорема 4.18. Пусть выполняются условия теоремы 4.17. Пусть C∗-ал-
гебра ˙A порождается элементами Ȧ и ṠkṠ∗k , k = 1, 2, . . . , где Ṡ и Ȧ – кано-
нические образы S и A в A×α,L N соответственно. Тогда отображение

γ : ˙A ×δ Z→ A×α,L N,

для которого γ(Û) = Ṡ и γ(â) = ȧ при всех a ∈ A, эндоморфизм δ : ˙A → ˙A
задается формулой δ( · ) = Ṡ( · )Ṡ∗ и отображение δ∗ : ˙A → ˙A задается фор-
мулой δ∗( · ) = Ṡ∗( · )Ṡ , устанавливает ∗-изоморфизм.

Доказательство. В силу (4.30)–(4.32) имеем

A×α,L N = C∗( ˙A , Ṡ) (4.33)

и ˙A является алгеброй коэффициентов для C∗( ˙A , Ṡ) c δ( · ) = Ṡ( · )Ṡ∗ и δ∗( · ) =
Ṡ∗( · )Ṡ. Из универсальности ˙A ×δ Z вытекает, что отображение

γ : ˙A ×δ Z→ A×α,L N,

где γ(â) = ȧ, a ∈ A и γ(Û) = Ṡ, есть ∗-эпиморфизм.
Чтобы доказать изоморфность этого отображения, достаточно убедиться,

что C∗-алгебра C∗( ˙A , Ṡ) в (4.33) обладает свойством (∗).
Пусть Ȧ и Ṡ – соответственно универсальная алгебра и элемент, которые

порождают произведение A ×α,L N = C∗( ˙A , Ṡ). Они удовлетворяют соотно-
шениям (4.30) и (4.31) (для ˙A и Ṡ), и без потери общности мы можем считать,
что C∗( ˙A , Ṡ) есть C∗-подалгебра в L(H) для некоторого гильбертова простран-
ства H и что единица из Ȧ совпадает с единицей в L(H). Рассмотрим про-
странство H = l2(Z, H) и представление ν : T (A,α,L ) → L(H ), задаваемое
формулами

(ν(a)ξ)n = ȧ(ξn), a ∈ A, l2(Z, H) ∋ ξ = {ξn}n∈Z;

(ν(S)ξ)n = Ṡ(ξn−1), (ν(S∗)ξ)n = Ṡ∗(ξn+1).
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Легко видеть, что ν(A ) ∼= ˙A (здесь A – C∗-алгебра из теоремы 4.17), ν(A )
и ν(S) удовлетворяют тем же самым соотношениям (4.30), (4.31) (для ˙A и Ṡ)
и ν(S) порождает те же самые отображения δ и δ∗ на ν(A ). Более того, по-
скольку Ȧ и Ṡ удовлетворяют соотношениям (i), (ii) и (iii) из определения 4.10,
то по построению ν тем же соотношениям удовлетворяют ν(A) и ν(S). Поэто-
му мы можем рассматривать ν как представление A ×α,L N = C∗( ˙A , Ṡ). Но
C∗(ν(A ), ν(S)) обладает свойством (∗) (в силу рассуждений из замечания 3.4).
Значит, C∗( ˙A , Ṡ) также обладает этим свойством.

4.6. Скрещенное произведение Квасьневского. Здесь мы опишем
структуру скрещенного произведения, введенного Б.К. Квасьневским (см. [7]),
и обсудим связь этой структуры со скрещенным произведением, определенным
в настоящей статье. Чтобы объяснить мотивировку скрещенного произведения
Квасьневского, начнем с двух простых примеров.

Пример 4.19. Рассмотрим гильбертово пространство H = L2(R). Пусть
A ⊂ L(H) будет C∗-алгеброй операторов умножения на ограниченные непре-
рывные функции на R, которые постоянны на отрицательной полуоси R− =
{x : x 6 0}. Определим унитарный оператор U ∈ L(H) с помощью формулы

(Uf)(x) = f(x− 1), f( · ) ∈ H. (4.34)

Тривиально проверяется, что отображение

A ∋ a 7→ UaU∗ (4.35)

является эндоморфизмом A вида

UaU∗(x) = a(x− 1), a( · ) ∈ A, (4.36)
U∗aU(x) = a(x+ 1), a( · ) ∈ A. (4.37)

Очевидно, отображение A ∋ a 7→ U∗aU не сохраняет A.
Пусть C∗(A,U) обозначает C∗-алгебру, порожденную A и U . Легко видеть,

что
C∗(A,U) = C∗(A , U), (4.38)

где A ⊂ L(H) обозначает C∗-алгебру операторов умножения на ограниченные
непрерывные функции на R, имеющие предел при x→ −∞.

Кроме того,
UA U∗ ⊂ A , U∗A U ⊂ A , (4.39)

причем действие операторов δ( · ) = U( · )U∗ и δ∗( · ) = U∗( · )U на A определя-
ется формулами (4.36) и (4.37).

Таким образом, A является алгеброй коэффициентов для C∗(A , U).
Кроме того, легко проверяется, что C∗(A , U) обладает свойством (∗). По-

этому из теоремы 3.5 мы заключаем, что

C∗(A,U) = C∗(A , U) ∼= A ×δ Z. (4.40)

Подчеркнем, что рассматриваемая ситуация не удовлетворяет условиям, при
которых определяется скрещенное произведение Экселя, поскольку мы начина-
ем с таких алгебры A и оператора U , при которых отображение A ∋ a 7→ U∗aU
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(4.37) не является трансфер-оператором (не сохраняет A). Но после расшире-
ния A до A мы получаем алгебру коэффициентов и, тем самым, оказываемся
в тех условиях, при которых определяется конструкция скрещенного произве-
дения в настоящей статье.

В действительности с помощью небольшой модификации рассмотренного
примера можно еще более “ухудшить” рассматриваемую ситуацию.

Пример 4.20. Пусть H и U те же, что и в предыдущем примере, а A ⊂
L(H) есть C∗-алгебра операторов умножения на ограниченные непрерывные
функции на R, которые постоянны на R− и при x > π. Тогда

C∗(A,U) = C∗(A , U), (4.41)

где A обозначает C∗-алгебру операторов умножения на ограниченные непре-
рывные функции, имеющие пределы на ±∞.

Как и в предыдущем примере, здесь A будет алгеброй коэффициентов для
C∗(A , U), и для нее

C∗(A,U) = C∗(A , U) ∼= A ×δ Z,

где δ и δ∗ задаются теми же формулами. Но, в противоположность предыдуще-
му примеру, здесь даже отображение A ∋ a 7→ UaU∗ не сохраняет A (и потому
не является эндоморфизмом).

Эти примеры показывают, что ни трансфер-оператор, ни даже какой-либо
эндоморфизм не являются теми исходными объектами, которые приводят к ал-
гебрам коэффициентов и скрещенным произведениям. Действительно, в обоих
наших примерах принципиально важной была некоторая процедура расшире-
ния исходной алгебры A до алгебры коэффициентов A (эта процедура порож-
дается отображениями A ∋ a 7→ UaU∗ и A ∋ a 7→ U∗aU). После осуществления
этой процедуры и получения алгебры коэффициентов A последний шаг (по-
строение скрещенного произведения) делается легко (в соответствии со схемой,
изложенной в этой статье).

Общие процедуры расширения исходных C∗-алгебр до алгебр коэффициен-
тов были приведены в [10]. Пространства максимальных идеалов возникаю-
щих на этом пути коммутативных алгебр коэффициентов были описаны в [25].
Развивая технику [10] и [25] и привлекая ряд новых идей, Квасьневский опи-
сал процедуру расширения как для исходной коммутативной C∗-алгебры A,
так и для действия (A ∋ a 7→ UaU∗ и A ∋ a 7→ U∗aU) вплоть до получе-
ния коммутативной алгебры коэффициентов A и соответствующего действия
(в действительности – частичного действия), что приводит к соответствующе-
му скрещенному произведению (точнее, к частичному скрещенному произве-
дению). Скрещенное произведение Квасьневского следует рассматривать как
наиболее общее скрещенное произведение типа произведения, представленного
в примере 4.19.

Еще раз подчеркнем, что среди исходных объектов этой конструкции нет ни-
какого трансфер-оператора, и потому ее следует считать качественно отличной
от конструкции Экселя.

Ниже мы вкратце опишем конструкцию Квасьневского и ее связь со скре-
щенным произведением, определенным в настоящей статье.
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Пусть A – коммутативная C∗-алгебра с единицей и δ – эндоморфизм A.
Коммутативность A позволяет применить преобразование Гельфанда и отож-
дествить A с алгеброй C(X) непрерывных функций на пространстве макси-
мальных идеалов X алгебры A. При таком отождествлении эндоморфизм δ
порождает (см., например, [25; предложение 2.1]) непрерывное отображение
γ : ∆→ X, где множество ∆ ⊂ X одновременно открыто и замкнуто, причем

δ(a)(x) =

{
a(γ(x)), x ∈ ∆,
0, x /∈ ∆,

a ∈ C(X). (4.42)

Такие отображения γ называют частичными отображениями (множества X).
Таким образом, мы имеем взаимно однозначное соответствие между парами
(A, δ) и парами (X, γ), где X – компакт, а γ – непрерывное частичное отобра-
жение открыто-замкнутой области вX. В [7] пара (X, γ) называется частичной
динамической системой.

В [7] автор построил скрещенное произведение для “почти любого” эндомор-
физма δ. Точнее, единственное ограничение его конструкции состояло в том,
что образ γ(∆) частичного отображения γ должен быть открыт. Как утвер-
ждают предложение 4.24 и замечание 4.23, это ограничение совершенно незна-
чительно.

Если A – коммутативная C∗-подалгебра с единицей в L(H) для некоторого
гильбертова пространстваH и U – частичная изометрия, для которой U∗U ∈ A′
и UAU∗ ⊂ A, то, очевидно, δ( · ) = U( · )U∗ является эндоморфизмом A. Хо-
тя в данной ситуации A не обязательно является алгеброй коэффициентов
для C∗(A,U), существует естественный способ ее построения путем перехода
к бо́льшей C∗-алгебре A , порожденной элементами из {A,U∗AU,U2∗AU2, . . . }.
Это утверждает следующее

Предложение 4.21 (см. [10; предложение 4.1]). Если δ( · ) = U( · )U∗ яв-
ляется эндоморфизмом C∗-алгебры A, произведение U∗U принадлежит
ее коммутанту и A обозначает C∗-алгебру, порожденную объединением⋃∞

n=0 U
∗nAUn , то A коммутативна, причем оба отображения δ : A → A и

δ∗ : A → A (где δ∗( · ) = U∗( · )U ) являются эндоморфизмами.

Значит, в рассматриваемой ситуации A является алгеброй коэффициентов
для C∗(A , U) = C∗(A,U).

Здесь чрезвычайно важно, что алгебра A коммутативна и что благодаря
работе [25] мы можем описать ее пространство максимальных идеалов, обозна-
чаемое ниже через X , в терминах максимальных идеалов в A. Напомним это
описание.

Для начала введем некоторые обозначения.
В оставшейся части этого пункта A будет обозначать коммутативную C∗-

алгебру с единицей, X будет пространством ее максимальных идеалов (которое
является хаусдорфовым компактом), δ будет некоторым эндоморфизмом A и γ
будет обозначать непрерывное частичное отображение γ : ∆→ X, для которого
выполняется равенство (4.42) (где подмножество ∆ ⊂ X открыто и замкнуто).
Для каждого частичного отображения γn, n = 1, 2, . . . , определим его область
определения ∆n = γ−n(X) и образ ∆−n = γn(∆n); при n = 0 положим γ0 = Id
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и ∆0 = X. Тогда для всех n,m ∈ N имеем

γn : ∆n → ∆−n, (4.43)
γn(γm(x)) = γn+m(x), x ∈ ∆n+m. (4.44)

Заметим, что в терминах мультипликативных функционалов на A отображе-
ние γ задается формулами

x ∈ ∆1 ⇐⇒ x(δ(1)) = 1, (4.45)
γ(x) = x ◦ δ, x ∈ ∆1. (4.46)

В [25] авторы вычислили пространство максимальных идеалов X для A
в терминах пары (A, δ), или, точнее, в терминах порожденной частичной дина-
мической системы (X, γ). Это описание дается в теореме 4.22.

Каждому x̃ ∈X сопоставим последовательность функционалов ξn
x̃ : A→ C,

n ∈ N, определяемых условием

ξn
x̃ (a) = δn

∗ (a)(x̃), a ∈ A. (4.47)

Последовательность ξn
x̃ однозначно определяет x̃, так как A = C∗

(⋃∞
n=0 δ

n
∗ (A)

)
.

Поскольку δ∗ является эндоморфизмом A , функционалы ξn
x̃ линейны и муль-

типликативны на A. Поэтому либо ξn
x̃ ∈ X (X – спектр A), либо ξn

x̃ ≡ 0. Отсюда
следует, что отображение

X ∋ x̃→
(
ξ0x̃, ξ

1
x̃, . . .

)
∈

∞∏
n=0

(X ∪ {0}) (4.48)

инъективно и имеет место следующая теорема.

Теорема 4.22 (см. [25; теоремы 3.1 и 3.3]). Пусть δ( · ) = U( · )U∗ – эндо-
морфизм A, произведение U∗U содержится в A и частичное отображение
γ : ∆1 → X порождено δ . Тогда пространство максимальных идеалов X ал-
гебры A = C∗

(⋃∞
n=0 δ

n
∗ (A)

)
имеет вид

X =
∞⋃

N=0

XN ∪X∞,

XN =
{
x̃= (x0, . . . , xN , 0, . . . ) : xn ∈∆n, γ(xn) = xn−1, 1 6 n 6 N, xN /∈ ∆−1

}
,

X∞ =
{
x̃ = (x0, x1, . . . ) : xn ∈ ∆n, γ(xn) = xn−1, n > 1

}
.

Топология на X определяется фундаментальными системами окрестностей
точек x̃ ∈XN вида

O(a1, . . . , ak, ε) = {ỹ ∈XN : |ai(xN )− ai(yN )| < ε, i = 1, . . . , k}

и системой окрестностей точек x̃ ∈X∞ вида

O(a1, . . . , ak, n, ε) =
{
ỹ ∈

∞⋃
N=n

XN ∪X∞ : |ai(xn)− ai(yn)| < ε, i = 1, . . . , k
}
,

где ε > 0, ai ∈ A и k, n ∈ N.
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Замечание 4.23. Топология на X – это ∗-слабая топология. Отсюда сле-
дует (см. (4.48)), что топология на

⋃
N∈N XN ∪ X∞ на самом деле есть то-

пология произведения, индуцированная с
∏∞

n=0(X ∪ {0}), где множество {0}
открыто и замкнуто.

Теорема 4.22 побуждает нас внимательнее рассмотреть условие U∗U ∈ A.
Заметим (см. [25; предложение 3.5]), что если U∗U принадлежит коммутан-

ту A, то δ является эндоморфизмом C∗-алгебры A1 = C∗(A,U∗U), а также

A = C∗
( ∞⋃

n=0

δn
∗ (A)

)
= C∗

( ∞⋃
n=0

δn
∗ (A1)

)
.

Таким образом, упомянутое условие означает просто, что вычисление про-
странства максимальных идеалов X алгебры A следует начинать с C∗-ал-
гебры A1 вместо алгебры A.

Далее, условие U∗U ∈ A тесно связано с открытостью ∆−1 (поскольку мно-
жество ∆1 компактно и γ непрерывно, то ∆−1 всегда замкнуто).

Предложение 4.24 (см. [7; предложение 2.4]). Пусть P∆−1 ∈ A – проек-
тор, отвечающий характеристической функции χ∆−1 ∈ C(X). Если U∗U ∈ A,
то ∆−1 открыто и U∗U = P∆−1 . Если U∗U лежит в коммутанте A, ∆−1

открыто и A имеет невырожденное действие на H , то U∗U 6 P∆−1 .

Замечание 4.25. Как показано в [7], неравенство во второй части предло-
жения 4.24 не может быть заменено равенством.

В силу предложения 4.21 отображения δ и δ∗ являются эндоморфизмами
C∗-алгебры A . Отправляясь от теоремы 4.22, мы теперь можем найти форму
порождаемых ими частичных отображений. Стартовую подсказку дает следу-
ющее

Предложение 4.26 (см. [25; предложение 2.5]). Пусть δ( · ) = U( · )U∗ и
δ∗( · ) = U∗( · )U являются эндоморфизмами A, и пусть γ – частичное отоб-
ражение X , порожденное δ . Тогда ∆1 и ∆−1 открыты и замкнуты, а γ :
∆1 → ∆−1 – гомеоморфизм. Более того, действие эндоморфизма δ∗ на C(X)
задается формулой

(δ∗f)(x) =

{
f(γ−1(x)), x ∈ ∆−1,

0, x /∈ ∆−1.
(4.49)

Это предложение вместе с теоремой 4.22 приводит к следующей теореме.

Теорема 4.27 (см. [7; теорема 2.8]). Пусть выполняются условия теоре-
мы 4.22. Тогда:

(i) множества

∆̃1 = {x̃ = (x0, x1, . . . ) ∈X : x0 ∈ ∆1},

∆̃−1 = {x̃ = (x0, x1, . . . ) ∈X : x1 ̸= 0}

открыты и замкнуты в X ;
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(ii) эндоморфизм δ порождает на X частичный гомеоморфизм γ̃ : ∆̃1 →
∆̃−1 , действующий по формуле

γ̃(x̃) = γ̃(x0, x1, . . . ) = (γ(x0), x0, x1, . . . ), x̃ ∈ ∆̃1; (4.50)

(iii) частичное отображение, порождаемое δ∗ , обратно к γ̃ , т.е. γ̃−1 :
∆̃−1 → ∆̃1 , где

γ̃−1(x̃) = γ̃−1(x0, x1, . . . ) = (x1, x2, . . . ), x̃ ∈ ∆̃−1. (4.51)

Пара (X , γ̃) называется в [7] обратимым расширением частичной динами-
ческой системы (X, γ).

Наряду с описанием пространства максимальных идеалов для A = C(X ) и
действия γ̃ на нем автор предъявляет в [7] явную алгебраическую конструкцию
алгебры A в терминах (A, δ). Эта конструкция такова.

Вначале заметим, что семейство {An}n∈N, где An = δn(1)A, является убы-
вающим семейством замкнутых двусторонних идеалов. Поскольку оператор
δn(1) отвечает характеристической функции χ∆n ∈ C(X), мы можем рассмат-
ривать An как C∆n

(X) (где CK(X) обозначает алгебру непрерывных функций
на X, обращающихся в нуль вне подмножества K ⊂ X). Пусть E∗(A) – мно-
жество, состоящее из таких последовательностей a = {an}n>0, в которых лишь
конечное число элементов an ∈ An отличны от нуля. А именно,

E∗(A) =
{
a ∈

∞∏
n=0

An : ∃N > 0 ∀n > N an ≡ 0
}
.

Пусть a = {an}n>0, b = {bn}n>0 ∈ E∗(A) и λ ∈ C. Определим сложение, умно-
жение на скаляр, сверточное умножение и инволюцию на E∗(A) соответственно
формулами

(a+ b)n = an + bn, (4.52)
(λa)n = λan, (4.53)

(a · b)n = an

n∑
j=0

δj(bn−j) + bn

n∑
j=1

δj(an−j), (4.54)

(a∗)n = an. (4.55)

Эти операции корректно определены и вполне естественны, исключая, возмож-
но, умножение двух элементов из E∗(A). Подчеркнем, что индекс в одной из
сумм в (4.54) начинает изменяться от 0.

Предложение 4.28 (см. [7; предложение 4.5]). Множество E∗(A) с опера-
циями (4.52)–(4.55) становится коммутативной алгеброй с инволюцией.

Теперь определим морфизм ϕ : E∗(A) → C(X ). С этой целью для любых
a = {an}n>0 ∈ E∗(A) и x̃ = (x0, x1, . . . ) ∈X положим

ϕ(a)(x̃) =
∞∑

n=0

an(xn), (4.56)

где an(xn) = 0, как только xn = 0. Это отображение ϕ корректно определено,
потому что лишь конечное число функций an отличны от нуля.
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Теорема 4.29 (см. [7; теорема 4.6]). Отображение ϕ : E∗(A) → C(X ) из
(4.56) является морфизмом алгебр с инволюцией. Образ ϕ плотен в C(X ),
т.е.

ϕ(E∗(A)) = C(X ).

Рассмотрим факторпространство E∗(A)/ kerϕ и соответствующее факторо-
тображение φ : E∗(A)/ kerϕ → C(X ), т.е. φ(a + kerϕ) = ϕ(a). Ясно, что φ –
инъективное отображение на плотную ∗-подалгебру в C(X ). Положим

E∗(A) := φ(E∗(A)/ kerϕ), (4.57)
[a] := φ(a+ kerϕ), a ∈ E∗(A). (4.58)

Определение 4.30 (см. [7; определение 4.7]). E∗(A) называется ∗-алгеброй
коэффициентов для пары (A, δ). Мы будем писать [a] = [a0, a1, . . . ] ∈ C(X )
для a = (a0, a1, a2, . . . ) ∈ E∗(A).

Естественная инъекция A ∋ a0 −→ [a0, 0, 0, . . . ] ∈ E∗(A) позволяет нам трак-
товать A как C∗-подалгебру в E∗(A), а также в A = C(X ):

A ⊂ E∗(A) ⊂ A , E∗(A) = A .

Как только произведено расширение A до алгебры коэффициентов A , даль-
нейшее построение скрещенного произведения идет без проблем (см. [7; § 5]).
Поскольку у нас δ и δ∗ являются эндоморфизмами A , они будут частичными
автоморфизмами (предложение 4.26), и их действие описано в теореме 4.27.
Поэтому скрещенное произведение в [7] естественно определяется как частич-
ное скрещенное произведение, введенное в [21]. Очевидно, в рассматриваемой
ситуации оно совпадает с A ×δ Z.

В конце этого пункта упомянем несколько интересных наблюдений о зави-
симости X от γ, сделанных в [7].

Если γ сюръективно, то XN = ∅ при всех n ∈ N и X = X∞. В этом случае
X можно определить как проективный предел (см. [7; предложение 3.10]).

Если γ инъективно, то естественная проекция Φ: X → X, задаваемая фор-
мулой

Φ(x0, x1, . . . ) = x0, (4.59)

является гомеоморфизмом (см. [7; предложение 2.3]).
Если (X, γ) является односторонней топологической цепью Маркова, то ее

обратимое расширение (X , γ̃) является двусторонней топологической цепью
Маркова (см. [7; пример 2.8]).

Последний пример показывает, в частности, что скрещенное произведение
Квасьневского качественно отличается от алгебры Кунца–Кригера. Хотя оба
эти скрещенные произведения базируются на односторонней топологической
цепи Маркова, в конструкции Кунца–Кригера мы получаем некоммутативную
алгебру коэффициентов FA (см. п. 4.3), в то время как конструкция Квасьнев-
ского приводит к коммутативной алгебре коэффициентов C(X ), где (X , γ̃) –
двусторонняя топологическая цепь Маркова.



СКРЕЩЕННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ C∗-АЛГЕБРЫ НА ЭНДОМОРФИЗМ 31

§ 5. Скрещенное произведение, алгебры коэффициентов,
трансфер-операторы и другое (взаимосвязи)

Различные конструкции, представленные в предыдущем параграфе (иногда
даже “качественно” различные; здесь мы хотели бы особо “противопоставить”
скрещенные произведения Экселя и Квасьневского), все оказываются скре-
щенными произведениями того типа, который был введен в настоящей статье:
в каждой из них возникают отлично представимая пара (A , δ) и соответству-
ющий полный трансфер-оператор δ∗.

Но поскольку эти конструкции все же различны, естественно возникает во-
прос: что именно следует называть скрещенным произведением? Или, более
конкретно, что и с чем мы скрещиваем?

Объекты из предыдущего параграфа вместе с результатами из § 2 и § 3 при-
водят к более или менее естественному ответу, который мы дадим ниже.

5.1. Конструкция скрещенного произведения. Построение скрещен-
ного произведения состоит из двух шагов.

Шаг 1 (начальные объекты и процедура расширения). Должна быть за-
дана некоторая ∗-алгебра A (или хотя бы некоторый набор элементов из A)
и некая процедура расширения, посредством которой можно расширить ал-
гебру A вплоть до C∗-алгебры коэффициентов A и определить эндоморфизм
δ : A → A таким образом, чтобы пара (A , δ) была отлично представима (что
эквивалентно существованию полного трансфер-оператора δ∗ для (A , δ), кото-
рый единствен по теореме 2.2).

Шаг 2 (скрещивание алгебры коэффициентов с эндоморфизмом δ). Как
только получены A , δ и δ∗, скрещенное произведение (A и δ) определяется
в соответствии с определением 2.6.

Таким образом, в сущности мы скрещиваем алгебру коэффициентов A с эн-
доморфизмом δ, в то время как исходная алгебра A и процедура ее расширения
служат инструментом построения A и δ.

5.2. Обсуждение. I. Расширение. На шаге 1 построения скрещенного про-
изведения используется процедура расширения. Что это такое? Существует
ли возможность явно описать эту процедуру? В общей ситуации, к сожале-
нию, мы не видим способа дать точное описание. Просматривая все конструк-
ции скрещенных произведений, приведенные в § 4, можно заметить, что ни
трансфер-оператор (см., например, скрещенное произведение Квасьневского),
ни даже эндоморфизм алгебры A (см. пример 4.20) не является необходимым
для этой процедуры. Более того, если мы рассмотрим алгебру Кунца–Кригера,
то среди исходных объектов обнаружим проекторы Qi = S∗i Si и Pi = SiS

∗
i ,

набор которых даже не образует алгебру, и при этом изначально нет ника-
кого трансфер-оператора (необходимые алгебра и трансфер-оператор возника-
ют здесь в результате процедуры расширения). В этой связи отметим работу
Дж. Линдиарни и И. Райберна [26], в которой начальными объектами являются
C∗-алгебра A и положительный конус Γ+ в некоторой вполне упорядоченной
абелевой группе, действующей на A эндоморфизмами, которые продолжаются
на алгебру мультипликаторов алгебры A (где не предполагается наличие ника-
ких трансфер-операторов). Предполагая, что эти эндоморфизмы порождаются
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частичными изометриями Vs, s ∈ Γ+, вида A ∋ a 7→ VsaV
∗
s , причем произведе-

ния V ∗s Vs лежат в коммутанте A, авторы определяют скрещенное произведе-
ние как универсальную обертывающую C∗-алгебру, порожденную элементами
A и Vs. Очевидно, в этом случае соответствующей алгеброй коэффициентов A
(расширением A) будет универсальная C∗-алгебра, порожденная элементами
A, V ∗s AVs, где s ∈ Γ+, а также δs( · ) = Vs( · )V ∗s и δ∗s( · ) = V ∗s ( · )Vs.

На самом деле в общей ситуации процедура расширения задается отобра-
жениями A ∋ a 7→ UaU∗ и A ∋ a 7→ U∗aU , которые зависят от происхожде-
ния алгебры A и происхождения оператора U (вообще говоря, ни отображение
U( · )U∗, ни отображение U∗( · )U не сохраняет A, и потому они не являются
эндоморфизмом и трансфер-оператором). В принципе процедура расширения
сводится к некоторому аксиоматическому описанию этих отображений. Основ-
ные структуры и объекты, возникающие на этом пути, описаны в [10; § 3].

Мы хотели бы также напомнить уже упоминавшееся “противопоставление”
между алгеброй Кунца–Кригера и скрещенным произведением Квасьневского
для односторонней топологической цепи Маркова. Оба скрещенных произве-
дения базируются на односторонней топологической цепи Маркова. Далее,
операторы Si в алгебре Кунца–Кригера порождают изометрию S (4.18), кото-
рая приводит к процедуре расширения, определяемой отображениями S( · )S∗
и S∗( · )S и дающей в результате алгебру коэффициентов FA (в то время как
процедура расширения в скрещенном произведении Квасьневского приводит
к коммутативной алгебре коэффициентов C(X ), где (X , γ̃) является двусто-
ронней топологической цепью Маркова).

В работе Экселя [8] обсуждаются некоторые процедуры расширения вида

U∗aU = H (a)U∗U, UaU∗ = V (a)UU∗, a ∈ A,

где A – C∗-алгебра, U – частичная изометрия и V , H : A → A – некоторые
положительные линейные отображения. По завершении серии впечатляющих
выкладок в [8; § 7] Эксель пишет: “Читателя может поразить впечатление, что
дикое жонглирование ковариантными представлениями. . . немного чрезмерно,
и нужно что-то сделать, чтобы остановить это. Я согласен.” Мы тоже согласны.
Но все предыдущие рассуждения убеждают нас в том, что нет универсально-
го способа описать произвольную процедуру расширения. Повторим еще раз,
что существует столько процедур расширения, сколько есть различных типов
C∗-алгебр A и отображений A ∋ a 7→ UaU∗ и A ∋ a 7→ U∗aU .

II. Алгебры коэффициентов и трансфер-операторы. В настоящей статье мы
начинали с алгебр коэффициентов (§ 2). Но на самом деле из предыдущего об-
суждения ясно, что алгебра коэффициентов является не начальным объектом,
а скорее конечным (или промежуточным) – она является целью процедуры
расширения.

Что касается связи между алгебрами коэффициентов и трансфер-операто-
рами, мы должны подчеркнуть, что изначально (когда мы только начинаем
строить алгебру коэффициентов) трансфер-оператор может как присутство-
вать, так и отсутствовать (это зависит от той процедуры расширения, с кото-
рой мы имеем дело), в то время как в конце (когда мы уже построили алгебру
коэффициентов) этот оператор обязательно возникает и однозначно определен.
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Стоит упомянуть, что в конструкции скрещенного произведения Экселя (см.
определение 4.10) трансфер-оператор L определяется не однозначно (он не
полностью определяется по α; см., например, [11; замечание 2.4]). С другой
стороны, когда с помощью конструкции Экселя мы получаем алгебру коэф-
фициентов A (как в теоремах 4.17 и 4.18), возникающий при этом трансфер-
оператор δ∗ единствен (он полностью определяется по δ; см. теорему 2.2). По-
этому различие между разными трансфер-операторами L означает различие
между исходными объектами соответствующих процедур расширения (повто-
рим, что не все процедуры расширения могут быть определены с помощью
некоторого трансфер-оператора).

III. Скрещенное произведение. Приведенная в § 2 конструкция покрывает
не все известные на данный момент типы скрещенных произведений (в част-
ности, в нее не включается скрещенное произведение Экселя, если трансфер-
оператор L не связан с частичной изометрией). С другой стороны, мы ве-
рим (и весь материал настоящей статьи убеждает в этом), что как только мы
сталкиваемся со скрещенным произведением, связанным с частичными изо-
метриями, мы неизбежно приходим к конструкции скрещенного произведения,
описанной в п. 5.1, и в итоге – к скрещенному произведению из определения 2.6.

Это скрещенное произведение вполне удовлетворительное во многих отноше-
ниях: оно покрывает все наиболее востребованные конструкции скрещенного
произведения, полученные ранее (см. § 4), и его внутренняя структура обладает
хорошими свойствами (описанными в § 3).

Поэтому, вспоминая замечание Экселя “. . . что-то нужно сделать, чтобы ос-
тановить это. . . ”, мы думаем, что это скрещенное произведение можно считать
разумной (как минимум, промежуточной) остановкой.
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