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Пусть L 2 (со) — пространство со-периодических комплекснозначных функ­
ций, квадратично суммируемых на отрезке [0, со] с нормой 

со 

||*U = ( j | * (0 | a #) , / 2 . 
О 

Обозначим через "^(со) пространство со-периодических комплекснозначных 
функций, имеющих абсолютно непрерывные производные до порядка т — 1 
и имеющих производную порядка т, принадлежащую La(co), с нормой 

т со 

Н 4 , » = (2 J i ^wi^ Г -
2 k=0 о 

Для линейного дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом 
вида 

т 

К (0 * w (0 + bk (t) (t + h)] = /(*), (1) 

где ak(t), bk(t) — комплекснозначные со-периодические функции, /£L 2 (co), 
ставится вопрос о существовании со-периодических решений, принадлежа­
щих пространству ^ ( с о ) . 

В настоящей работе получены эффективные необходимые и достаточные 
условия нормальной разрешимости этого уравнения и показано, что его 
индекс равен нулю. Говорят, что уравнение (1) нормально разрешимо в 
пространстве W™((o), если 

1) однородное уравнение (1) (/ == 0) имеет конечное число пг линейно 
независимых решений из №Г(а>); 

2) существует конечное число я 2 линейно независимых функций 
^ (*) £ L 2 (ю), i= 1, п2, таких, что неоднородное уравнение (1) имеет 
решение xZW^i®) тогда и только тогда, когда 

со 

[ / ( * Ы 0 # = 0, i = 1, « 2 . (2) 
0 

Число пг — п2 называется индексом уравнения. Если уравнение (1) нор­
мально разрешимо, то оператор L: (со) L 2 (со), определенный левой 
частью уравнения (1), называется фредгольмовым, а число пх — п2 называ­
ется его индексом и обозначается indL. Отметим, что множество значений 
фредгольмова оператора всегда замкнуто. 
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Задача о существовании периодических решений уравнений с отклоня­
ющимся аргументом изучалась в работах [1 — 7]. 

Справедливость альтернативы Фредгольма для уравнений с запаздываю­
щим аргументом доказана А. Халанаем [1] и другими методами — Е. А. Лиф-
шицем [2] и П. П. Рыбиным [3]. Для уравнений нейтрального типа 
В. Р. Носовым [4] получены условия справедливости альтернативы Фред­
гольма, аналогичные лемме 1 настоящей работы. В случае постоянных 
коэффициентов Д. Векслером [5—6] изучены периодические решения в 
пространстве обобщенных функций и получены условия, при которых урав­
нение разрешимо, если правая часть ортогональна ко всем решениям одно­
родного сопряженного уравнения. В случае, когда отклонение А соизмеримо 
с периодом со и для некоторых переменных отклонений, условия нормаль­
ной разрешимости уравнения (1) получены А. Б. Антоневичем [7]. 

Для применения результатов работы [7] к уравнению (1) будем рас­
сматривать это уравнение как уравнение на окружности длины со. Если 
h/(d=p/q, где р и q — целые, отображение /->•/-]-А порождает конечную 
группу преобразований окружности и применима теорема 1 из [7]. Условие 
эллиптичности вспомогательного оператора А в случае уравнения (1) имеет 
вид 

</-1 q-\ 

Uam(t + kh)=^Ubm(t + Щ. 
Условие (3) из теоремы 1 настоящей работы является предельным случаем 
этого условия при q->oo. В случае рационального А/со спектр оператора 
Р лежит в кольце, которое сужается при увеличении q я в пределе обра­
щается в окружность, являющуюся спектром оператора Р при иррацио­
нальном А/со (если р (t) ф 0). 

В векторном случае в недавно вышедшей работе Э. Мухамадиева и 
Б. Н. Садовского [8] получена оценка спектрального радиуса оператора Р 
и вытекающие из нее достаточные условия фредгольмовости оператора L. 
В настоящей работе в скалярном случае найден спектр оператора Р, из вида 
которого вытекает, что в скалярном случае оценка из [8] дает точное зна­
чение спектрального радиуса и если p(t) обращается в нуль, условия из 
работы [8] являются необходимыми. 

Сформулируем основной результат. 
Т е о р е м а 1. Пусть коэффициенты ak(t) и bk(t)—непрерывные функ­

ции, am(t)=£0, bm(t)=£0, и пусть А несоизмеримо с со. Для того чтобы 
уравнение (1) было нормально разрешимо в пространстве Щг((о), необхо­
димо и достаточно, %чтобы 

со со 

f l n | a m ( 0 | d ^ f l n | & m ( / ) | ^ , (3) 
6 0 

причем индекс уравнения всегда равен нулю. 
Докажем несколько лемм. 
Л е м м а 1. Для того чтобы оператор L был фредгольмовым, необхо­

димо и достаточно, чтобы фредгольмовым был оператор 

А = 1+Щтк. 
< МО 

действующий в пространстве £2(со), где I — тождественный оператор, а 
Th — оператор сдвига на А, действующий по формуле 
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Thx(t)=x(t + К). 
Кроме того, ind L = ind А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор 
т— 1 

V = 2 [% (О (0 + К (0 *(*> С + А)1 
/г=0 

является вполне непрерывным как оператор, действующий из пространства 
W^(co) в L2(co). В силу теорем об устойчивости свойства оператора быть 
фредгольмовым и устойчивости индекса при вполне непрерывных возмуще­
ниях [9] оператор L фредгольмов тогда и только тогда, когда фредгольмов 
оператор 

Lox = ат (0 х(т) (0 + К (0 хт (t + К), 
причем 

ind L == ind L 0 . 

Оператор L 0 представляется в виде произведения 

dm L0=am{t)A-

причем оператор дифференцирования фредгольмов и имеет индекс нуль, 
а оператор умножения на функцию am(t) обратим. Поэтому оператор L 0 

фредгольмов тогда и только тогда, когда фредгольмов оператор Л, причем 
ind L 0 = ind Л. 

Л е м м а 2. Если f(t)—непрерывная ^-периодическая функция и h/a* 
иррационально, то последовательность 

1 п ~ 1 

Fn(t) = -Yj(t+kh) 
П Jmtk 

со 

равномерно по t стремится к постоянной С = — 1 /(/) dt. 
©J 

о 
Доказательство содержится в [8]. 
Л е м м а 3. Пусть p(t) — непрерывная ^-периодическая функция, p(t)=^ 

ФО, h/& иррационально. Тогда спектром оператора Р = р (t)Th в гиль­
бертовом пространстве L 2 (со) является окружность 

со 

Щ = ехр — ( In |/7(0 | dt. 
w J 

о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вычислим спектральный радиус оператора Р [10] 

г (Р) = lim(||P"||) I / r a = lim max (p (t)p (t + h)... p (t + (n — 1) h))i/n = 
oo Я->оо f 

= lim max ехр — V In | /? (t - f &/*) | = exp — i In | p (t) \ dt. 
n-*oo t n JmJ CO J 

Аналогичные вычисления для обратного оператора Р 1 дают со 

г(Р"1) = ехр (— — j*ln|p(0|d*j. 
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Таким образом, спектральные значения оператора Р удовлетворяют нера­
венствам 

со 

|Я | < е х р — [\n\p(t)\dt, 
ю J 

о 
0) 

< ехр ^ 1- J \n\p(t)\dt j 

о 

со 

откуда \Ц = ехр ^-— j* In | р (/) [ dt 
о 

Покажем, что спектр заполняет всю окружность. Так как спектр огра­
ниченного оператора не пуст, на этой окружности существует А,0 такое, 
что оператор Р^ = — K0I + Р не имеет ограниченного обратного. Пусть 

i2nkt 
Uk — оператор умножения на функции ехр и Р£ = UkP%U-1. Тогда 
P\Q тоже не имеет ограниченного обратного. Так как 

p i - - - h l + е х р | ) Р , 

условие, что оператор Р%0 не имеет ограниченного обратного, равносильно 
i2nkh 

утверждению, что числа Я Л = Л 0 е х р — : принадлежат спектру опера-
со 

тора Р. Так как /i/со иррационально, спектральные значения Xk образуют 
всюду плотное множество на окружности, и в силу замкнутости спектра 

со 

1 г 
вся окружность |Л,| = е х р — \ \n\p(t)\dt принадлежит спектру операто-

О) J 
о 

ра Р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть 

со со 

[ In| ат(t) \dt=£\ln\ bm(t) J dt. Тогда в силу леммы 3 число К = — 1 не яв-
b о 
ляется спектральным значением для оператора Р = -II1^-Tlv оператор Л = 

ат (О 
= / + Я имеет ограниченный обратный, и в силу леммы 1 оператор L 
фредгольмов и indL = 0. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть оператор L фредгольмов. Предположим, что 
условие (3) нарушено. У оператора L существует такая окрестность в рав­
номерной операторной топологии, что все операторы из этой окрестности 
фредгольмовы и имеют индекс, равный индексу оператора L [9]. В эту 
окрестность попадет хотя бы один оператор вида (1), для которого выпол­
нено условие (3), имеющий в силу первой части теоремы нулевой индекс. 
Следовательно, ind L = 0 и в силу леммы 1 оператор Л фредгольмов и 
ind Л = 0 . Согласно предположению, 1 1 п dt = 0, спектр оператора Р bm(t) 

о 
заполняет всю окружность \Ц = 1 и 1 = — 1 является спектральным зна-
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чением. Если К = — 1 не является собственным значением, то оператор А 
как фредгольмов оператор с нулевым ядром и нулевым индексом имеет 
ограниченный обратный, что противоречит тому, что Х = —1 принадлежит 
спектру. Значит, % = —1 является собственным значением оператора Р, 
т. е. существует функция x(t) £ L 2 (со), | | х | |=£0 , такая, что х + Рх = 0. 
Заметим, что 

со 

[ cos *E!i\X(t)\*dt^ о 
.1 со 
о 

при /г-> оо как коэффициенты Фурье интегрируемой функции. Значит, 
существует N, что для n>N имеем 

со 
2nnt 1 c o s ^ | * ( 0 | 2 d / | < 4 - | M | 2 . (4) 

со 2 
' о 

Так как А/со иррационально, существует последовательность целых чисел 

nk такая, что n k + 1 — tih>N и Ak = ехр - >—1 при # - > о о . 
со 

i2jin t 
Функции x f e ( / ) = e x p —x(t) являются собственными функциями опе-

со 
ратора Р с собственными значениями Xh. Поэтому 

Axh = (l + Kk)xk.-»Q 
при й-> оо . В силу неравенства (4) при кфр 

со 

2 = 2 | | х | | 2 - 2 Г cos 2 п {Пк ~lAL\x (t) \4t >\\х [J2 

J © \xk — X 

0 

и, следовательно, последовательность x*k не компактна. Поэтому множество 
значений оператора А не замкнуто [11], что противоречит фредгольмовости 
оператора А. Теорема доказана. 

Т е о р е м а 2. Пусть ak (t) и bk (t) — непрерывные функции, ат (t) Ф 0, 
а Ът (/) обращается в нуль, А/со иррационально. Справедливы*утверждения: 

а) если Ьт (t) = 0 на множестве ненулевой меры или если 

In | bm (t) I dt расходится, то уравнение (1) нормально разрешимо; 
о 

б) если j In | b m конечен, то уравнение (1) нормально разрешимо 
и 

тогда и только тогда, когда 
со со 

f l n | a m ( O I * > J l n | & m ( 0 | d / . (5) 
о о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства нормальной разрешимости 
достаточно в силу леммы 1 доказать обратимость оператора 

• A = I + Th = I + P. 
ат (0 
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Оценим спектральный радиус оператора Р . По функции р (t) = ^т ^ по-

строим функцию 

Рг(*)= ( еСЛИ 1 / 7 ( / ) 1 > 8 > 

I. 8 , если \р (t)\ < 8, \p(t)\ 
и оператор Р е = p&(t)Th. Так как р е(0>|р(0|» спектральные радиусы свя­
заны неравенством г(Рг)^>г(Р) и, значит, г (Р) < inf г (Р £). В силу леммы 3 

8 > 0 

со 

Г (PJ = ехр— f l n | p e ( / ) | £ t t . 

© J 
О 

Тогда в случае а) имеем infr(P £ ) = 0, к = — 1 не принадлежит спектру 
8 > 0 

оператора Р, и оператор А обратим. В случае б) имеем 
со 

inf г (Яе) = ехр — I In 
8 > 0 со J ат (t) 

dt<\, 

и по-прежнему Х = —1 не принадлежит спектру оператора Р. 
Нам понадобится 
Л е м м а 4. Пусть p(t) — непрерывная • апериодическая функция, обра­

щающаяся в нуль. Тогда для любого е > 0 а любого М < J In | рг (f)\ dt 
d 

существует непрерывная ^-периодическая функция q(t) такая, что 
со 

ЧУ)фО, \p(t)-q(t)\<z и \\n\q(t)\dt = М. 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть p(t0) — 0 и пусть б > 0 таково, что при 
\t— t0 \ < б выполняется \p(t) | < 8 . Зададим непрерывную со-периодическую 
функцию q(t), положив, что на отрезке длины со, содержащем внутри се­
бя интервал \t — t0\ < б, 

( \p(t)\, если И 0 1 > 8 / 2 , 

е/2, если \p(f)\<— и \t— / 0 | > б , 
k(0i = i 2 

8 ехр [—С(/ — t0 + б) (/ — / 0 — б)], если \t — f0| < б, 

и что argt7(/) есть непрерывная функция, такая, что arg<7(0 = arg p(t)t 

если \p(t)\>-^~ . Тогда q(t)=£Q9 для любого С > 0 выполняется 

k ( 0 - P ( O I < e . 
При С = 0 имеем 

со СО 

f ln|<7(0№ = f l n | p 8 ( / ) | d / . 
о о 

При С + оо имеем 
со 

f In | </(*)! # - > • - < » 
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СО 

и при некотором С 0 > О | In \q (t)\ dt = M. 
о 

Продолжим доказательство теоремы. Пусть уравнение (1) нормально 
разрешимо. Тогда оператор А фредгольмов и существует е-окрестность 
оператора Л, в которой все операторы фредгольмовы [10]. Предположим, 

что условие (5) нарушено, т. е. j In | p(t) | dt > 0. В силу леммы 4 суще-
о 

со 

ствует q(t), что \p(t) — q(f)\<c.e и } \n\q(f)\dt = 0. В силу теоремы 1 
о 

оператор / + q (t) Th не является фредгольмовым. Но он попадает в е-ок­
рестность оператора А, в которой все операторы фредгольмовы. Получен­
ное противоречие доказывает теорему. 

З а м е ч а н и е . Теорема 2 остается справедливой, если в формулировке 
am(t) и bm(t) поменять местами. 

Т е о р е м а 3. Если коэффициенты am(t) и bm(t) непрерывны и оба об­
ращаются в нуль, то уравнение (1) не является нормально разрешимым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что уравнение (1) нормально раз­
решимо. Тогда оператор А = ат (t) I + bm (t) Th является фредгольмовым и 
у него существует е-окрестность, состоящая из фредгольмовых операторов. 
Согласно лемме 4, существуют a (t) и b (/) такие, что a (t) Ф 0, \ат (t) — 

со со 

— a(t)\< е/2, Ь (t) Ф0, \Ьт (/) - Ь (t)\ < ~ и j In | а (/)] dt=$\n\b (/) | dt. 
о 6 

Тогда оператор А± =a(f)I + b(t)Th попадает в е-окрестность оператора А 
и является фредгольмовым. С другой стороны, в силу теоремы 1 оператор 
Аг не является фредгольмовым. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Функции ^ (/) £ L 2 (со), участвующие в условии (2), яв­
ляются решениями однородного сопряженного уравнения 

N j ( - l ) * К (О У (t) + b~(t-h)y(t- h)} = 0, (6> 

где дифференцирование понимается в смысле обобщенных функций. Если 
коэффициенты ak(t) и bk(t) имеют k непрерывных производных, то 
уг (/) 6 W™ (со) и при решении уравнения (6) можно ограничиться обычными 
(не обобщенными) решениями. 
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