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А . Б . А Н Т О Н Е В И Ч 

На торе Тт , реализованном как пространство Rm, приведенное по mod 1 
по каждой переменной, рассмотрим псевдодифференциальный оператор с от­
клоняющимся аргументом вида 

Аи = А0 (х, D)u — A1 (х, D) Ти, (1) 

где At(x, D), i = 0, 1, —псевдодифференциальные операторы порядка г на 
торе Tm, Т — оператор сдвига, действующий на функцию и(х) по формуле 
Ти (х) = u(h (х)), где h (х) = х + ft, h — заданный вектор. Требуется найти 
условия, при которых оператор А фредгольмов в соответствующих простран­
ствах Соболева. Аналогичная задача для произвольного отображения h(x) 
изучалась в работах [1—3] при условии, что отображение h(x) имеет конеч­
ный порядок (некоторая его итерация есть тождественное отображение). 

В случае окружности (яг= 1) для оператора вида (1) в работах [4—6] 
получены достаточные, а в работах [7—8] необходимые и достаточные усло­
вия, при которых оператор А фредгольмов. В работе [5] получены также 
достаточные условия фредгольмовости одномерного сингулярного интеграль­
ного оператора в случае произвольного отображения h(x). 

В настоящей работе показано, что принадлежность оператора А классу 
фредгольмовых операторов зависит от того, является ли л = 1 спектральным 
значением некоторого вспомогательного оператора Р = р (х) Т, найден спектр 
этого оператора и вытекающие отсюда необходимые и достаточные условия 
фредгольмовости оператора А. Полученные результаты обобщают результаты 
работ [7—8], относящихся к случаю m= 1. 

Орбитой Р на торе Тт назовем замыкание множества точек вида {x+kh9 

k = 0, + 1 , . . . } , где х фиксировано. Орбиты являются подмногообразиями, 
размерность которых равна числу рационально независимых среди чисел 
hv . . . , hm. Тор Тт расслаивается на орбиты, на каждой из которых опре­
делена естественная мера, инвариантная относительно сдвига h (х). Множест­
во В орбит Р обладает естественной структурой компактного связного мно­
гообразия размерности т — k. 

Л е м м а 1. Пусть f (х) — непрерывная функция на Тп\ Тогда последсг 
N—1 

вательношь /лг (х) = — \ f(x kh) равномерно по х стремится к 
N JmJ 

функции 

FФ) = f(x)d\i(x), 

постоянной на орбитах, где Р — орбита, содержащая точку х, \ Р | — ее 
мера. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть q(х) = 2 а а Е Х Р '2л (а> х)~~ тригономет-
\(Х\<р 

рический многочлен такой, что | / (х) — q (х) | < е [здесь а = (av ..., ат) — 
т 

целочисленный вектор, |сс| = ^ I а Л )• Рассмотрим 
/=1 

N-1 
1 V I / L / Ч

 1 V I 1 — exp i 2nN (а, h) w 

iV JV 1 — exp 1 2 я (a, /i) 
^ = 0 e x p t2jr(a, 

xexp i 2л(а, x)-f a a e x p i 2л; (a, x). 
exp i 2n{a,h) = \ 

Так как первая сумма равномерно стремится к нулю, получаем 

qN (х) Q (х) 2 аа exp i 2л (а, х). 
N ^ ° ° ехр /2л(а ,Л )=1 

Очевидно, так как Q (х + h) = Q (х), т. е. Q (х) постоянна на орбитах, что 

1 Г Q(x)dii(x) = Q(x) = Q(^. I P I 

Если exp i 2я (a, h) Ф 1, то I ехр i 2я (а, х) d\i (х) = (exp i 2я (а, х),1) =. 
I P I .) 

= [ 1 — ехрг*2я(а, /г)] - 1 ((/ — 7) ехр г 2л (а, х), 1) - [1 — exp i 2я (а, А)]"1Х 

X (ехр / 2я (а, х), (I — Т*) 1) = 0. Поэтому — Г q (х) d\i (х) = Q ( Р ) . 
I P I J 

Р 

Для 8 > 0 выберем N0 так, что для # > N 0 , \qN{x) — Q(x)\<.e. Тогда 
для N>N0 получаем неравенство 

! fN (х) - F (р)! < j / v (х) - qN (х) I + I qN (x) — Q(P)| + 
- 4 Q ( P ) - F ( P ) | < 3 e , 

которое доказывает лемму. 
З а м е ч а н и е . Сходимость в среднем fN(x)-*-F(x) утверждается в ста­

тистической эргодической теореме Неймана [9]. 
О п р е д е л е н и е . Средним геометрическим непрерывной функции р(х)> 

> 0 на орбите Р назовем число 
М*[р(х)] = 

ехр—-— Г \np(x)d\i(x)9 если интеграл существует, 
I P I J 

0, если интеграл расходится. 

Л е м м а 2. Если р(х) — непрерывная функция на торе, то спектраль­
ный радиус spr[P(P)] оператора Рф) = р(х)Т в пространстве £2(Р) равен 
среднему геометрическому модуля коэффициента р(х), т. е. spr[P(p)] = 
= Mzl\p(x)\]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для вычисления спектрального радиуса применим 
формулу Гельфанда [10] 

s p r [ P (P ) ] = Н т | | Я " ( Р ) | | 1 / л г . 
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В нашем случае 

||Рл'(Р)||тах I П P(x+kh)\ . 

Рассмотрим сначала случай /?(х)=^0. Применяя лемму 1, получаем 

spr [Рф)] = lim max [~j \Р(х ~- kH) | = lim max x 
N-+co fe===Q N->oo 

N-l 
xexp — ln | / ? (x- f kh)\ = exp - ^ i — j* In|/?(x)d\x(x) = M j 3 [ |/?(x) | ] 

Если /?(х) обращается в нуль, рассмотрим функции 

Рп(*) = 

' 1 /7 (х)!, если | р (х) | > — , « = 1 , 2, 
/г 

— , если | /? (х) К — , 

А1 п 

Ро(х)=\р(х)\, 
и операторы Рпф)=рп(х)Т. Так как р 0 (х )< /? 7 г (х ) , то 

spr[P 0 (P ) ]<spr[P n (P ) I - (2) 

При п-+оо последовательность spr[Pn(P)] монотонно убывает, и так как 
она ограничена снизу, существует lim spr [Рп ф)]. 

П-юо 

По доказанной части леммы spr[Pn(P)] = М$[рп(х)]. Так как РпФ) 
->Р0(Р) при /г-> оо, из полунепрерывности сверху спектрального радиуса 
spr[P n (p)] [10] и неравенства (2) получаем 

lim Л1Р [/?п (х)] < spr [Р 0 (Р)] < lim М р [/?п (х) ]. 

Отсюда следует утверждение леммы 

spr [Р (Р)] = spr [Р 0 (Р)] = lim М р [рп (х)] = 

Л е м м а 3. Если хотя, бы одно из чисел h- иррационально, то спектр 
оператора Р ф) инвариантен относительно вращения вокруг точки X = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Х0 — спектральное значение оператора Р(Р), 
т. е. Х01 — Р(Р) не имеет обратного. Обозначив через U оператор умноже­
ния на функцию ехр (1"2ях / о), получим, что оператор 

%0 ехр (i2nkhio) I -jP[(p) =:ехрКйя%) I/* (Р)] U'k 

не имеет обратного, т. е. число Я0 ехр (i2nkh]Q) принадлежит спектру опера­
тора Р(Р). В силу иррациональности числа hJQ эти значения плотны на 
окружности радиуса ] А,01 и, значит, вся окружность принадлежит спектру. 

Т е о р е м а 1. Пусть р (х) — непрерывная функция на торе, и пусть 
среди чисел hj есть хотя бы одно иррациональное. Спектром оператора 
Рф) = р(х)Т в пространстве L2ф) является окружность радиуса 
Щ[\Р(х)\], если р(х)ф0 на орбите р, и круг радиуса М^[\р(х)\], если 
р (х) обращается в нуль на орбите р. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р(х)фО на орбите р. Тогда существует 
обратный оператор Р - 1 ( Р ) = [р(х + h)]~lT~1. Применяя к оператору Р - 1 ( Р ) 
лемму 2, получаем 

1 C\n\p(x)\dx spr [ Р - 1 (Р) ] = ехр ( sp r [P (P) ] } -

откуда вытекает, что весь спектр оператора Р ( Р ) расположен на окруж­
ности радиуса s p r [ P (P ) ] . Так как спектр ограниченного оператора не пуст, 
в силу леммы 3 вся окружность принадлежит спектру. 

Пусть теперь р(х0) = О, л ; 0 £ Р . Для любого 8 > 0 существует б > 0 , что 
| р (х) | < е, если \х — х01 < б. Возьмем функцию 

Построим операторы 

1, если \х — л ' 0 | > б , 

— — — , если ! х — xQ | б. 

Рс®) = р(х)№(х)ГТ. 

Если spr [Р (Р) ] = 0, то X = 0 является единственной точкой спектра. Пусть 
s p r [ Р ( Р ) ] > 0 . Возьмем К \Х\ < s p r [ Р ( Р ) ] , и предположим, что Я —регуляр­
ное значение оператора Р ( Р ) . Тогда существует е > 0 , что все операторы 
Q, удовлетворяющие условию 

\\XI-P-Q\\<e< (3) 

имеют обратные. При с > 0 все операторы Q = Х1 — Рс (Р ) удовлетворяют 
условию (3) и X является регулярным значением оператора Р С ( Р ) . Если 

0 < | b | < s p r [ P ( P ) ] f (4) 
то можно выбрать с > 0 так, что s p r [ P c (P ) ] = \Х\. На окружности радиуса 
s p r [ P c (P ) ] есть хотя бы одно спектральное значение оператора Р С ( Р ) и в 
силу леммы 3 X является спектральным значением. Полученное противоре­
чие доказывает, что все X, удовлетворяющие условию (4), принадлежат 
спектру оператора Р ( Р ) , и теорема доказана в силу замкнутости спектра. 

Т е о р е м а 2. Пусть р\(ху I)]—непрерывная функция на Тт X Sm~l-
Спектром оператора PI— р (х, | ) Т в пространстве L2(Tm х S m ~ ! ) являет­
ся кольцо 

min spr [Р ( Р , £)] < |. А, | < max spr [Р ( Р , g) J (5) 

в случае р(х, I) Ф 0, и круг 

U | < m a x s p r [ P ( P , 1)\ (6) 

если р](х, I) обращается в нуль. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор Р разлагается в прямой интеграл [11]: 

Р ^ j Р ( Р , £ ) ф ( Р , I). 
B x s m ~ l 

Поэтому оператор XI —Р имеет ограниченный обратный тогда и только 
тогда, когда почти для всех ( Р , I) существуют обратные [XI — Р ( Р , I)]"1 и 
существует постоянная С, что 

| | [ Я / - Р ( Р , 6 ) Г 1 < С . 
2 Дифференциальные уравнения № 9 
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Пусть для некоторого X не выполнены условия ( 5 ) , ( 6 ) . Покажем, что 
X — регулярное значение оператора Р. В силу теоремы 1 число X является 
регулярным значением для всех операторов Рф, I) и, значит, все операто­
ры XI — Рф, I) имеют обратные в соответствующих пространствах Ь2ф). 
Так как существует естественный изоморфизм пространств £2(Р) с различ­
ными Р, все эти операторы можно рассматривать в одном фиксированном: 
пространстве £2(Р). Это множество операторов компактно, как непрерыв­
ный образ компактного многообразия BxSm~~l. Так как переход к обрат­
ному является непрерывной операцией на группе обратимых операторов, мно­
жество обратных компактно и, следовательно, ограничено. В силу ранее 
сделанного замечания отсюда вытекает, что X является регулярным значе­
нием оператора Р. Покажем теперь, что если X является спектральным 
значением для одного из операторов Рф, £), то оно является спектральным 
и для оператора Р. Если оператор XI — Рф, I) не имеет обратного, то в 
окрестности радиуса 1/2С этого оператора любой обратимый оператор А 
удовлетворяет условию | |Л~ 1 | | >2С. Если предположить, что X — регулярное 
значение для оператора Р, то в этой окрестности найдется оператор вида 
XI — Рф', £') такой, что \\[Х1 — Рф\ ^ ) ] _ 1 | < С , и получаем противоречие. 

Нам осталось доказать, что множества, указанные в условии теоремы, 
являются объединением спектров операторов Рф, I). Если р(х, 1)ф0, то 
спектральные радиусы этих операторов непрерывно зависят от параметров 
ф, I). Из компактности пространства параметров вытекает, что минимум и 
максимум в условии (5) достигаются, а из связности, —что все промежуточ­
ные значения также являются спектральными. Если р(х, I) обращается в 
нуль, то имеется лишь полунепрерывная сверху [10] зависимость спектраль­
ного радиуса от параметров ф, I). Пусть т = sup spr [Р (6, £)] и | X | < т. 

Из полу непрерывности сверху вытекает, что верхняя грань достигается на 
некоторой паре ф0, £0). Если р(х, | 0 ) обращается в нуль на Р0, то X явля­
ется спектральным значением для оператора Р(Р0, £0). Если р(х, 10)ф0 
на орбите Р0, то найдется кривая фи lt) в пространстве пар BxSm~\ что 
на орбитах $t, 0 < f < 1, р(х, 1^ф0, а на орбите р х функция р(х, 1Х) 
обращается в нуль. Рассмотрим функцию f it) = spr [Р фи lt)], 0 < / < 1 „ 
Если | A , | ^ / ( 1 ) , то X является спектральным значением для оператора 
Рф19 У . Пусть \X\>f(l). Если существует t v 0 < ^ < 1 , что f & X f t l ) , 
то на отрезке [0, tx] функция / (/) непрерывна и принимает в некоторой 
точке промежуточное значение \ Х\. Если же для всех i, 0 < ^ < 1 , выполне­
но f(t) > / ( 1 ) , то из полунепрерывности в точке t = l следует непрерывность 
функции f(t) на отрезке [0, 1] и она принимает промежуточное значение 
Теорема доказана. 

Теперь можно исследовать псевдодифференциальные операторы с откло­
няющимся аргументом вида (1). Будем рассматривать следующие три слу­
чая: I) операторы AQ(x, D) и Ах(х, D) эллиптические; II) оператор AQ(x, D) 
эллиптический, оператор Аг(х, D) неэллиптический; III) оператор А0(х, D) 
неэллиптический, оператор Аг(х, D) эллиптический. Символы операторов 
будем считать бесконечно гладкими. 

Т е о р е м а 3. Пусть среди чисел hj есть хотя бы одно иррациональ­
ное. Оператор А вида (1) является фредгольмовым оператором из прост­
ранства Соболева Нг (Тт) в Нг_г (Тт) тогда и только тогда, когда на каж­
дой орбите для каждого 1ф0 выполнено условие в каждом из случаев со­
ответственно 

I) М&[\А0(х, 1)\]фМ^\Аг{х, 
II) М(ь1\А0(х, ®\}>MSil\A1(x, 
III) М&[\А0(х, 1)\]<М&[\А1(х, 
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Здесь через А0 (х91) и Ах (х, I) обозначены главные символы псевдодифферен­
циальных операторов AQ(x, D) и Аг(х, D). Если т > 2 , то во всех трех 
случаях i n d А = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть А0(х, D) — эллипти­
ческий оператор и М$[\А0(х, 1)\]>М^[\А1(х9 Пусть R(x, D) — ре-
гуля ризатор для оператора А0(х9 D). Через Л (D) обозначим псевдодифферен­
циальный оператор с символом Л(£) = | | | , изоморфно отображающий прост­
ранство Нг(Тт) на Н1__1(Тт) при в с е х / [12]. Достаточно доказать, что 
оператор AlRAA~l

9 действующий в пространстве HQ(Tm) = L2(Tm)9 фред­
гольмов. Так как оператор Л перестановочен с оператором Т, получаем, что 

def 
В = A1 RAA~l = / — Р (х9 D) Г, 

где Р (х, D) — псевдодифференциальный оператор порядка нуль, и его сим­
вол р(х, 1) = Аг(х, 1)[А0(х, 

Из условия теоремы получаем, что 

max Afp [ | р (х, |)|] = q< 1. 

В пространстве L2(Tm х Sm~~l) рассмотрим оператор Р1^=р(х9 | ) 7 \ Сог­
ласно теореме 2, spr [PJ = </. Отметим также, что 

|| Pf7 | Г = Г т а х " п I р (х + kh9 I) I 1 U N -+ q 

При Я - > o o . 

Рассмотрим образы B9 Р(х, D) операторов В и Р(х, D) в фактор-алгеб­
ре ограниченных линейных операторов в Ь2(Тт) по подалгебре вполне не­
прерывных операторов. Согласно теореме из [12], 

\\[Р(х9 D ) H = max П 1 + 6)1, 

и, следовательно, 

spr[P(x, D)] = s p r [ P 1 ] = (/. 

Поэтому элемент Б обратим в фактор-алгебре, откуда вытекает, что опера­
тор В фредгольмов. 

Случай, когда оператор Аг (х, D) эллиптический и М$ [ | А1 (х, I) \ ] > 
> Л1Р [ | А0 (ху Q\], сводится к предыдущему умножением справа на опера­
тор Т"1. 

При выполнении условий теоремы оператор А гомотопен в классе фред-
гольмовых операторов тому из слагаемых Л 0 ( х , D ) , Аг(х, D)T, у которого 
среднее геометрическое символа больше. Такой оператор имеет при т > 2 
нулевой индекс и, значит, ind А = 0. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть оператор А фредгольмов. Без ограничения 
общности можем считать, что операторы А0(х, D) и А1(х9 D) имеют нуле­
вой порядок и действуют в пространстве Ь2(Гт). Предположим, что условия 
теоремы нарушены при некотором | 0 . Рассуждая аналогично теореме 2, по­
лучаем, что оператор 

С = А0(х9 У - Л ( х , у 7 

необратим в L2(Tm). Тогда существует последовательность un^L2(Tm), 
| | и п | | = 1, что С « я - > 0 , либо такая последовательность существует для со* 

9 * 
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пряженного оператора. В последнем случае все дальнейшие рассуждения 
проводим для сопряженных операторов. Без ограничения общности можем 
считать, что функции ип являются тригонометрическими многочленами: 

М*)= 2 «алехр [йя (а, х)].} 
\*\<Рп 

Возьмем последовательность %п векторов с рациональными координатами 
такую, что \1п — £ 0 | - > 0 , и последовательность целых чисел кп такую, что 
а) Хп1п — целочисленный вектор; б) ехр [i2nXn ( | Л , К)] 1 при п-> о о ; 
В) \ Kln\>\K-lln-l\ + Pn-l + Pn-

Рассмотрим последовательность функций 

Ф „ (*) = Е Х Р №яхп (Ъп> * )1 и п (*). 
Эта последовательность ограничена и некомпактна (вытекает из условия 

в). Используя теорему из работы Хёрмандера [13], получаем, что 

Д = | ехр [i2nl (ln, х)\ А ехр [— i2nl &п, х)] ип (х) — 

- {А0 (х, g n ) ип (х) - ехр [ - i2nX (g n > А)] Л х (*, g n) Тип (х)} | + О 

при Я о о равномерно по л:. Возьмем 8 > 0 и выберем п настолько боль­
шим, чтобы, кроме условий а) — в), выполнялось Д < е при X = Хп. Тогда 
получаем цепочку неравенства 

| Л Ф п | < | Л 0 ( х , ln)un(x)-exp[i2nkn(lnJ h)]At(x9 ln)Tun(x)\ + 

+ г< j [А 0(х, Q - А0{х, ln)]ип(х)\+\ [А,(х9 l0)-At(х9 У ]Ти п (х) | Н 

+ | {1 - ехр [i2nkn ап9 h)] А, (х9 g Тип (х) \ + \А0 (х, 10) ип (х) -

-At(x, 10)Тип(х)\ + г. 

Для достаточно больших п получаем 

I АЧп I < 81 ип (х) I + 81 и* (*) I + 81 ^ д (*) I + I Сип (х) | + е, 

откуда следует, что | |Лф п | | ->0 при п-^оо. 
Таким образом, мы построили некомпактную ограниченную последователь­

ность ф п , для которой Л ф п - > 0 при А г - > о о . Это противоречит условию, 
что А — фредгольмов оператор [14]. Теорема доказана. 

В матричном случае, когда операторы А и Р действуют в пространствах 
вектор-функций, с помощью аналогичных рассуждений получаем лишь оцен­
ку спектрального радиуса оператора Р и достаточные условия фредголь­
мовости оператора А. Через | р (х9 I) I обозначим норму матрицы р (х9 £) в q-
мерном комплексном пространстве С 7. Справедливы следующие теоремы. 

Т е о р е м а 4. Пусть Р = р(х, QT—оператор, действующий в прост-
ранстзе вектор-функций [L2(TmxSm~l)]g. Для спектрального радиуса 
оператора Р справедлива оценка 

spr Р < s u p Л 1 Л | £ ( л ; , 

Т е о р е м а 5. Пусть А=* AQ(x, D) — Ai(x9 D)T — псевдодифференци­
альный оператор с отклоняющимся аргументом, действующий из прост­
ранства вектор-функций [Н1 (Г71)]* в [Нь_г (Г71)]?. Если выполнено одно из 
условий 

а) А0 (xt D) — эллиптический, sup М р [ | AQ (х, I) 1 Аг (х, £) \ ] < 1; 
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б) Ах (х, D) — эллиптический, sup М$ [ | Л 0 (х, 1)Аг(х, I) 11 ] < 1, то опе-
ратор Л фредгольмов. 

Доказательство теорем 4 и 5 заключается в повторении рассуждений из 
предыдущих теорем, справедливых в векторном случае. 

З а м е ч а н и е . Если все числа hj рациональны, отображение имеет ко­
нечный порядок qy равный наименьшему общему знаменателю чисел hy 

Поэтому к оператору А применимы результаты работы [3], и условие фред­
гольмовости оператора А имеет вид 

для всех х и \ Ф 0. Условия I) — III) теоремы 3 получаются из условий (7) 
предельным переходом при приближении чисел h- рациональными. 
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