
мерованные в порядке невозрастания их модулей, а через {^} — собственные значения 
оператора Л. 

оо 

Т е о р е м а 3. При выполнении условий \\А\\ < 1, ^ ^Г*' < °°9 и м е е т место со-
i=i 

отношение 
со 

| 2 Ч < О ° -
Д о к а з а т е л ь с т в о . Уравнение (J—A) и=ХВи перепишем в виде и=% (/—А)-1Ви 

и обозначим оператор (J — А)~1В через К-
Пусть {fi} — полная ортонормированная система собственных и присоединенных 

функций оператора Л. Тогда имеем 

так как 
ОО 00 

2 ь = 2 W P . 
/ = 1 р = 1 

то достаточно показать, что 

| 2 W P - И < оо. 

Для этого вычислим (/С/р, / р ) , так как 

(Bfp, /р) V У Д / > /PJ г 

1 — М-Р 
Следовательно, 

| 2 W P , w | = 12-^^^-^ 
1— \ip 

< оо. 

С л е д с т в и е . Для собственных значений {Я^} задачи (1), (2), пронумерованных в 
со 

порядке не возрастания их модулей, справедливо соотношение ^ . . . < 0 0 • 

7 й 
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНТЕГРО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИИ 
С ОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

В пространстве L2(Rn) рассматриваются интегро-разностные уравнения типа сверт­
ки вида 

m mx 1 

bu(x)^ 2FL*W"(* + (Dft> + 2 2 E * ' W I ° ;^ -^"^ + ^ ) ^ = /W» 0 ) k=l ft=l /=i Rn 
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где (Ok, wk — заданные векторы из R n ; ah, ahh Ф, — заданные функции, O j 6 L i ( R n ) . 
Основной задачей является получение условий нётеровости рассматриваемых уравнений. 
Сложность задачи определяется поведением коэффициентов аи и akj. Случай постоян­
ных коэффициентов легко исследуется с помощью преобразования Фурье. Д л я перемен­
ных коэффициентов явные условия нётеровости были известны в случае, когда разност­
ные члены в уравнении отсутствуют, а коэффициенты аи§ стабилизируются на бесконеч­
ности, т. е. существуют пределы на бесконечности у этих функций. При более сложном 
поведении коэффициентов условия нётеровости интегральных уравнений типа свертки 
оказываются неэффективными [1, 2 ] . Задача еще более усложняется, если в уравнении 
присутствуют разностные члены. 

В работе выделен класс коэффициентов, для которых удается получить явные усло­
вия нётеровости уравнения (1). Предполагаем, что коэффициенты имеют следующий 
вид: 

ak (х) = a°k + а\ exp [/ (h, *>], ahj (x) = a°kj (x)+ a\. (x) exp [i (h, x)], (2) 

где a\, 4 g C , h£Rn, (h, x) = / 1 ^ 1 + ^ 2 + + hvxp> функции а^/ и a^- • измеримы, 
ограничены и имеют на бесконечности пределы a\j{<x>) и al

kj- («>) соответственно. Ха­
рактерной особенностью указанного класса коэффициентов является то, что они не име­
ют пределов на бесконечности, но осциллируют около некоторого среднего положения. 
Заметим, что при более сложном поведении коэффициентов исследование уравнений вида 
(1) даже в частных случаях сводится к задачам, для которых не существует эффектив­
ного решения в отличие от рассматриваемого случая, когда полученные условия имеют 

^ явный вид. 
Введем вспомогательные объекты, с помощью которых ниже будут сформулирова­

ны условия нётеровости. 
Векторы Ti, т 2 , is называются рационально независимыми, если равенство 

#dTi+<72T2-r-...+<7sTs==0, где qfiQ, возможно только при qj—Q. Пусть р — максималь­
ное число рационально независимых среди векторов coi, со2, со™. Тогда существуют 
такие рационально независимые векторы Ti, Т2, т Р , что 

р 

®Л = = 2 CkiTP * = 1 > 2> .... m, 
/ = 1 

где Ckj£l. Пусть Т р = [z = (z*, z 2 , z p ) : Zj £ С, \Zj\ = 1} — р-мерный тор. По опе­
ратору Ь построим две функции на торе: 

т 

м*> = 2 « к * 1 v = o , 1. 
С помощью векторов h и T ,̂ Т2, Т р зададим отображение а тора Тр в себя: 

a (z) = (exp [i (h, T^IZJ, exp [i (h, т 2 ) ] z 2 , exp [i (h, т р > ] zp). 
Пусть = {a f e(r]) : 6 = 0, ±1,...} — замыкание траектории точки ц из Т? при дей­

ствии отображения а. Каждое из множеств является подмногообразием размерности 
5 тора Т р и гомеоморфно либо тору T s , либо конечному объединению торов. Размерность 
s подмногообразий (3^ определяется равенством s = s i — 1 , где sx — число рационально 
независимых среди чисел 2я , </i, ti>, <h, т Р > . Эта размерность в зависимости от кон­
кретных векторов h, Tj может принимать значения от 0 до р. На каждом из множеств 

существует единственная нормированная мера , инвариантная относительно отоб­
ражения а. 

Средним геометрическим функции абС(Т^) по мере называется число 

5 л ( а ) = ехр j \n\a(z)\d\i^(z). 

Построим по оператору Ь еще две функции, определенные на R": 
тп mt I 

\ «) = 2 < е х р v <®л' ? > ] + 2 2 а ъ ( ж ) б ; { l ) е х р [ t ' • 1 ) 1 v = 0 > ь 

^ = 1 / = 1 

где ф . — преобразование Фурье функции Ф ; . . 
Т е о р е м а 1. Оператор Ь вида (1) с коэффициентами вида (2)нётеров в прост­

ранстве ,L2(Rn) тогда и только тогда, когда выполнено одно из условий: 

а) d 0 ( * ) * 0 , z£JP; M Q * 0 , leW; S^(d0) > S ^ ) , т | € Т * 
или 

б) dt (z) Ф 0, г е Т р ; ^ (£) # 0, £ £ R n; S 4 (d 0 ) < ( d x ) , TJ € TP. 
Если в уравнении (1) чисто разностные члены отсутствуют, то уравнение можно 

исследовать при более общем виде коэффициентов. Рассмотрим уравнение вида 
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m I 

bu(x) ш a(x)u(x)+ ^ 2 akJ(x) § ®j (x - у) и (y + mk) dy = f (x), (3) 

считая, что коэффициенты имеют вид 

р 

° W = 2 а* е х Р V (К' *>Ь a v е с> 

a fe j w = 2 а /̂(А:) ехр [ i ̂ 9 х^ 
v=l 

где hu..., hp — заданные векторы из R n ; функции а£;- измеримы, ограничены и имеют 
на бесконечности пределы. 

Система векторов hu h2, hv называется выпуклой, если все точки hy являются 
вершинами некоторого выпуклого многогранника в 

По оператору Ь построим р функций на R n : , 
т I 

dv(l) = av + ^ 2 < / ( ~ ) Ф ^ ) е х р [ ; < ^ , l)]9 v = l , 2, р . 

Т е о р е м а 2. Пусть у оператора Ь вида (3) коэффициенты имеют вид (4), система 
векторов hi, hi, hv выпукла и векторы h2—h\, hz—hi, hv—h{ рационально незави­
симы. Многомерный оператор типа свертки вида (3) нётеров в пространстве L2(Rn) 
тогда и только тогда, когда существует номер v 0 , O ^ v o ^ p , такой, что 

1) |a V of> ^ K i ; 
v ^ v 0 

2) dVo (I) Ф 0. 
Сформулированные теоремы доказываются с помощью сведения к рассмотрению вспо­

могательных функциональных уравнений, при исследовании которых применяется общая 
теория, построенная в [3—5]. 
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В. А. БОЙЧЕНКО, Г. А. ЛЕОНОВ 

О ХАУСДОРФОВОЙ РАЗМЕРНОСТИ 
АТТРАКТОРОВ СИСТЕМЫ ЛОРЕНЦА 

В настоящей заметке на основании теоремы Дуади—Оэстерле [1, 2] и оценок рас­
положения в фазовом пространстве аттракторов системы Лоренца [3—5] получена весь­
ма простая оценка их хаусдорфовой размерности. Эта оценка в ряде случаев улучшает 
известную оценку Смита [2]. 

Напомним используемый ниже результат Дуади—Оэстерле, позволяющий оценить 
сверху хаусдорфову размерность аттрактора К автономной я-мерной системы вида 
! = / (£ ) , где f(l) — непрерывно дифференцируемая вектор-функция. 

Пусть %!ф ^ Х2 (!) Кп (I) — собственные значения симметризованной 
матрицы Якоби (df*/dl +df/dQ/2. Тогда, если существуют целое число k£[0, п—\] 
и число s e [ 0 , 1] такие, что Я* (g) Н Ь Ы 6 ) + ( 6 ) < 0 Y ^ G ^ т<> 
dim К < k + s. 
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