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Л И Н Е Й Н Ы Е ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С ОБОБЩЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ТЕОРИИ МНЕМОФУНКЦИЙ 

1. Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е уравнения , коэффициенты которых являются 
обобщенными функциями, представляют как теоретический, т а к и приклад­
ной интерес. Функции, которые естественно считать решениями урав ­
нений, в таких ситуациях оказываются разрывными или обобщенными 
функциями и в р а м к а х классической теории обобщенных функций не могут 
быть подставлены в уравнения , т а к как не определено произведение обоб­
щенных функций [1 , с. 3 7 ] . Среди з а д а ч такого характера можно указать , 
например, р я д з а д а ч оптимального управления , где оптимальные управ­
ления имеют импульсный характер и описываются с помощью б-функции 
[ 2 ] . Р а з л и ч н ы е подходы к преодолению возникающих сложностей р а з р а ­
б а т ы в а л и с ь рядом авторов , обзор результатов содержится в [ 2 — 6 ] . Один 
из подходов з а к л ю ч а е т с я в построении вместо обобщенных функций про­
странств из новых объектов , называемых новыми обобщенными функ­
циями, д л я которых определено ассоциативное умножение . Общий метод 
построения таких пространств предложен в [ 7 ] . П о своему построению 
новые обобщенные функции сохраняют информацию о способе их получения 
из гладких, т. е. в определенном смысле обладают памятью, в связи с чем 
их было предложено [8] н а з ы в а т ь мнемофункциями (от греческого 
цдпгщт] — п а м я т ь ) . 

Именно в таких пространствах естественно искать решения уравнений 
с обобщенными коэффициентами, в связи с чем необходимо развить в соот­
ветствующем направлении теорию дифференциальных уравнений. 

Отмеченные в начале статьи сложности возникают у ж е в случае про­
стейшего дифференциального уравнения — линейного скалярного урав ­
нения первого порядка 

X'(t)=A(t)*X(t)+F(t), (1) 

если А является обобщенной функцией. Известная формула общего ре­
шения 

X(t) =С ехр ( \ A (j)dx) + exp (\ А (т)</т) \ F ( x ) e x p ( - ] A (g)rf£)dx (2) 
to to to to 

не имеет смысла в классических пространствах обобщенных функций, 
так как входящие в нее операции умножения и вычисления экспоненты 
в этих пространствах не определены. 

В настоящей работе рассмотрена з а д а ч а Коши для уравнения (1) 
в одном из пространств мнемофункций и по ходу о б н а р у ж е н ы некоторые 
новые эффекты. Достаточные условия существования решения з а д а ч и 
Коши были получены ранее в работах [4 ,9—12] . 

2. Введем новое пространство мнемофункций, полученное некоторой 
модификацией конструкции Коломбо на основе метода [ 7 ] . 

758 



Обозначим через G m ( R ) векторное пространство комплекснозначных 
функций uq,t(x)9 q = 1, 2, . . . , е е (0, 1) , X E R , о б л а д а ю щ и х следующими 
свойствами: 

1) при фиксированных qy г бесконечно дифференцируемы по х\ 
2) д л я любого компакта / ( c z R и любого £ е {0, 1, 2, ..} ЗС, т , г ] > О 

такие, что m a x \ u {

q l ( x ) \ < C / e m для 0 < е < г ] . 
/с 

Пусть Г—множество неубывающих последовательностей т таких, 
что т ( < 7 ) - > + о о при <7-^ - | -оо . 

Выделим в G m ( R ) подпространство ^ T ( R ) =[щчЧ(х) I V / ( c z R , V f c e 
€ = { 0 , 1 , 2 , . . . } , 3 Q > 0 3m(q)<=r, 3ц>0: max] M ^ ( J C ) I < C „ e m ( 4 0 < 

< е < л ) . 
Пространство мнемофункций определим как фактор-пространство 

G ( R ) = G W ( R ) / ^ ( R ) . 
Т е о р е м а 1. Пространство Qm (R) с операцией поточенного умно­

жения является алгеброй с дифференцированием, ^ ( R ) — и д е а л о м 
в этой алгебре, и фактор-пространство G (R) обладает естественной струк­
турой алгебры с дифференцированием D. 

Зафиксируем последовательность ф=(<рд) основных,функций из про­
странства Ш в а р ц а ^ ( R ) [1 , с. 17] таких, что 

jj<p,(/)d/=l; jj<p,(/)f*df = 0, * = 1 , 2 , . . . ,<7. (3) 

Множество таких последовательностей обозначим 9t. Обозначим %,q(t) = 
= (\/e)<pq(t/e). Обобщенной функции y e ^ ' f R ) поставим в соответствие 
семейство гладких функций 

ВфУ = Щ = ия.! = у*у*^ 0 < е < 1, 9 = 1, 2, . . . , (4) 
где * — операция свертки [1 , с. 6 6 ] . 

Т е о р е м а 2. Д л я любых ф^& отображение / ^ u - ^ f y порождает 
линейное вложение пространства ^ ' ( R ) в G ( R ) , котором 

Rp(v')=D(R>v), VEE@'(R) (5) 

Rp(u-v)=:RpU.Rpv,u1 veC°(K), (6) 
т. е. 0 ' (R) вкладывается в G (R) вместе с дифференцированием, а С° (R) — 
вместе с умножением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этих теорем по существу повторяет доказательство 
аналогичных утверждений из [ 4 ] . 

О п р е д е л е н и е . Говорят , что мнемофункция и = (uq,€) и обобщен­
ная функция v^@'(K) ассоциированы, если для любого i j ? e ^ ( R ) и У/q 

\ uqt(x)$(x) dx-+(v, \ | ? > , 6 - ^ 0 . 
R 

Д л я y E f ' I R ) мнемофункция / ^ у ассоциирована с у. Заметим, что 
если взять другой набор функций ф, ф^&, то мнемофункция R$v т а к ж е 
ассоциирована с и. Таким образом , с к а ж д о й обобщенной функцией ассо­
циировано целое семейство мнемофункций, среди которых есть как вида 
/^0 , т ак и других видов. 

О п р е д е л е н и е . Мнемофункций и и v называются слабо эквива­
лентными (обозначаем u~v)y если разность и — v ассоциирована с 0. 

Естественное с точки зрения пространства ^ ' ( R ) отношение слабой 
эквивалентности не согласовано с умножением: если и~и\, v~v\, то, 
вообще говоря, u-v^u\-v\. 

Среди мнемофункций существуют такие, которые не ассоциированы 
ни с какими обобщенными функциями из # ' ( R ) . О д н а к о любой мнемо­
функций можно поставить в соответствие линейный функционал на & (R) 
со значениями в алгебре мнемочисел С. 
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Алгебра С определяется аналогично G ( R ) : полагаем 

G m = { а ^ е С з Э С , га, ц> 0 такие, что I < С / е ш , 0 < е < т ] } , 

JT = ( a , f E C : З С , > 0 , З т ( ^ / ) Е Г , 3 r j > 0, что \aqA < С , / е Т ( Ч 

0 < 8 < Т ] } . 

Тогда C = G m / J T . 
Алгебра С естественно вкладывается в G ( R ) , если а 9 , е рассматривать 

как постоянные функции. В частности, определено произведение iuy где 
W E C ( R ) , ^ Е С . 

О п р е д е л е н и е . С-функционалом на Й) ( R ) будем называть отобра­
жение / из ^ ( R ) в С, удовлетворяющее следующим условиям: 1) f(u-\-
+ v)=f(u)+f(v), ^ E G ( R ) ; 2) f(Xu)=Xf(u), W E G ( R ) , ^ E C ^ 

Пространство С-функЦионалов на ^ ( R ) будем обозначать ^ ' ( R ) . 
Каждой мнемофункций и ставится в соответствие С-функционал из ̂ ' ( R ) 
по формуле 

(и, ty) = \ uq ?(x)ty(x)dx. (7) 
R 

П р и м е р 1. Отображение \ | )-^е \ | )(0) задает С-функционал, который 
естественно обозначить е б , т. е. это б-функция с бесконечно малым коэф­
фициентом. 

П р и м е р 2. Отображение 1 /е)гр(0) является С-функционалом, 
который будем обозначать б / е , это б-функция с бесконечно большим 
коэффициентом. 

П р и м е р 3. Пусть ф — семейство функций вида (4) и б^ — мнемо­
функция, соответствующая б при вложении т. е. 8ф = {(1/г)ц)я(х/г)}. 
Тогда 6 | = { ( 1 / е 2 ) ф 2 ( х / е ) } . 

Рассмотрим, какой С-функционал ассоциирован с б | . Имеем ( б | , ^> = 
= \ (\/e2)y2

q(x/e)^(x)dx=(l/e) \ ^q(t)^(zt)dt 
R R 

Используя формулу Тейлора для г | ) ( е / ) , получим представление 
<б^, г|)> через обычные обобщенные функции, т. е. линейные функционалы 
на ^ ( R ) с коэффициентами из С: 

< б | , ф > = ( 1 / е ) а , . 0 г | ) ( 0 ) +aqA^(0) + ( 1 / 2 ! ) а < , 2 8 г | / ' ( 0 ) Н 

... + ( 1 / А 2 ! ) а ^ 8 " - Ч ( п ) ( 0 ) + - - - , 

где aq,j= ( — 1 )J \y2

q{t)t!dty таким образом, б | = ( l / 8 ) a ^ . 0 6 + a^,i6 / + 

+ ( 1 / 2 ! ) а ^ , 2 8 б / / + • • • Здесь равенство понимается в смысле асимптоти­
ческого разложения. 

В ряде задач представляют интерес только первые члены разложения, 
в частности, главная часть от 6% есть ( 1 / е ) % 0 б , т . е. это б-функция с бес­
конечно большим коэффициентом 1 / е и конечным множителем аЯчо, завися­
щим от функции ф^. 

Заметим, что С-функционал, соответствующий мнемофункций и, не 
определяет однозначно и. Например, семейство гладких функций uq,e = 
= sin(x/e.) задает ненулевую мнемофункцию и. Но для любой функции 
\ | r e ^ ( R ) при 8-^-0 интегралы \ sin(х/е)\р(х)dx стремятся к нулю быстрее 

R 

любой степени е , т. е. соответствующий С-функционал нулевой. При этом 
мнемофункция (sin ( ; с / е ) ) 2 ассоциирована с постоянной 1 /2. Из этого 
вытекает, в частности, что по ассоциированным С-функционалам и тем 
более по ассоциированным обычным функционалам нельзя определить 
функционал, ассоциированный с произведением. 

760 



Формула G (R) Е Э u-+ {uq,g (xo)} < = С определяет значение мнемофункций 
ив точке АГО, являющееся мнемочислом. Заметим, однако, что мнемофунк­
ция и не определяется своими значениями во всех точках, а является 
более сложным объектом. 

В пространстве G ( R ) определена операция интегрирования и справед­
лива формула Ньютона — Лейбница 

u(t)=u(t0)+ \ u'{t)dt. ( 8 ) 
to 

Корректно определено сужение и на отрезки [а, |3] cz R. По этим суже­
ниям и определяется однозначно. Через G [ a , |3] будем обозначать про­
странство мнемофункций на отрезке [а, | 3 ] . 

Операция вычисления экспоненты от мнемофункций определяется 
через представителей, она не определена на всем пространстве G ( R ) . 
Введем подмножество 

Ехр + [/0, / 1 ] = {«<=G (R) : Э С > 0, г )> 0 такие, что для некоторого 

представителя (uqe) Re uqe(x) < L + C I n ( 1 / e ) , 0 < e < r ] , / o < x < M -
(9) 

* Пусть T — некоторое связное подмножество в R. 
П р е д л о ж е н и е . Для того чтобы для u<=G(T) была корректно 

определена мнемофункция ехр и, необходимо и достаточно, чтобы и при­
надлежало Exp + (Т) . 

Через Ехр~ (Т) обозначим область определения отображения ехр( — и). 
Очевидно, что Е х р ~ (Т) ={а: — a е Ехр 4" (Г)}. Обозначим также Ехр (Г) = 
= Е х р + ( Г ) П Е х р - ( Г ) . 

В частности, чтобы мнемофункция ехр и была определена и обратима, 
необходимо и достаточно, чтобы и<=Ехр(Т). 

Выделим также в G ( R ) подмножество 

Ехр 5 [ /о, t\] = {u<=Exp[t0, t\]: 3 m > 0 , C G C такие, что 

\ | e x p ( - ^ , e ) | d x < C / 6 m } . (10) 

Для элементов из Exp s(^o, t\] определена ехр и, но обратный, вообще 
говоря, не существует, т. е. для таких мнемофункций определена операция 

и-*- \ ехр ( — и (т ) ) di. 
и 

Очевидно, что принадлежность мнемофункций и указанным множе­
ствам зависит только от вещественной части этой функции. 

3. Перейдем к рассмотрению дифференциальных уравнений в простран­
ствах мнемофункций. Если ak<=C°° ( R ) , / ^ ^ ' ( R ) , то общее решение ли-

пг 

нейного дифференциального уравнения £ ak{t)u(k)(t) =f в ^ ' ( R ) имеет 
k = 0 

m 

вид u = u0+ £ Ckuk, где H o e ^ ' ( R ) — частное решение, uk, & = 1 , . . . , га, 
k= i 

— фундаментальная система решений однородного уравнения, Ck — 
произвольные постоянные. 

Т е о р е м а 3. Для любого мнемофункция является 
решением уравнения 

пг 

£ akDku=fyf (11) 
k = 0 
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в пространстве мнемофункций, а общее решение уравнения (11) в про­

странстве мнемофункций имеет вид u = R<pUo + £ Ckuk, где Ck — произ-
k= i 

вольные постоянные из С. 
Эта теорема, вытекающая из теоремы 2, выражает принцип соответ­

ствия: при вложении пространства ^ ' ( R ) в G ( R ) решения дифферен­
циального уравнения с гладкими коэффициентами переходят в решения 
соответствующих уравнений. 

В значительной мере для справедливости этой теоремы была подобрана 
достаточно сложная конструкция пространства G ( R ) . 

Рассмотрим теперь уравнение первого порядка, коэффициенты которого 
являются мнемофункциями. 

Т е о р е м а 4. Если | а ( т ) Л £ Ехр+ [/0, t\], то задача Коши для 
to 

однородного уравнения 

Du=auy (12,) 

u(t0)=b (12 2) 

имеет решение в G [/0, t\] вида и = Ь ехр ( \ а(т)йт) для любого fteC. 

t 

Если J a ( x ) d x e E x p s [ / o , t\], тоЛзадача Коши для неоднородного урав-
/о 

нения 
Du = au + ft (13,) 

u(to)=b (13 2) 

имеет и притом единственное решение eG[ /o , / 1 ] для любых [ e G j / o , / 1 ] , 
freC; и это решение имеет вид 

u = bexp ( \ a ( x ) d x ) + exp ( \ a ( x ) d x ) \ /(х)ехр(— \ a ( £ ) d | ) d x . 
to to to to 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию теоремы все операции, входящие 
в формулы решений уравнений, осуществимы в G[/o» поэтому суще­
ствование решений проверяется непосредственно. Докажем единствен­
ность. Достаточно доказать, что при / = 0 и ft = 0 задача (13,), (13 2) имеет 
только нулевое решение в G[ / 0 , / , ] . Пусть и — решение такой задачи 
и ия,е — представитель этой мнемофункций, аял — представитель а. Тогда 
u'q,e(t) =aq,B(t)uq,E(t) +vq,e(t), Uq,e(to)e=M, где e . Ж [*<ь fib 

Имеем 

UqAt) = ^ , e ( / o ) e x p ( \ a^ E(T)rfx) + 
to 

+ exp(\ ая,г(т)йч) \ ^ , e ( x ) e x p ( — ] aqAl)dt)dx. 
to t o to 

По определению имеем оценки: 

l % e ( / o ) l < C i / f l ) , где т(<7)е=Г; |ехр \ а«, . (т)Л| <С 2 ,«/в*', t<=[t0jt\)\ 
to 

\ехр\ ( - а « . , ( £ ) Ы & 1 < С м / в * ' , T G [ / 0 , / I ] ; I^..(x) I < C 4 , , e v ( 4 
to 

v ( ( / ) e r , x e [ / 0 , / i ] ; \aq.9(t) I < Cs^e*3, /€= [/0, /1] . 
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Поэтому получаем 

К, е ( / ) I <CUqC2,qe'ni<)-K> + C2,q(ti-to)C4,qСз,, г - к ^ - к К teE [/0, /1 ] . 

Положив \i(q) = min(m(<7) — К\, v(^) —/Ci — /С2), видим, что \i(q) Е Г 
и что для достаточно малых е выполнена оценка вида |u q , e ( t ) К Cqe**q). 
Из уравнения (130 следует оценка l ^ f O ^ C ^ C / ^ ' ^ + V ^ 
Аналогичные оценки получаем для производных высших порядков. 
Таким образом, (uq>B) ^JT\U, /1], т. е. и = 0 в G[ / 0 , t\]-

4. Примеры. Рассмотрим на примерах некоторые эффекты, возникаю­
щие при рассмотрении уравнений вида (131) в пространствах мнемо­
функций. 

1. Наиболее известное линейное уравнение с обобщенным коэффици­
ентом имеет следующий вид: 

Du = bbu + f, (14) 

где fteC, / € = ^ ' ( R ) -
Чтобы придать этому уравнению смысл в пространстве G ( R ) , по обоб­

щенным функциям б и / нужно выбрать некоторые мнемофункций, ассо­
циированные с б и /. Само уравнение (14) не дает никакой информации 
о том, как осуществить такой выбор. Основанием для такого шага должны 
служить соображения из предметной области, в которой возникло рас­
сматриваемое уравнение. Во многих случаях достаточно разумно по­
ставить в соответствие обобщенной функции / мнемофункцию R<pf. Разу­
меется, возникает вопрос, в какой мере произвол в выборе ассоциирован­
ной мнемофункций сказывается на решении. 

Возьмем простейшую мнемофункцию бф, ассоциированную с б, задан­
ную представителем, не зависящим от q, т. е. б ф = (1/е)ф(//е), где ф е 
e ^ ( R ) , $<p( / )d /=l . Так как 6<peExp s (R), то по теореме 4 решение 

R 

задачи Коши с начальным условием w (— 1) = 1 существует и един­
ственно. 

Пусть / = 0 . Тогда представитель этого решения задается формулой 

u6(t)=exp(b\ ( 1 / е ) Ф ( т / е ) Л ) = ехр(6 <p(t)dt). 
-1 - 1 / е 

При е-НЗ эта функция точечно сходится к функции 
1 при / < 0 , 

u0(t) = b ] <p(g)d£ при / = 0, 

ехр b при t> 0. 

Кроме того, имеем \ ue(t)ty(t)dt^\ u0(t)yp(t)dt= <и 0, г|>>, т. е. с мнемо-
R R 

функцией и ассоциирована регулярная обобщенная функция и0> не зави­
сящая от выбора ф, или, точнее, и0 зависит от ф только на множестве меры 
нуль. Так как щ разрывна в точке 0, то произведение бы0 в классических 
пространствах обобщенных функций не определено и ио нельзя даже под­
ставить в уравнение. Формально если считать, что \ б(т)йт = в ( / ) , где 

- 1 
6 ( / ) — функция Хевисайда, то решение UQ получено по стандартной фор­
муле (2) и имеет вид и0= 1 + (ехр 6 — 1 ) 6 ( / ) . Подставив и0 в уравнение 
(14), получаем (ехр Ь— 1)6 = 6б + 6б(ехр Ъ— 1)6(/)> откуда 

6 6 = ? ? Ь - 1 - * б. (15) ft (ехр 6—-1) 
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Обратим внимание на то, что п р а в а я часть в (15) зависит от коэффи­
циента Ь и тем самым д л я к а ж д о г о значения Ь произведение 8 6 определено 
по-разному. Это показывает , что невозможно определить однозначно 
произведение 8 6 в р а м к а х теории распределений — д л я разных уравнений 
эти произведения д о л ж н ы {5ыть различными. В р а м к а х теории мнемофунк­
ций противоречий не возникает , т ак как в представлении решения при 
разных значениях Ь участвуют различные мнемофункций, ассоциирован­
ные с 6 . 

Если взять в качестве коэффициента другую мнемофункцию, ассоции­
рованную с 8, то о б о б щ е н н а я функция, ассоциированная с решением, 
м о ж е т о к а з а т ь с я другой. Д л я упрощения записи будем полагать здесь 
и далее b=l. Возьмем, например, мнемофункцию, заданную представителем 
(1 / е )<р ( / / е ) + ( l / e ) c o s ( ( ^ + 1 ) / е ) . Тогда д л я решения и представитель 
имеет вид 

ы е ( / ) = е х р ( \ ( 1 / е ) ф ( т / е ) й т ) е х р s in ( ( / + 1 ) / а ) . 
- 1 

Некоторые вычисления, опускаемые нами, позволяют показать , что эта 
мнемофункция ассоциирована с другой регулярной обобщенной функцией 

к при te= [ - 1 , 0 ] , . 1 2 f . , 
, , , 1 . где к= — — \ ехр sin tdt. 
ке при /е= (0, + о о ) , 2 л к 

Пусть теперь f=b. Рассмотрим случай, когда ассоциированная мнемо­
функция имеет вид б . Тогда д л я представителя решения задачи Коши 
( 1 3 , ) , (13 2 ) имеем 

и . ( * ) = е х р ( j i i _ 9 l ( _ L . ) r f T ) ^ i 4 -

+ j, 4- *2 (-г) (-1 -г * (-г)d|)dx) • ( I 6 ) 

В данном случае в формулу решения входит в ы р а ж е н и е вида w(t) = 
= 8 ( / ) е х р ( — 6 ( / ) ) , где функция w имеет р а з р ы в в точке 0, и здесь суще­
ственно участвует операция умножения , определенная в пространстве 
G ( R ) и не определенная в пространстве ^ ' ( R ) . П о к а ж е м , что мнемофунк­
ция (16) ассоциирована с некоторой регулярной обобщенной функцией. 

Действительно , обозначим 

h{t)= \ ф 1 ( т ) й т , hi(t)= \ ф 2 ( т ) е х р ( — Л ( т ) ) й т , 
— оо — оо 

П у с т ь s u p p ф 0<= [ — 1, 1 ] , supp ф1ЕЕ [ — 1, 1 ] . Тогда ue(t) =exph(t/e) X 
X (l+hi(t/e)). Т а к к а к ue(t) = l при / < — 1 / е и ue(t)=\x при / > 1 / е , 
то разность ue(t) — Л 2 ( 0 = ф 3 ( / / е ) , где ф 3 < = ^ > ' ^ ) . Таким образом, 
uB(t) =h2(t) + ф з ( / / е ) , а поскольку ф 3 ( / / е ) ассоциирована с нулем, реше­
ние (16) ассоциировано с функцией / г 2 ( / ) . Подчеркнем, что число р,, входя­
щее в / i 2 , достаточно сложным образом зависит от ф! и ф 2 и, в частности, 
решение уравнения (14) зависит от выбора мнемофункций, представляю­
щих 8-функции. 

2. Рассмотрим з а д а ч у Коши Du = bb'u, и{ — 1) = 1. 
Обобщенную функцию 6 ' заменим мнемофункцией 6 Ф = ( 1 / е 2 ) ф ' ( / / е ) , 

n ^ ( = D ( R ) , \ y(t)dt = \. Тогда \ 8 ф ( т ) й т = ( 1 / е ) ф ( / / е ) = 8 Ф , учиты-
R - 1 

в а я b = b\+ib2, Ф = ф 1 + / ф 2 , имеем |ехр й б ф | = е х р ( ( 1 / е ) (^ !ф1 ( / / е ) — 
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— Й 2 ф 2 ( / / е ) ) ) . Поэтому д л я выполнения оценки из (9) необходимо и до­
статочно, чтобы выполнялось условие 

* 1 ф 1 ( 0 — * 2 ф 2 ( 0 < 0 . (17) 

В частности, если R и ф( / ) ^ 0 , то условие (17) совпадает с 6 ^ 0 . 
Таким образом, у з а д а ч и 

Du=-b'<,u, (18,) 

и ( - 1 ) = 1 (18 2 ) 

существует решение и = ехр( — 6 Ф ) , ассоциированное с функцией, тож­
дественно равной 1. Более наглядное представление о ней дает второй 
член в р а з л о ж е н и и соответствующего С-функционала 

<tt,4>>= $1>(0<« + С 1 в ф ( 0 Н — . 
R 

+ . 0 0 

где C i = — \ ( 1 — ехр( — у(у)/г))йу. 
~— °° 

Таким образом, найденное решение отличается от 1 на 6-функцию 
с бесконечно малым коэффициентом. 

Однако условие (10) в этом случае не выполнено, т. е. 

| ехр( — 6б ф ) | = е х р ( ( 1 / е ) (&1Ф1 ( / / е ) — & 2 ф 2 ( / / е ) ) ) , 

и интеграл от этой функции растет быстрее любой степени е. 
П о к а ж е м , что решение этой задачи в G ( R ) не единственно, откуда, 

в частности, следует, что условие на поведение коэффициента в теореме 4 
существенно. 

Пусть, как и выше, h(t)= \ ф(т)*/т. Возьмем wE(t) =С е х р ^ ^—X 
— оо 

*'(т))*Ш-То™ 
w i { t ) + * ( 4 ) "•<'>=сехр(- -г44-)) *Ш-«•</>. 

(19) 

Функция ve(t) и все ее производные убывают при е-+0 быстрее любой 
степени е. Поэтому, переходя от представителей к мнемофункциям, полу­
чаем, что n y ^ G ( R ) я в л я е т с я решением уравнения (18 i ) , и при этом одно­
родная з а д а ч а имеет ненулевые решения, а з а д а ч а (181 ) , (18 2 ) имеет много 
различных решений, в частности, решениями будут все мнемофункций 
вида u + Cwy где С — произвольный элемент из С. 

Е щ е один эффект , связанный с уравнениями (18 i ) , заключается в сле­
дующем. Если рассмотреть з а д а ч у Коши с начальным условием при / 0 = 0, 
то условие (9) не выполнено. Действительно, 

- \ ( 1 / е 2 ) ф ' ( т ) Л = - ( 1 / е ) ф ( / ) + (1/е)<р(0) = ( 1 / е ) ( Ф ( 0 ) - ф ( 0 ) 
о 

и оценка (9) не выполнена, если ф(0) ФО. Таким образом, з а д а ч а Коши 
с условием в точке / 0 = —1 р а з р е ш и м а при любом начальном условии, 
а при /о = 0 з а д а ч а Коши неразрешима . 

3. Рассмотрим уравнение 

u' = u/t. (20,) 
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Обычными решениями этого уравнения являются функции вида 

При / = 0 все решения о б р а щ а ю т с я в нуль, имеем особую точку. Поэтому 
классическое решение з а д а ч и Коши с условием 

и(-1)=С (20 2) 

определено при / < 0 и имеет вид u(t) = — Ct, / < 0 . «Естественность» 
продолжения этого решения той ж е формулой при / > 0 проблематична. 
Е щ е яснее непродолжимость решений через особую точку при класси­
ческой постановке видна в случае уравнения 

и'=-uft, (21) 

общее решение которого имеет вид 

В р а м к а х теории обобщенных функций'функции вида (22) не могут быть 
подставлены в уравнение ( 2 1 ) , и вопрос о том, являются ли они решениями 
в окрестности точки 0, не возникает . Рассмотрим уравнение (20i) в про­
странстве G ( R ) . Чтобы придать этому уравнению смысл в пространстве 
G ( R ) , п р е ж д е всего поставим функции l/t в соответствие обобщенную 
функцию, а затем д л я обобщенной функции выберем ассоциированную 
с ней мнемофункцию. Неоднозначность возникает у ж е на первом шаге : 
функции l/t естественно соответствует целое семейство обобщенных 

функций вида ах = ^ — ~ где = ( I n I / | ) ' — г л а в н о е значение 

интеграла от функции l/t [1 , с. 3 3 ] , X — произвольная постоянная . Возь­
мем ( ^ G ^ и уравнению (201) поставим в соответствие уравнение 

Du=(Rpak)u. (23) 

Д л я мнемофункций Rpai условия ( 9 ) , (10) выполнены и в силу теоремы 4 

решение з а д а ч и Коши ( 2 0 i ) , (20 2 ) существует и единственно. Представи­

телем Яфйх я в л я е т с я семейство гладких функций уд,е*&* - j - + tap?,е, а пред­

ставителем решения — семейство 

м ^ в ( / ) = С ехр ( f ( < р , . в * ^ -V)(T)dT) e x P ( ^ - " ( ' / e ) ) » 

t 1 

где kq(t)= \ (fq(T)dT. 
— оо 

Вычисления, которые здесь не приводим, показывают, что мнемофунк­

ция и ассоциирована с обычной мнемофункцией u(t) = | £ ^ е Х р ^ / > о 
Таким образом , переход к рассмотрению уравнения (20,) в пространстве 
мнемофункций позволил однозначно определить продолжение решения 
через особенность, причем это продолжение зависит от способа регуля­
ризации l/t. 

В случае уравнения (21) аналогично имеем 

а,,, е(0 = С - е х р ^ - ( ( ф ? , е * ^ * 4)(T)dx) е х р ( А Л ^ е ( / / е ) ) . 

Эта мнемофункция ассоциирована с обобщенной функцией, я в л я ю щ е й с я 
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регуляризацией функции вида 

и 
( " - { С ( е 

В заключение сделаем следующие выводы. 
1. В рамках теории мнемофункций решение уравнения с обобщенными 

коэффициентами корректно определено. 
2. Д л я трактовки уравнения с обобщенными коэффициентами как урав­

нения в пространстве мнемофункций нужна дополнительная информация 
о происхождении коэффициента и правой части. Таким образом, к а ж д о м у 
дифференциальному уравнению с обобщенными коэффициентами соответ­
ствует целое семейство уравнений в пространстве мнемофункций. 

3. Д л я линейных дифференциальных уравнений в пространстве мнемо­
функций возможны новые свойства и явления, отсутствующие в случае 
обычных дифференциальных уравнений, в том числе: нарушение единствен­
ности решения з а д а ч и Коши; явление слипания решений (эквивалентно 

-неединственности решения обратной задачи К о ш и ) ; однозначное продол­
жение решений через особые точки (конечные и через бесконечность) . 

Естественно предположить , что при дальнейшем исследовании будут 
обнаружены новые особенности теории дифференциальных уравнений в про­
странствах мнемофункций. 
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