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ПРИЛОЖЕШЕ АЛГЕБРЫ КЪ ГЕОМЕТРШ

Предметъ прйложенія алгебры къ геойетрій.

§ 1. Прпложеніе алгебры къ геометріп состопгь въ рішеній 
и йзсл-Ьдованін геометрвческихъ вопросовъ помощью алгебры.

Изс.тдоватъ вопросъ значить определить, когда онъ возмо- 
женъ пли невозможенъ, сколько онъ нм іеть р'Ьшеній н не пред- 
ставляетъ ли какпхъ-нпбудь замічательныхь особенностей въ 
разлпчныхъ частныхъ случаихъ.

Выраженіе протяженій числами.

"§ 1. Алгебрапческія действія производятся, какъ известно, 
надъ числами; поэтому, чтобы воспользоваться средствами ал­
гебры для решенія какого-нибудь геометрпческаго вопроса, надо 
прежде всего иметь способы для выражения числами разлпчныхъ 
протяженныхъ велпчпнъ, какъ-то: лпній, поверхностей п объ- 
емовъ, иадъ которыми придется действовать по условіямь во­
проса. Эти способы состоять въ йзмгьренін различныхъ иротя- 
женій и разсматрпваются въ элементарной геометрін.

Измерить протяжепіе значить определить его отношепіе къ 
другому однородному съ ппмъ протяженію, принятому за меру 
или, что то-же, за единицу. Лпніп измеряются линейными еди­
ницами—верстами, саженямп, футами и проч.; площади п по­
верхности измеряются квадратными единицами, а объемы — ку­
бическими.

Изъ всехъ протяженпыхъ велнчипъ только прямыя лпніп 
подлежать непосредственному пзмеренію; пзмереніе же окруж­
ности, поверхностей и объемовъ приводится къ пзмеренію не- 
которыхъ прямыхъ, отъ которыхъ этп величины завпсятъ. Эле­
ментарная геометрія выясняетъ эту завнснмость н выражаетъ
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различными формулами. 'Гакъ мы знаем ъ , что длина окружности 
равна длине діаметра, умноженной на число л; число квадратпыхъ 
еднннцъ, содержащихся въ площади параллел ограмыа, равно иро- 
пзведенію чиселъ, выражающихъ длину его основанія и длину 
высоты, п проч. Установлевіемь такихъ формулъ геометрія уже 
вступаегь до некоторой стеиенн въ область алгебры.

Чтобы обобщить вопросы и облегчить пхъ нзлідованіе, въ 
алгебре употребляютъ, какъ известно, буквы вместо опредФлен- 
ныхъ чиселъ; вслЬдствіе этого всякое вычнсленіе заканчивается 
выводомъ формулы, выражающей искомую величину, а по фор­
мул^ легко впдіть, какое вліяніе на искомую имЬегь каждая 
изъ данныхъ велнчппъ. Поэтому и въ нрнложейін алгебры къ 
ріпіепію какого-либо геометрнческаго вопроса не нзмЬряютъ на 
самомъ д еле даже н прямыхъ лнній, отъ которыхъ завнсятъ 
протяженный величины, участвуюіція въ вопросе, но только пред- 
полагаютъ этп лпніп измеренными, и число заключающихся въ 
нихъ еднннцъ обозначнютъ буквами.

Къ числу велнчпнъ, надъ которыми приходится действовать въ 
прпложешяхъ алгебры къ геометрій, относятся также и углы. Для 
выраженія угловъ числами употребляются единицы двоякагорода:

1. Въ элементарной геометріп за единицу угловъ принять 
прямой уголъ съегоподразд-Ьлешямп на градусы, минуты и секунды.

2. Въ высшихъ частяхъ математики за единицу угловъ прини­
мается такой уголъ, которому отвгьчаетъ дуга, равная ея ридг- 
усу, прнчемь дуга предполагается описанною пронзвольнымъ ра- 
даусомъ изъ вершины угла между его сторонами. Градусная вели­
чина этого единичнаго угла можетъ быть найдена только по 
прнблнженію, ибо она зависитъ отъ несопзмЬримаго числа к*).

Въ обопхъ случаяхъ пзміреніе угловъ приводится къ изме- 
ренію дугъ на основаній теоремы; умы пропорциональны дугам», 
описанымъ изъ ихъ вершине однимг и тгъмъ же произволъпы.чъ 
радіусомь. Въ иервомъ случае всякій уголъ выражается имено- 
ваннымъ числомъ, т. е. содержнтъ въ себе столько же угловыхъ 
градусовъ, минутъ и секундъ, сколько въ отвечающей ему дуге

') Пропоршя зсо0 360°

даетъ: х° = — 5 7°17 '44",80 ..., причемъ взято -с =  3,1415926.
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содержится дуговыхъ градусовъ, минуть и секундъ. Во второмъ 
случай уголъ выражается оталеченнымъ числом, именно отно- 
гиенгемъ отвечающей ему душ къ радіусу, т . е. къ длине дуги 
едивичваго угла, какъ это видно изъ пропорців:

/ .  А __ О  угла А
1-цЪ угловъ и  1-чнаго угла, п.ш К*

При второиъ способіі пзмйрейія угловъ прямой уголъ выра­
зится чпеломъ ибо при А =  90° числитель второго отно-

. ,  ^ иКш еш я будетъ равепъ -5 - .
Уголъ въ 45° выразится числомъ “ , уголъ въ 30°—числомъ 

уголъ ВЪ 1° — ЧИСЛОМЪ щ  и проч.
Геометрйческіе вопросы, въ которыхъ углы определяются по 

нхъ зависимости отъ разлпчиыхъ прямыхъ лйній и наоборотъ, 
составляютъ особый отдЬлъ прпложепія алгебры къ геометрій — 
тригономстргю. Мы предиолагаемъ, что чптаюіціе этотъ курсъ 
уже зиакомы съ ирямолпнейпою трпгопометріей.

Определенные и неопределенные геонетрйческіе вопросы.

§ 3. Всякая задача, решаемая помоіцію циркуля и линейки, 
задача на построеніе, приводить окончательно къ отысканію по 
даннымъ условіямь или одной только точки, или нослйдователь- 
наго и копечнаго ряда точекъ, пли же безчисленнаго множества 
точекъ, располагающихся на некоторой лнній или поверхности, 
образующей нхъ геометрическое место. Въ двухъ первыхъ слу- 
чаяхъ задача будетъ определенною, а въ последпемъ неопреде­
ленною. ПрпмЬры задачъ перваго рода:

а) Описать окружность около треугольника.
б) Построить окружность, которая проходи.га бы чрезъ две 

данным точки А и В и каса.гась данной прямой ММ.
Первая разрешается построешемъ единственной точки, равно 

удаленной отъ вершинъ треугольника; вторая приводить сна­
чала къ отысканію точки касанія на прямой ММ (получается 
двй точки), а потомъ къ построенію точки, равно удаленной отъ 
обйнхъ данныхъ А и В и отъ найденной точки касанія (всего 
два рЬшенія).
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Примерь неопределенной задачи, построить трсуюлъникъ 
по данной сторонп, КЬ и по данной су.чмгъ Р() двухъ друхихъ 
сторонъ. Неопределенность ея выражается т іы ь , что можно 
найтп сколько угодно точекъ, которыхъ разстоянія отъ концовъ 
стороны КЬ дадугь въ сумме одну п ту-же длину РО; містомь 
пхъ будетъ некоторая кривая лпнія, не изучаемая въ начальной 
геометріп (эллппсъ) *).

§ 4. Къ определеннымъ геометрпческимъ вопросамъ следуетъ 
еще отнести вычисление по данныыъ условіямь: а) величины ка­
кого-либо протяжепія (лнній, поверхности, объема), б) отноше­
ны  между однородными протяжными величинами и вообще ка­
кой-либо зависимости между ними **).

§ 5. Прйложеніе алгебры къ решенію и нзследовапію опре- 
деленныхъ геометрнческихъ вопросовъ будетъ разсмотрено въ 
первой части этого курса; вторую часть его составить ученіе о 
геометрнческихъ местахъ или аналитическая іеометрія.

*) Зампчаніе. Если въ определенной задаче на построеніе одно 
нзъ условій будетъ откинуто, то она обратится въ неопределенную 
и прпведетъ къ построенію геометрическаго места. Такъ, если въ 
примере б) устранимъ условіе касанія къ прямой ММ, то вопросъ 
сведется къ отысканію точки, равно удаленной отъ двухъ данныхъ 
А и В; такихъ точекъ найдется безчисленное множество, и место 
ихъ будетъ перпендикуляръ къ отрезку АВ, возставленныіі нзъ его 
средины. Если же въ задачу б) устроимъ условіе пронсхожденія ис­
комой окружности чрезъ точку А, то отысканіе центра ея прпведетъ 
къ построенію точки, равно удаленной отъ данной точки В и отъ 
данной прямой ММ; но и такихъ точекъ безчисленное множество; 
место пхъ есть кривая, также иепзучаемая въ начальной геометріп 
(парабола).

**) Подобный задачи на вычйсленіс встречаются и въ начальной 
геометрій. Примеры: а) определеніе сторонъ и площадей правильныхъ 
многоугольниковъ, вписанныхъ въ кругъ даннаго радіуса пли описан- 
ныхъ около него; вычнсленіе поверхностей и объемовъ шара п опи- 
санныхъ около него цилиндра и конуса; б) вычйсленіе отношенія я 
окружности къ діаметру съ даннымъ прйблнженіемь; б) вычйсленіе 
зависимости между сторонами треугольника, между сторонами п діаго- 
налямп параллелограмма, и проч., и проч.
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Ходъ р%шенія определенных! геометрических! задач! 
помоіцію алгебры.

А Лримпры задачъ на вычйсленіе.

§ С. ПросгЬОшія задачи на нычпсленіе решаются чрез! не­
посредственное прнм’Ьненіе къ пхъ условіям! подходяшихъ тео- 
реыъ и формул!. Таковы, например!, сл’Ьдуювдія двенадцать:

1. Основанія трапецін равны а и Ь лннейпымъ единицам!; 
вычислите среднюю хорду этой транеціп.

2. Катеты равны а и Ь линейнымъ единицам!, найдите ве­
личину гипотенузы п площадь треугольника.

3. Основаніе равпобедреннаго треугольнпка равно х  едини­
цам!, и прнтомъ известно, что высота его в !  полтора раза 
меньше оспованія; какими формулами выразятся высота треуголь­
ника, его остальные бока и площадь?

4. Перпендикуляр!, опущенный пз! вершины прямого угла 
на гипотепузу, делить эту последнюю на отрезки, равные а н 
х  единицам!; иыразнть формулами длину гипотенузы, перпенди­
куляра и катетов!, а также площади всего треугольника и обеих! 
его частей.

5. Основаніе треугольника равно Ь единицам!, а высота Л 
единицам!; на разстояніп х  единиц! о т!  основанія проведена 
параллельная ему хорда; выразить формулами часть высоты 
между вершиною п хордою, длину самой хорды, площадь даннаго 
треугольника и площади частей, на которыя он! разделен! 
хордою.

6. В ! треугольнике ЛВС стороны, протйволежаіція углам! 
А, В п С, равны о, Ь и с едепицам!; на стороне АВ отложена 
часть АЕ, равная х  единицам!; при точке Е построен! угол! 
АЕВ, равный углу АСВ п обращенный отверстіем! К! стороне 
АС. Найти отпошеніе стороп! треугольников! АВС и АВЕ и 
выразить формулами стороны треугольника АВЕ п отношеніе 
площадей АВС и АВЕ.

7. И з! точки А, лежащей вне некоторой окружности, прове­
дена секущая АВ, равная х  еднпицам!; длинна отрезанной огь нея 
хорды ВС равна а единицам!. Вычислить: длину впешняго отрезка 
АС, длину касательной АВ кь той же окружности, отношеніе 
сторон! треугольников! АВВ п АСБ и отношеніе их! площад^,.
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8. Бокъ квадрата содержать въ себе а единпцъ; выразить 
формулами его площадь, діагональ, радіусь опнсаниаго круга, 
апоеему н площадь квадрата, построенпаго на діагоналп.

9. Вычислить площадь кольца, заключающегося между дву­
мя концентрическими окружностями, которыхъ радіусы равны 
а и 6 единнцамъ.

10. При центре круга, радіусь которого равенъ г едини- 
цамъ, построенъ уголъ въ п°; вычислить длину соответствую­
щей ему дуги и площадь соответствующего сектора.

11. Пронзодлщая конуса равна / едпницамъ, высота — к 
единицамъ. Определить радіусг п площадь осйованія конуса, 
боковую и полную его поверхности и объемъ. Если на разстоя- 
ній х  едппицъ отъ вершины будетъ проведена плоскость, па­
раллельная основанію, то какъ велпки будутъ отношенія боко- 
выхъ и полныхъ поверхностей и объемовъ данного и отсечен 
наго конусовъ?

12. Радіусь шара равенъ г едпницамъ; на разстояпій х  еди- 
ннцъ отъ центпа шаръ разееченъ плоскостью. Вычислить ра- 
діуеь сеченія, высоты обоихъ шаровыхъ сегмептовъ, пхъ вы­
пуклый поверхности, ихъ объемы объемы шаровыхъ секторовъ, 
которымъ две предыдуіція поверхности служатъ основанілмп, 
наконецъ, отпошеніе поверхностей обоихъ сегмептовъ и отпоше- 
ніе объемовъ обоихъ секторовъ.

Предлагаемъ полное решеніе следующей задачи того же рода:
13. Но Оаинымъ сторонамъ четы-

реуюлъника, вписаннию въ крут, вы­
числить сіо діаюна.ш.

Пусть АВ( В данный четыреуголь- 
нпкъ. вписанный въ круге. Стороны 
его означимъ чрезъ а, Ь, с, оI, діаго- 
нали—чрезъ х н у .

Треугольники АВС и АБС да- 
ютъ:

х* — а* +  Ь2— 2аЬ Сов А В С ..............................(1)
=  с2 -}- (I* — 2сЛ Соз АБС.

Такъ какъ АЭС — 180е —  АВС, то Соз АБС =  Соз АВС; 
поэтому также

I* =  са +  <Р +  2еЛ Соз АВС.............................. (2)
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Подставивъ сюда значеніе косинуса угла АВС 

Со» АВС =  -и' Ь2 — х2
2аЬ *

( 3 )

взятое изъ уранненія (1 , найдемъ последовательно:

г , = , + * + ‘1 щ р .

аЪх1 — аЬс'1 +  абйг -|- а* ей 4- Ь* ей — сйхг ,
(аЬ +  ей) хг= айс2 а2 ей +  абй2 +  Ь* ей 

= ас(Ъс +  ай) -}-Ьй (Ъе +  ай)
=  (ас-^-Ьй) (Ьс ■+■ <Ч).
_ . Нас +  Ьй) Ьс +  ад)

Х V аЬ 4- ей

ТЬмъ же способомъ изъ треугольпиковъ ВАБ и ОСВ получпмъ: 

> =  .............................. (4)

14. Воспользуйтесь формулами (3) и (А) дли вывода пройзведенія 
діагоналей и отношенія діагоналей четыреугольнпка, вппсаннаю 
въ кругЬ Окончательные результаты выразите въ видЬ теоремъ.

Въ сложныхъ задачахъ отысканіе связи между данными н 
нскомымп велнчпнамп вопроса и выраженіе этой связи уравне- 
ніямй на основанін подходящнхъ теоремъ и формулъ значительно 
облегчается предварптельнымъ составлешемъ чертежа. Такъ мы 
н поступило въ 13-мъ примере.

Если условія задачи п чертежъ не указываютъ непосредствен­
ной связи между искомыми н данными велнчпнамп, то, по сооб- 
ражешямъ рф.шающаго, проводятстя вспомоштслъныя лкніч, ко­
торый зависели бы отъ нскомыхъ и отъ данпыхъ; пользуясь этою 
обоюдною зависимостью, составляютъ рядъ уравнепій съ нисколь­
кими неизвестными, главными и вспомогательными; загЪмъ рЬша- 
ютъ нхъ чрезъ нсключеніе вспомогательныхъ непзвестныхъ. По- 
яснимъ это прпмфромъ.

15, Въ полукрухг даннахо радіуса вписаны три хорды: АВ, 
ВС, СО; двгь изъ нихъ даны, третью требуется вычислить *).

*) Эта задача заимствована изъ • Всеобщей ариомепткия Нютова- 
Велйкій геоыетръ рЪшаетъ ее разнообразными ііріомамп, причемъ 
пользуется вспомогательными лнніямн, различно проведенными. Мы взя­
ли простейшее изъ его решеній. Въ одной группе регаеній Нютона
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Пусть Ад =. <1 данный 
діаметрь, АВ =  а н СБ =  А 
данный хорды, а ВС =  х 
хорда искомая.

По чертежу п по уело-
______ віямь задачи не видно пря-
А 4 Ь мо, на осиоваши какпхъ

теоремъ можетъ быть выражена зависимость между величинами 
х, а, Ь, и А. Но еслп проведемъ вспомогательный хорды В0 =  у 
и АС=.е, то можемъ составить три уравнейія съ тремя неизвест­
ными; два нзъ пихъ выразятъ свойство сторонъ прямоугольныхъ 
треугольнпковъ АВБ и АСИ:

у*=:<7* — а*, ;* =  (]* — Ъ*-,
а третье выразить свойство сторопъ и діагоналей вписаннаго 
четы реугольника АВСБ (см. зад. 14):

йх 4- аЬ =  уг.
Решивъ эти уравненія чрезъ псключеніе у п г, получимъ:

_  V А *-а* . Уы*-Ь*-аЪ х —  а

Корни У <1* — а* и У  Л3—  Ъ* взяты безъ двойпаго знака, ибо 
должны выражать абсолютный величины діагопалей ВВ п АС.

Зам ітйм ь, что трп урявнепія, первоначально выведеныя нами 
изъ чертежа, не изменять своего вида, какую бы пзъ сто­
ронъ вписаннаго четыреугольпнка АВСО мы ни приняли за 
искомую, потому что эти уравнепія выражаютъ геометрнческія

вспомогательными .штили служатъ одна нзъ діагоналеіі, напр. ВВ, 
одна изъ высотъ отделеннаго ею косоугольнаго треугольника, напр. 
ВЕ, и отрезокъ СЕ стороны, принятой за основаніе: уравненія же, 
связываюшія неизвестный и данныя лннін фигуры, выводятся на осно­
вами теоремъ, выражаюшихъ зависимость между сторонами того пли 
другого треугольника (АВЭ или ВСВ) и пропорціональность сторонъ 
нодобныхъ треугольнпковъ (АВІ) п ВСЕ). Въ другой группа рЬшенііі 
продолжаются стороны ВС и АВ (или предлагается продолжить сто­
роны АВ и БС) до взаимной встречи, и опускается перпендпкуляръ 
на діаметрь изъ вершины В; связываюшія теоремы сходны съ указан­
ными выше. Наконецъ, есть решеніе, основанное на двоякомъ выра- 
женій площади нетыреугольника АВСО:

площ. АВСВ =  пл. АВИ +  пл. ВСЭ=:ил. АСЙ 4- пл. АВС.
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свойства начерченной фигуры, а свойства фигуры сохраняются 
непзмішно при пслконъ значеній образующнхъ ее лннііі. Попятно, 
впрочемъ, что именах неизвестная начнетъ перемещаться нзъ 
одннхъ членовъ уравненій въ другіе, когда будемъ принимать по 
очереди ту или другую сторону четнреугольппка АВП) за иско­
мую (считая три остальныя данными), и что это обстоятельство 
можетъ новліять какъ на впдъ, такъ и на степень уравпепія, 
окончательно получаемаго по псключеніп вспомогательныхъ неиз- 
вестныхъ- Для примера составьте уравнение, нзъ котораго можно 
было бы определить дхамстръ полукруги, вмещающим въ себе 
три данных хорды.

Б. Прими,ры задачъ на построеніс.

§ 7. I. Отрхъзокъ АВ прямой линхи разде.хитъ на две части 
такъ, чтобы одна была более другой на данную длин у Р(}.

Пусть АВ =  а  единицамъ, Р<і =  б 
еднпнцамъ. Если означнмъ черезъ 
х длину большей части данной для 
раздЬлейія лппін, то длина мень­
шей выразится чрезъ а — х  и, согласно съ условілмн задачи, 
составится уравненіе:

х  — (я — х) — Ь.
Ръшнвъ его, найдеыъ:

__а-\-Ь __а — Ь

Этими формулами указывается, во-1-хъ. способъ вычпсленія 
искоыыхъ частей лпнін АВ въ каждомъ частномъ случае, а во-
2-хъ — способъ пхъ построепія цпркулемъ и лпнейкою при вся- 
комъ чнсловомъ значеніп данпыхъ лпній. Учашіеся не затруднятся 
исполнить это построеніе

Когда А В < н л п = Р (1 , — задача невозможна.
2. Па данномъ основами А В постро­

ить прнмоуюльникъ, равномхърный дан­
ному квадрату Р0К8. 'I

Положпмъ, что АСВП есть требуемый \ ч 
прямоугольппкъ- Пусть основаніе его 
АВ г г  а едппнцамъ, бокъ даннаго квадрата 
Р 8 ~ 6  еднницамъ, а неизвестная высота 
прямоугольпика АС =  х единнцамъ.
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Согласно съ требованіямй задаю  неизвестная величина г  
свяжется съ данными а и Ь уравпешемъ 

ах —  Ь*,

где ах  есть площадь пскомаго прямоугольника, п сР— площадь 
данваго квадрата. Изъ этого уравненія получаемъ:

х  = а
Найденнымъ рФшешемъ можно пользоваться двояко, какъ н 

въ предыдущей задаче:
Во-первыхъ, по форнулФ ^  можно вычислять длину х, под­

ставляя вместо а п Ь пзвФстныя числа, соотвФтствуюіція каж­
дому частному случаю. НапрпмФръ, при а =  3 фут., Ь—  4 фут. 
получили бы # 5 ;  фут ; а взявъ длины а =  3 футамъ п 
фут. по масштабу, легко построить требуемый прямоугольникъ

Во вторыхъ, рфшеніе х  =  —  указываетъ, что х, какъ пропзве- 
деніе двухъ рг^ныхъ чпселъ Ь п й, дФленпое на третье число а, 
есть крайній членъ пропорцін.

а : Ъ ~ Ь : х .

СлФдовательно, можно построить х  независимо отъ масштаба^ 
какъ четвертую пропорціональную къ лишямъ. выраженнымъ чис, 
ламп а, Ъ и х, т. е къ прямымъ АВ, Р5 и Р(}. Можемъ также 
построить х, какъ третью пропорціональную къ прямымъ АВ н. 
Р8. Этотъ второй способъ построенія выполнепъ на прплагаемомъ 
чертежФ. Опъ основанъ па томъ. что перпендпкуляръ. опущен­
ный изъ вершпны прямого угла на гипотенузу, есть средняя 
пропорціональная лйпія между отрезками гипотенузы. Прямо­
угольный треугольнпкъ СЕР, къ которому применяется эта тео 
рема, построенъ слЬдующпмъ образомъ: къ данной прямой АВ 
возставленъ изъ точки А перпендпкуляръ АС; па его про- 
долженіп отложепа часть А Е =  АВ ~ а ;  на продолженіп АВ отло­
жена часть АР =  Р8 =  б; точки Е и Г соединены прямою ГР, 
и къ ней возставленъ нзъ точки Г перпендпкуляръ ГС, ко­
торый н отрФзалъ искомую высоту АС =  х. Действительно, вс-тБд- 
ствіе указанной теоремы, получаемъ изъ треугольника ЕГС:

Е А : А Р = А Р : АС
плп « : Л =  О ; АС;
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сравнивъ же эту пропорцію съ предыдущею, заключаемъ, что 
А С = д \ Чтобы получить требуемый прямоугольникъ, остается 
провести СИ параллельно АВ и ВБ паралле-іьно АС.

3. Данный трсуюлъникъ рездгълитъ пополамъ прямою, парал­
лельною основанию.

Пусть АВС будетъ данный тре- 
угольннкъ, т. е. такой, котораго всЬ 
части нзв-Ьстны. Считая задачу ре­
шенною, иоложпыъ, что ЕР парал­
лельна АС и делить площадь тре­
угольника АВС пополамъ Еслнбъ 
нашли который нибудь изъ отрезковъ 
сторонъ АВ и ВС, то могли бы на самомъ деле провести н 
лпнію ЕЮ; следовательно, надо отыскать одпнъ изъ отрезковъ 
ВГ) или СР, ВЕ пли АЕ. Который же изъ нпхъ? По параллель­
ности прямы хъ^П  и АС, треугольнпкъ ЕВВ подобенъ данному, 
а по условіямь задачи онъ вдвое меньше даннаго: но такъ 
какъ площади подобныхъ треугольпиковъ относятся, какъ ква­
драты сходственныхъ сторонъ, то ясно, что въ пропорцію, осно­
ванную на этнхъ соображетяхъ, долженъ войти или отрезокъ 
ВІ), или отрезокъ ВЕ, потому что они суть стороны треуголь­
ника ЕВР. Итакъ примемъ ВІ) за искомую величину.

Пусть ВС ~- а  единпцамъ, В Б ~ х  единнцамъ. По подобію 
треугольпнковъ ЕВБ и АВС пмЬемъ пропорцію:

а по условію-

Следовательно

площ. Д  С В Р ВР* х 1
площ. Д  АВС ВС* *

площ, д  Е В Р __ 1
площ. Д  А В С 2 '

___1_
а> — 2 ■ ■ (А).

Решпвъ это уравненіе, получимъ

Для построенія найденной величины, надо придать ей гео­
метрическое значеніе. Умпожпвъ обе части поагЬдняго уравне- 
піп па 1/ 2, иолучпмъ

х У ‘2 —  <1.
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Прппомппвъ же, что бокъ квадрата, вписаниаго въ круге 
равепъ радіусу, умпожепному на / 2 ,  мы можемъ принять х  за 
радіусь круга, описапнаго около квадрата, котораго бокъ ра­
вепъ стороп-Ь ВС =  а дапнаго треугольника. Действительно, если 
построймъ квадратъ В6НС на сторонЬ ВС ц проведеыъ его діа- 
гонали, то точка 0 нхъ пересЬченія будетъ центръ, а полудіа- 
агональ ОВ — радіусь круга, оппсаннаго около квадрата; а по­
тому выйдетъ:

ВС =  0 В / 2  и ОВ — . |Е  или 0В =  г^=.
V 2 V  2

Но также п х =  , след. ОВ —  х.
V 2

Теперь легко окончить ріш еніе задачи: на стороне ВС откла- 
дываемъ часть ВБ, равную ОВ и чсрезъ точку И проводнмъ ВЕ 
параллельно АС.

Другое постросніе. Изъ уравпепія (А) им4еыъ х , =  -1  а от­
сюда— пропорцію а : х  =  х :  Поэтому длину отр-Ьзка ВВ мож­
но определить еще какъ среднюю пропорціонвльпую между ли- 
ніей я и ел половиною, т. е между ВС и что и выполнено 
на приложеппомъ чертеже.

Зампчаніс. Мы нашли Точно такое же решеніе получи­

ли бы, прпнявъ за искомую величину отрезокъ ВЕ стороны ВА,
или отрезокъ ВК высоты ВЬ. Такъ, ноложивъ В ЬггА  и ВК =  у, 

л Л ,
нашлп бы у = ў - ~ .  Одинаковость решешя нроистекаетъ пзъ того, 

что все прямым, выходяіція изъ точки В, разсекаются параллель­
ными ЕВ и АС на пропорціопальпыя части. Это повазываетъ, что 
лйнія ЕВ, делящ ая площадь треугольника пополамъ, будетъ по­
стоянно проходить чрезъ точку К, если вершина В будетъ пере­
двигаться по ліініп, параллельной основанію АС, и что поэтому 
решеніе задачи должно зависеть не отъ длппы сторонъ, но только 
отъ высоты треугольника. Следовательно, правильнее было бы 
принять за искомую отрезокъ ВК, а не ВВ Вообще высота долж­
на иметь существенное вліяпіе па решеніе большей частп во- 
просовъ, относящихся къ треугольннкамъ, и потому па пее всегда 
надо обращать вшіманіе.

Заметим ь еще. что формулы ў  — ч не содержать въ

себе числа, выражающаго длину основанія; следовательно, и рЬ- 
шеніе нашей задачи не зависеть отъ этой длины.

■ Д 5 . < $
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4. Начертить прямоугольный треуюлъникъ, *которого одинъ 
катеть мешье другою на лингю а и менпе гипотенузы на .шнгю Ь.

Для возможности задача лйпія, выражепная 
чпсломъ я, очевидно должпа быть менЬе лппіп, 
выраженной чпсломъ Ь. Пусть Р(} п К8  бу- 
дутъ эти лннін и КЬМ— требуемый треуголь- 
впкъ. Все три [стороны’его неизвестны, и 
любая изъ нпхъ "безразлично можетъ быть 
принята за искомую. Пусть меныпій катетъ 
КЬ = х \  тогда, согласно съ условіямн задачи, 
получимъ: катетъ КМ = :  х  -)- я, гипотенуза 
ЬМ — х-\-Ь , и составится уравненіе:

=  +  * ) * , ........................ (А)
которое даетъ для х  два зпаченія:

хх —  Ь — а-\-У  2Ь (Ь — а) 

х г— Ь — а — У (Л — а).

Такъ какъ 2Л>Л—я, то 2Ь{Ь— я ) > ( 6 —я ) 2 п \/'2Ь(Ь—я ) > 6 — я; 
поэтому второе значеніе х  отрицательное. Въ геометрическихъ 
вопросахъ з н а к и и — , когда ими сопровождаются значенгя ам­
иш, выражаютъ противоположность въ направленій этихъ .жній. 
Въ нашемъ вопросе ищется только безусловная величина ка­
тета КЬ, направленіе же его можетъ быть какое угодно; поэтому 
отрицательное значеніе х  должно быть откинуто,

Впрочемъ,' основываясь 'н а  томъ, что отрицательное решеніе, 
хотя ^бы ц не удовлетворяло вопросу, должно все-такн удовле­
творять уравненію, !пзъ котораго оно получено, можемъ иногда 
изменить условія задачи такъ, что отрицательное решеніе обра­
тится въ положительное, т. е. будетъ служить прямымъ отвгь- 
томв на измененную задачу. Для этого, какъ известно нзъ ал­
гебры, надо въ уравненій, непосредственно вытекающсмъ изъ ус.го- 
вгй вопроса, переменить х  на — х  и затКмъ. если возможно, 
следуетъ изменить и самыя условія задачи такъ, чтобы они вы­
ражались пзмЬнешшмъ уравненіемь *).

*) Это иравило основано на томъ соображеніп, что подстановку 
отрицательнаго числа —  м вместо х  можно исполнить въ два пріема: 
сперва переменить въ уравненіп х  на —  х, а потомъ въ измененное 
такнмъ образомъ уравнсніе подставить положительное число п вместо х. 

ф р о л о в ъ . I .  2
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Въ пашемъ прпм'Ьрі, перемЪнпвъ х  на — х  въ уравненіп (А), 
получимъ:

( —х4-я)*-К—х)*=(—х-\-Ь)* или (а—х)--{-хг— (Ь —х)* . . (Б),

но такъ какъ (а — х)-{-х = а и ( б — х )-\-х  =  Ь, то уравненіе 
(Б) соотв’Ьтствуетъ следующей задач'Ь: начертить прямоуголь­
ный треуюлъникъ, сумма катетовг которою равна а, сумма же 
одною изь катетовъ и итутенузьг равна Ь.

Заы’Ьтпмъ однако, что п въ этой задач'Ь одно пзъ р-Ьшеній 
будетъ также отрицательными ибо корпи уравненій (А н (Бі 
отличаются только знаками. И зд ісь отрицательное р-Ьшеніе 
должно быть откинуто; если же перем'Ьнимъ х  на —  х  въ урав- 
пенін (Б), то снова получинъ первоначальный вопросъ.

Возвратимся къ первоначальной зад ач і. Чтобы на самоыъ д і- 
л і  построить тпеугольникъ КБМ, требуемый условіямп этой задачи, 
надо дать геометрическое пстолкованіе первому значенію х. 
Положивъ для краткости Ь — а — с, мы можемъ представить его 
въ вид±:

х  =  с +  У :1Ьс.

Зд ісь  У 2 Лс выражаетъ величину некоторой лпній я, сред 
ней пропорціональпой между лйніямй 2 Ъ и с, пбо равенство 
У 2Ь с= п  даетъ 2 1>с =  пг, а отсюда получается пропорція

2Ь:п=п:с. И такъх=с-\-іі, 
т. е. меньшій катетъ КЬ 
равенъ разности Ь—а=і\ 
сложенной съ лнніей и, 
среднюю пропорціональ- 
ною между лпніямп 2 Ь и с. 
Построивъ его, легко 
докончить треугольнпкъ. 
Все это исполнено на 
прплагаемомъ чертежі. 
Сділанныя на немъ над­
писи зам-Ьняютъ объясне- 
ніе построеній.

§ 8 . Изъ прим'Ьровъ, разобранныхъ въ 6  п 7 параграфахъ, 
можемъ вывести некоторый обіція заключенія:



19

Р’Ьшепіе геоиетрпческнхъ вопросовъ помощью алгебры со­
стоять взъ четырехъ главныхъ частей:

1. Прпведенія вопросовъ къ уравнетямъ.
2. Р-Ьшенія уравнений.
3. ИзотЬдоватя вопросовъ по получепнымъ формуламъ.
4. Построепія пскомыхъ велпчпнъ, выражеппыхъ этими фор­

мулами.

Наибольппя затрудненія можетъ представить первая изъ 
этпхъ частей, потому что общихъ правилъ для состойлснія урЛо- 
неній по услов1ямъ геометрпческаго вопроса не существуете. 
Можно указать только па слФдуюіціе основные пріемы:

а) Предположпвъ вопросъ р’Ьшепнымъ, надо исполнить по- 
строепіе отъ рукп и разсмотреть, какія лпній полученной фигуры 
известны и какія неизвестны.

б) Потомъ внимательно разсмотрЬть расположеніе всФхъ ча­
стей чертежа и, не дФлая разлпчія между известными п неиз­
вестными частями, определить ихъ взаимную зависимость. Къ 
открытію этой зависимости должны послужить, съ одной сторо­
ны, условія и требовачія задачи, а съ другой — разлпчиыя гео- 
метрнческія теоремы, подходяіція къ этпмъ услов1ямъ п требо- 
вашямъ, равно какъ п къ свойствамъ начерченной фигуры.

в) Подмеченную зависимость разлпчпыхъ частей фигуры вы­
разить уравненіямп на основаніп условій задачи и подходящпхъ 
теоремъ-

г) Если непосредственной зависимости между искомыми н дан­
ными частями фигуры не представляется, то проводятъ вспомо- 
гательныя лйніп, который зависели бы отъ техъ  п отъ другихъ, 
п на оспованіп этой последней зависимости составляютъ несколь­
ко уравпепій съ несколькими неизвестными, главными п вспомо­
гательными.

Вгораа часть — рпшеніе уравненій — ирппадлежитъ къ обла­
сти алгебры.

Третья часть — йзсліьдоваіе вопроса — можетъ иметь мФсто въ 
техъ только случаяхъ, когда получаемыя формулы представляють 
достаточный матеріаль для йзследованія.

Четвертая часть—построеніе лчній, выраженпыхъ формулами 
б у деть подробно разсмотрФна въ послФдующпхъ параграфахъ.

2*
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Линей) ыя ч)сла и формулы, или количества одного йзміренія.

§ 9. Всякая буква, означающая сколько линейныхъ едпнпцъ 
содержится въ какой-нибудь лппій, называетсялинейнымъ число.къ.

Всякая формула, по которой определяется число линейныхъ 
единицъ, заключающихся въ той или другой лпніп, называется 
линейною формулою *).

Примеры 2яг, гу /3 , [ г ) / 5  — 1) и проч.
Для краткости говорятъ: «лпнія а» , «лннія За», «лнпія г | / з »  

и т. д ., т. е. число едпнпцъ, заключающихся въ лйнів, какъ бы 
принпмаютъ за ея названіе.

ЫайпросгЬншія линейныя формулы, известный намъ изъ эле* 
ментарной геометріп, пм ію ть 'ту  особенность, что не заключаютъ 
въ себ’Ь буквенныхъ делителей и содержатъ, каждая, только по 
одному буквенному множителю; числа же арйеметпческія, напри- 
мфръ 2, у, У з  и проч., участвуютъ въ нпхъ, какъ отвлеченные 
множители и показываютъ, что ту пли другую лпнію надо повто­
рить известное число разъ, пли взять известную часть ея. Отвле­
ченное отношеніе окружности къ діаметру, 3,14159... какъ число 
несоизмеримое, только для краткости означается буквою я; сле­
довательно, эта буква никогда не должна входить въ счетъ лн- 
нейныхъ множителей пли делителей.

Линейныя числа и формулы называются количествами одною 
йзміьренія, потому что выражаютъ лйній,— а лпніп пмЬютъ одно 
иэмФреше— въ длину.

*) —  формула для вычпсленія длины прямой, соединяющей
середины боковъ трапейіп, где Ъ и Ь' означаютъ длины , ея оснопанііі.

2 я г — формула для пычйсленія длины окружности, где г означаетъ 
число линейныхъ 1-цъ, заключающихся въ радіусе; я  —  отвлеченное 
число, показывающее во сколько разъ окружность длиннее діаметра. 
По Архимеду я  =  у ,  по Мецю я =  Последнее число замечатель­
но своею точностью, ибо щ  =  3.141592..., где все 7 цпфръ верны.

г У 3 — бокъ правильнаго треугольника, впнсаннаго въ круге.

г У 2 — бокъ квадрата, вппсаннаго въ круге.
г (у^5— у) —  бокъ правильнаго 10-угольнпка, впнсаннаго въ круге.

2
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При откладывапіп лпній по известному паправлепію ММ отъ 
0 какой-нибудь определенной точки 0, встр4-

* *  чается необходимость виражать, кроме дли­
ны лпній, еще и противоположный направленія. Какъ известно, 
ихъ разлвчаюгь знакам и+ п— . Лйпій, отложенный въ одну сто­
рону отъ точки 0, напрпм'Ъръ отъ 0 къ N считаются положитель­
ными, а отложенныя въ обратную сторону — отрицательными. 
Следовательно, лпнейныя числа ыогутъ быть положительными п 
отрпцательнымп.

Количества двухъ йзмереній.

§ 10. Наипростпйшгн формулы, устанавливаемым элементар­
ною хеометрй-й для вычисленхя площадей и поверхностей, заклю- 
чаютъ въ себгъ по два линейныхъ множителя и не содержать 
буквепныхъ делителей *).

Основанныя формулы для вычйсленія площадей и поверхностей: 
ЪЬ — площадь прямоугольника и вообще параллелограмма, где Ь — 
основаше, А— высота. Частный ея случай: к1— площадь квадрата.

Ьу-ў- — площадь треугольника,

. А — площ. трапеціп, где Ь и Ь' — основанія трапецін, А —

высота. Другая формула для вычнсленія площади трапеціи: с.А, где с —
длина прямоіі, соединяющей середины непараллельныгь сторонъ трапецій. 

в.о-----площадь правильнаго многоугольника, где р — периметръ,
о  — апоеема.

р.г-----площадь всякаго многоугольника, описаннаго около круга.
кг' — площадь круга.
р. А —  боковая поверхность прямой призмы, где р  — периметръ 

основанія, А— высота.
р(к а) — полная поверхность правильной призмы; р  — периметръ 

основанія, А — высота призмы, а — апоеема основанія.
— боковая поверхность правильной пирамиды; р  — перим. осно- 

вашя, о —  апоеема пирамиды, т. е. высота каждзго изъ боковыхъ тре- 
угольниковъ.

— - . а = р 'л  —  боковая поверхность правильной усеченной пи-
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НапрпмЬръ формула полной поверхности цилиндра, Згсг (й , 
состоятъ изъ множителей '2г.г н (Л +  г); иервый выражаетъ 
длину окружности основайія цилиндра, второй — длину прямой, 
равпой сумм* высоты этого цилиндра и радіуса его основашя 

Если въ формул* какой пибудь поверхности отд*лпмъ отвле­
ченные мпожптелп, какъ 2, г  и ироч., отъ линейиыхъ, то уви- 
дпмъ. что эта формула выражаетъ собственно площадь прямо­
угольника, повторенную известное число разъ, или некоторую 
часть этой площади (смотря ио тому, будетъ ли пропзведеніе 
выд*ленныхъ множителей больше пли меньше 1-цы) и что одинъ 
изъ ея линейныхъ мнояштелей иредставляетъ пзмфреніе прямо­
угольника въ длину, другой — въ ширину. Таковы множители г н 
(й +  г) въ формул* иолиой поверхности цилиндра.

На этомъ оспованій каждый линейный множитель въ формул* 
площади или поверхности пазываютъ ея измпренйлп, а самую 
формулу— количеством» двухъ,'йзмпреній.

Заміьчанхе. Площадь какого нп есть многоуп льннка задается, 
вообще, числоыъ квадратпыхъ 1 ц ъ , о5, Ь*..., заключающихся въ 
площади равном*рнаго съ нпмъ квадрата; потому что всякій 
многоугольнпкъ можетъ быть перестроенъ въ равном*рпый съ 
нпмъ треугольникъ, а треугольипкъ — въ квадратъ.

Количества трехъ кзміреній.

§ 11. Найпростпйшія формулы, доставляемых а/гментарною 
іеометрісй д я вычисления объсмовъ, содержатъ вг себп по три

рамиды; Р  и р  — периметры ея основаній, а —  апоеема, т. е. высота 
каждой боковой трапецій, р ’ — нериметръ средняго сеченія.

2 тгг.й — боковая поверхность прямого цилиндра; г — радіусь основ., 
й высота цилиндра.

2т.г (Л г) — полная поверхность того же цилиндра.
т.г1 —  боковая поверхность прямого конуса; г — радіусь основашя, 

I — производящая.
2~г.й — поверхность всякой части шара, отрезанной плоскостію или 

двумя параллельными плоскостями; г — рад. шара, й — высота отрезан­
ной части.
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линейиыхъ множителя п также пе содержать буквепныхъ дели­
телей *).

Такъ наор., формула - г - % по которой вычисляется объемъ
а

пирамиды, содержитъ множителей б, 6  и -ў-. Буквенные мно­
жители въ этихъ формулахъ могутъ быть приняты за числа лн- 
нейвыхъ единпцъ, заключающихся въ ребрахъ п'Ькотораго пря- 
моугольнаго параллелепипеда, или, какъ говорить, въ трехъ его 
йзмеревіяхь; числеинпые же множители покажутъ тогда, сколько 
разъ повторяется объемъ такого параллелепипеда, или какая 
часть его берется.

*) Основиыя формулы объемовъ;
аЪс — объемъ прямоугольнаго параллелепипеда; а, Ъ и с —  его три 

измЪрешя.
б3 — объемъ куба; б — его ребро.
б*Л— объемъ призмы; Ь — бокъ квадрата, равномЪрнаго съ основа- 

шемъ призмы, б —  высота призмы.
Ь»А г ,—---- объемъ пирамиды. ^

(В* +  Вб -(- б*) — объемъ усЪч. пирам.; В5 — площ. большого 
основанія, б* — площ. меныиаго основ., Вб — площадь, средняя геоме-, 
трическая между двумя первыми.

яг® б —  объемъ прямого цилиндра съ круговымъ основашемъ.
-г1 А ,---------объемъ такого же конуса.О

(К* +  Кг -ф г*) —  объемъ усЪч. конуса; К и г— радіусы основаній. 

яг3 =  ^ ----- объемъ шара; г — его рад|усъ, <1 — діаметрь.

Иначе объемъ шара =  4яг*. т. е. шаровой поверхности, умножен­
ной на треть радіуса.

Объемъ шароваго сектора равенъ поверхности соотвЪтствующаго
9“ 2сегмента, умноженной на треть радіуса: 2ягб. —  — яг* б.

Объемъ шароваго сегмента— яб* т. е. онъ равенъ объ­
ему цилиндра, у котораго радіусь основанія есть высота или стрЪлка 
сегмента, а высота есть радіусь шара безъ одной трети стрЪлки.
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По этой прнчппФ 'буквенные множители въ каждой формулФ 
объема называются также “нзиФрешяма, а самый ф ірмулы— 
количествами трехъ йзміьрсній.

Количества 4-хъ , 5-ти и болФе йзміреній.

§ 12. Хотя п не существуетъ протяжепій, пмФющптъ бо.іФе 
трехъ пзмФреній (въ длину шпрппу и высоту), по при рФшеній 
геометрнческпхъ задачъ поыот,ію алгебры могутъ появиться, 
вслФдствіе различныхъ преобразованій въ уравпетяхъ, такія про- 
нзведенія, которыя ^одержать н болФе трехъ лннейныхъ множи­
телей, наир, й4, 3с3 Л3 и проч.; въ этомъ случаФ линейные мно­
жители называются также нзмФреніямп; слФдопательпо, б5 п 3с*<Р 
суть количества пяти нзмфреній.

Количества нулеваго]йзйФренія.

§ 13. Отношеніе двухъ однородпыхъ величинъ (двухъ лнпій, 
двухъ поверхностей, двухъ объемовъ), какъ отвлеченное число, 
не выражающее никакого протяженія, называется количеством

а а1 о’Ьнулевою излиърешя. Таковы, напр., с, •
Вообще дробь, которой члены состоять изъ одпнаковаго числа 

лпнейныхъ множителей, будетъ колпчествомъ нулеваго йзмФренія, 
потому что можетъ быть разложена на нФсколько отвлечев- 

_ а аЬ аЬсныхъ множителей вида пли или изъ которыхъ каж­
дый пмФетъ геометрпческій смыслъ отношепія двухъ однородпыхъ 
нротяженій. Такъ

2 а1 Ь ' 2а а а Ъг
ЗШ ш— З с "  Т  * 1І ' И>‘

Трйгонометрнческія величины вівж, 1%х и проч., какъ отноше- 
щ я извфстныхъ лйній къ радіусу, суть также количества нулевого 
йзмфренія.

Однородные одночлены; однородный многочленъ. Число йзйФреній 

алгебраическихь дробей и радиналовъ.

§ 'Т І..О дночлены одного и того же числа пзыфреній называ- 
ю+ск'1 ОдШбро&пыми. НапрпмФръ 2о3, 3а3Ъ, Ь3 суть однородные 
одночлепйі трехъ йзмфреній.
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Алгебраическая сумма олпородпнхъ одночленовъ составляютъ 
однородный многоч.генъ. Прим1>ръ:

а г -{- 3аб — 26*.

гд"Ь всЪ члены двухъ нзміаретй. Чисм измгъренгй однородною 
многочлене равно числу измгъренгй каждого его ч.гена порознь, такъ 
что многочлеяъ будетъ выражать длпну л ііп іп , когда вс5 его 
члены линейные или одного йзм-Ьренія. — поверхность, когда всЪ 
его члены двухъ нзмЪрешй, и объемъ — когда трехъ. При вся- 
комъ другомъ чнсліі пзм-Ьреній многочленъ не нмЬетъ геометри- 

ческаго значенія.
§ 15. Чисм измгъренгй пройзведенія двухъ или нпсколъкихъ одно­

членовъ равно су мчи, чнеелъ измгъренгй вегъхъ производите.гей, ибо 
всЬ линейные ихъ множители должны войпг въ состапъ ироизве- 
денія. Отсюда, принявъ во внйманіе правило * умноженія многочле- 
новъ, можемъ заключить, что произведете двухъ однородныхъ мно- 
гоч.геновъ есть также однородный много членъ, которою число измгъ­
ренгй равно суммгъ чиселъ измгъренгй обонсъ прогшодите.гей.

Если дгълимое и дгълителъ (числитель и знаменатель алгебраи­
ческой дроби) порознь однородны, т о  и частное (дробь) до.гжно 
быть однородно; при этомъ чисм измпренгй частною (дроби) 
равно числу измгъренгй дгъли.чаго (числителя безъ числа измгъренгй 
дгьлигпе.гя значена>пеля\, потому что д'Ьлпиое (числитель) есть 
произведете делителя (зпаменатетя на частное (на дробь, полу­
чаемую въ частномъ) и, слЬдовательно, по предыдущему:

число нзм-Ьреній д-Ьлимаго — числу нзм-Ьреній делителя 
число изм’Ьрешй частнаго, 

а отсюда:
число пзч-Ьреній частнаго ~  чис.лу пзмірепій д^лпмаго — 
число пзм’Ьреній делителя.

Примеры:

—̂ -есть количество двухъ нзм'Бретй,
аГЬ+Ь1 .- д—^  есть количество трехъ измъренп!,
а* +  6’ +  с* .
„г Ь2 +  с* есть колпчество нулеваго пзмЬрешя плп отвле­
ченное число.

Если число нзм'Ьреній дроби больше 3-хъ, или отрицательное 
то дробь не им’Ьетъ геометрическаго значенія.
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§ 16. Возвышеніе въ степень есть частный случай умноженія, 
въ которомъ всЬ вроизводптели равны возвышаемому количеству 
и, слідовательно, пыіють одио п то же число нзміреній, а число 
производителей равно показателю степени; поэтому степень одно­
родною многочлена есть также однородный мноючлснъ, и число 
йзмпрсній степени равно числу йзмпрсній возьышаемаю количества, 
умноженному на показателя степ/ни. '

Число йзмтреній корня какой ни есть стетни изъ однородного 
«ноюч.гена, или изъ одночлена, равно числу йзмпреній подкоренной 
величины, деленному на показателя корня, пбо отъ возвышенія 
этого корня въ степень его показателя должио получиться подко­
ренное количество, и следовательно должны иметь:

(чпсло пзміреній корня) X  показателя корня числу пзме- 
реній подкоренной величины, 

а отсюда:
, числу нзм’ЬреніП подкоренной величинычпсло измърешй корня ~ ------ ------------------------- -------------------- —г г показатель корня.

Примеры:

УзаЬ,  +  суть количества одпого йзмерепія,
или линейным.

’/2 и °  +  а 244 есть количество двухъ йзмереній.

. ‘ / а ‘ + Ь 4у  у , у  ^4— суть колпчеспа пулеваго измерена, т. е.

отвлеченный числа.

У а 8- ) - ^  —  количество 4-хъ йзмереЕій.

УчЬ — количество- котораю чпсло йзмерепій равно

у — количь.гво, котораго число йзмереній равно отри­

цательной дроби (— ^).

Три последнія количества не имеютъ гсоыетрпческаго зва- 
ченія.

§ 17. Если единица, посредствоыъ которой были измерены 
различным линги, заменится новою, то линейвыя чпс.та «, Л, с..., 
выражавшія эти лнній, пріобретугь одного и того же множителя, 
равнаго отпошенію и старой единицы къ новой. Нанримеръ, про 
перемене фута на дюйыъ все линейныя числа умножатся па 12; 
при перемінЬ аршина па сажень все числа умножатся па
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Отсюда можемъ заключить, что о»іт> перемемм единицы одно­
родные одноч,іены и многочлены не тернютъ своей однородности; 
каждый изг нихъ прхобрхьтаетъ только нгъкотораю множителя п 
съ показателемъ, равнымъ числу измеренхя одночленовъ или много­
член ось.

То же самое пропзойдетъ, если лпнейныя числа а, Ъ, с ,..., 
входяіція въ составь одночлена или однородная многочлена, 
прямо замішнмь йронзведеніямп ап, Ьп, сп,. .

На этомъ свойстве основано следующее опред’Ьленіе: алгебра­
ическое ьыраок<ніе называется однороднымг, если оно не изме­
няется оп>ъ перемножснія всехъ входящихг въ нею линейныхг 
чиселъ на произвольное количество п, и только пріобрптаетг мно­
жителя } авнаю некоторой степени этою количества.

Примеры:
в*  ̂/  (I

Если въ выражешяхъ а* />*, , у  заміннмь а п 6
пронзведеніямп ап п Ьп то нолучнмъ

Показатель выделяющаяся множителя указы вать степень 
д ан н ая  однородная выраженія.

Однородность уравненій. получаеиыхъ при ріш енін геоиетричеснихъ 
задачъ.

§ 18- Если ни одна изъ лйній, входящихг въ данный хеометри- 
ческхй вопросг, не принята за единицу, а все оне обозначены 
буквами, то составленный по условіямь вопроса уравнения, равно 
какъ' и формулы, получаемыя изъ этихъ уравнений, непременно 
будутъ однородны.

Для обьясненія этого свойства ирослЬдимъ весь ходъ ріш енія 
такнхъ вопросовъ помоіцію алгебры. 1. Составивъ чертежъ отъ 
рукн п нодыітйвь завпсимость между известными п неизвестными 
частями фигуры, мы выражаемъ числами те  протяженія, кото 
рыя, вследствіе подмеченной зависимости, должны войти въ со­
ставь уравненій; при этомъ, какь иамъ известно, лішін выра­
зятся количествами одного пзмеренія, илощадп п поверхности — 
количествами двухъ нзмереній, а объемы — трехъ. 2. Окончивъ
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эту подготовительную работу, мы составляемъ уравпенія, прпчемъ 
сравниваем* одни протяжепія съ другими, согласао съ условіяма 
вопроса и свойствами пачерчеипой фигуры. Но какъ очевидно, 
что сравнивать можно только однородный протяженія (лпніп съ 
лпніямн, поверхности съ поверхностями, объемы съ объемами), 
или же отвлеченный числа, выражаюпдія отношеніе этихъ протя- 
женій, то зпаки (+ ), (—) и ( = )  не ыогутъ появиться между 
разнородными величинами; следовательно, члены уравпенія, пер. 
воначально составленнаго но условіям* задачи, непременно бу- 
дуть однородны. 3. Наконецъ однородность уравненій, первона­
чально составленныхъ, не можетъ нарушиться и по время ихъ 
реш енія, потому что действія надъ однородными количествами 
всегда приводить къ одпороднымъ результатами

Случай нарушенія алгебраической однородности геометрических* 
формул*. Возстановленіе однородности.

§ 19. Когда одна пзъ тЬхъ лппій, отъ которыгъ зависишь 
искомая величина при решеніп геометрпческаго вопроса, будетъ 
принята за единицу меры прочих* лйній или выражеиа опреде­
ленным* ариометическпмъ числом*, то однородность уравненій и 
формул*, доставляемых* пмп, будетъ казаться нарушенною, по­
тому что лннія, принятая за меру, выражается числом* 1, всЬ 
степени единицы суть также единицы, а единица не пишется во­
обще ни множителем*, ни делителем*.

Например* однородные одночлены ^ - - т 3 и обращаются
при г = 1  в* неоднородные: {к  и о 'А ; первый потерял* три пзмЬ-
ренія, а второй пріобре.л* два лишних*. Точно также однород- 

к ая^ +  бзп +  с* ,  . а1 61ная дробь ", а~ и однородный многочлен* а +  ^  -  -  —

У<і* +  ап - (-я4 прннпма*гогь прп и ~ 1  неоднородный вид* 
а с* . 9 * /  ,
1 + о  +  А» “ а  +  “  “  +  «  +

Если кажущееся нарушеніе однородности происходит* вслед­
ствие нсчезанія различных* степеней того числа, которое вы­
ражает* лишю, нрпиятую за меру, и от* когораго должно за. 
висеть искомое число, то для возстаноіленія однородности надо 
предпо.юмсишь, что воь лпній, отъ которыхъ зависишь искомое, 
перемпрены вновь и что, всмъдствхе тою, презкняя единица вы­
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разилась числомг п; заптмъ вставить это число множителемъ 
вг пт  члены уравнения, гдп> невидимому недостиетъ йзмпреній, и 
дплитслемъ вг пт  члены, гдп оказывается излишнее чис.ю измгъ- 
ренШ, и  П)итомъ въ пткой степени, чтобы всп члены сдп.т.шсъ 
однородны. ПрнмЬръ: формула

х = а к1— у - ( -  У а — Ь*.............................. А)

ио возстоповленів однороднпстп принимаетъ ввдъ:

х - а — ^  +  У а п - Ь * .......................... (Б)

1,редлагаеиъ бол±е строгое обгясненіе возстановленія одно­
родности. Возьмеыъ ту же однородную формулу (А). Разсматрп- 
вая ее, зам4чаемъ, что нъ геометрическомъ вопросе, къ которому 
«та формула относится, искомая лннія х  зависала отъ трехъ дан- 
ныхъ лнніб: а, Ь и 1, н что последняя исчезла пзъ формулы.

лпніп будутъ: к, к-------- .Ъ
КЬ, выраженная чнсломъ х. Л-------*--------(К
мк г а. в *■ 01
г о » Ь- Н,----- к------ 9
К5 „ 1. 1),-------(V

Такъ какъ лпнейныя числа суть отношепія измйренныхъ лнній 
къ 1-цФ меры, то

|КЬ ы»  
0 =  Е 8 ’ " 1— К З '

^Чтобы воэстоноввть однородность въ формуле А), перем'Ь- 
ннмъ едннпцу меры, н выберемъ для этого какую-нибудь пря­
мую IV, отъ которой не зависвтъ искомая величина КЬ. Тогда 
всЬ лннін, участвуюшія въ вопросе, выразятся новыми числами. 
Пусть эти числа будутъ:

, КЬ , _ Ь Ш  , , __Р д  ___КЗх  — а _  1 )у , Ь _  Б у , и п _

Каждое нзъ этпхъ новыхъ чпселъ въ одинаковое число разъ 
больше илп меньше соотвЬтствуюшпго стараго (§ 17), следова­
тельно, онп пропорпіональны старымъ:

х _ а __ Ь __ 1
"ж7 ~гд Ь' я *

Приравнивая поочереди три первыя отношенія последнему, 
получнмъ три пропорціп, который дадутъ:

____________ а|_ ^
х  п ' а п 1 п
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Подставпвъ теперь въ уравнепіе (А) вместо х, а, Ь равная 
нмъ величины ,получпмъ однородное уравненіе:

—  — а ' ( ” ~) I х / л П Г Т Ж У
п п ' V  п \ п I

___^    а' V х Vа! п — Ъ’'
п п а 1 я

гдЬ веЬ члепы нулевого пзмЪретя.
Наконецъ, чтобы выразить искомую велнчипу посредствомъ 

данныхъ, уыножнмт, всЬ члепы на и; выйдетъ:

х' =  а ' - ^  +  У а'п —  V1

— результата, одинаковый съ формулою (Б).

УПРАЖНЕНИЕ Возстановпть однородность уравненій:

V а16. Х = %

47. х  — аЬ

18. ж = і  — ^  + Ъо ' Ь 1

19. х  =  а1 ± Ш 1а

2 0 . х  =  ̂ (Г

2 1  х =  а* +  г>а 
а1— 2 а + 8

22. Окружность —  
— 2 ~ = |6 ,2 8  ...

23. х=У~2

24. х = У а

25. х — Уа*->г\

26. х — Уа — 5

27. х  — У  а- — 6-(-3

28. х — У а — Ь3

•29. « = У т  

30. *  =  у / і

32. х = \ / Ц ±

33.

«• « = й

36 х  =
+

37. х = \ /

38. х  =  у / я  У с

39. х  —

40. х  =

1  +  У/а
2 - о И <

1/а> — <
4 _

41, х  =  УаЬс

42. х = у а *  —  У^  

~  а* — У2а=Г
43. х  —

44. х  =

а — сУ а

У а 4- V а +1 
а — 1
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Построеніе формуле * ) .

§ 20. Построить формулу значить определить неизвестную 
величину помоіцію цпркуля и линейки на оспованіп той зави- 
си.чости ея отъ данвыхъ велпчпнъ, которая выражена формулою.

Отсюда видно, что нельзя построить неоднородную формулу, 
потому что въ ней недостаетъ одной изъ велпчпнъ, отъ кото- 
рнхъ зависать х. СлЬдовательно, всякому построенію должно 
предшествовать возстановленіе однородности, если она была 
утрачена.

А. Построеніе рацюнальныгь формулъ.

§ 21. Сперва предложпмъ, что прп решенін некоторой за­
дачи искомая выразилась целою формулою вида: 

х = а  — Ь с — <1
п что буква х  озпачаетъ разстояніе, на которое надо удалиться 
отъ данной точки 0  по направленію М>' до искомой точки.

Чтобы построить х, отложимъ отъ точкп 0 последовательно 
п въ одномъ направлепіп сперва
длины 0А =  а, АС — с, "выра- а  Ь
женныя положительными чле- с д
нами формулы; дойдя такимъ в
образомъ до точки С, отложпмъ ^  ^  1 ^  ‘ р
отъ нея въ обратную сторону
длины СВ =  Ъ, ВБ —  й, выраженпыя отрицательнымп членами 
формулы. Разстояніе ОБ отъ пачальной точкп 0 до конца по­
следней отложенной длины будетъ равно х.

Нанравленіе Мі\ п начальная точка 0  определяются всякШ 
разъ смысломъ того геометрпческаго вопроса, къ которому от­
носится решеніе.

Также строятся выраженія:
х  =  2а, х  =  За...,

*) Построеніе фор.чулъ имеете много обтаго съ такъ называе- 
мымъ графическим* исчислением*, которое съ особенною выгодою 
применяется къ решенію разныхъ вопросовъ механики. (См. Ваз дгл- 
рЫзсІіе ВесЬпеп ипА (Не дгарІіі$сЬе~8іаІік Карла Отто, 4-е йзданіе 
1879).
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ірезь последовательное откладываніе длины а въ одномъ на* 
правленін.

ІД ром і того геоыетрія даетъ средства делить прямую на 2 , 
3, 4 ,... равпыя часіп; следовательно, легко построить 

а а 2

Х= Т ’ Х =  Т ' Х~ Т  а.....
22. Если искомая выражается одночленною дробью, то она 

должна иметь одипъ пзъ сл4дующвхъ трехъ видовъ: 
аЬ а* аЪсА
с 0 (дН

а) Основной видъ есть
\ Х - ^ .

Это равенство доставлветъ пропорцію: 
с : а =  Ь : х,

пзъ которой видно, что х  построится, какъ четвертая пропорді- 
ональнал къ тремъ лишямъ данной длины: с, а и Ь. Построеніе 
это исполняется изв1 стныыъ пзъ элементарной геометрій спосо- 
бомъ, основаннымъ на теореме: парам  лъныя прямы я разспкаютъ 
стороны уи а  на пропорціональныя части.

б) Построеніе искомой, когда она представляется въ виде

можно свести на предыдуіцін случай, составивъ пропорцію:
Ь : а ~ а  : х.

Но эта же самая пропорція показываетъ еще, что величина 
ножетъ быть построена п какъ третья пропорциональная къ 

двумъ лишямъ данной длпны: Ь ц а , на основаніп свойства 
перпендикуляра, опущенного изъ вершины прямаго угла на гиио- 
тенузу, чтб также известно пзъ элементарной геометріп.

в) Наконецъ, еслп значеніе х  есть дробь 
аЬсА

Х УдЬ'
которой знаменатель состоитъ изъ несколькихъ линейныхъ мно­
жителей, то .построен іе будетъ состоять въ последовательномъ 
отысканій песколькпхъ четвертыхъ нропорціоналышхь. Действи­
тельно, данную дробь можно представить въ виде пройзведейія 
несколькихъ дробей:

__а Ь  с «І
~  /  д ........................ . . (1)
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нзъ которыхъ первая, пД  есть линейная дробь съ лннейнымъ 
же знаменателем!», а остальпыя — нулевого нзмЪрешя. Означнвъ 
линейную дробь буквою г:

аЬ _
т ~ г

и обратпвъ полученное равенство въ пропорцію:

/ :  а =  Ь : г,

можемъ построить г, какъ четвертую проіюрціональную къ лп- 
шямъ данной длппы: / ,  я н Ъ. Подставпвъ г вм-Ьсто -у  въ
вепство ( 1 ), получнмъ:

или х ~ —  . -г

ра-

Г2)

Точно также строимъ лппейнаго множителя —, для чего по- 
лагаеыъ

гс___
а ~

и составляемъ пропорцію д : г =  с : х. Найдя х и поставпвъ въ 
равепство (2 ), получнмъ:

Я(1
Х =  Т '

а отсюда пропорцію Л ;.г =  й :аг, на основанін которой оконча­
тельно определится х. Этп построенія удобно исполнять на сто- 
ронахъ угловъ, образуемыхъ прямыми, выходящими нзъ одной 
точки, откладывая всЬ лпніп отъ вершппы. Чтобы легче было 
слЪдить за построетемъ, мы будемъ означать конецъ каждой 
отложенной лнніп тою же самою буквою, которая означаетъ и 
ея длину. Такпмъ образомъ для построенія дроби х  =  а- ^  бе­
рет> трп произвольные угла. Лпнію г, какъ членъ йропорцін 
/ :  а —  Ь : г, строимъ на 
сторонахъ угла АОК; на 
сторонЬ ОА откладываемъ 
части ОР =  /  п ОА =  о, а 
на сторонЬ ОН — часть 
015 — Ь\ проведя прямую РГ, 
н параллельную ей АН, по- 
лучпмъ ОК і= г.

На сторонахъ прпмыкагощаго угла К05 строим

7 > ч

ФРОЛОВЪ. I.
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какъ членъ пропорціп д : г = с : х .  Откладываемъ 0С =  ̂ , О С с ,  
проводимъ прямую СС п параллельную ей и получаемъ ОК V.

Для построепія х, по пропорціп Ъ : я =  А \ х, беремъ третій 
уголъ $0Х. Откладываемъ 0Н =Л  п 00 — Л, проводимъ М) и парал- 
лельную ей $Х п получаемъ окончательно 0Х =  х.

Замгьчаніе. Построеніе дробей вида можетъ быть упро 
щено, и т'Ьмъ значительнее, ч^мъ выше показатель п. ПрпмЬръ:

где Далее

1 _  *» 
Т*"— 6 ”

гдЬ 5 =  у .  Такпмъ образомъ х  определится всего 4-мя построе- 
піямп вместо 1 1 -тп.

Еще прпм’Ьръ:
_а " __/ а' \* _ _ / А» \* .

У Б75 \Т Г / аЪ* аЬ* \  Ь ) ' а Ь ~  аЬ ’

опять 4 построенія вместо 10-тп.
§ 23. Правила, пзложеиныя въ §§ 21 п 22, легко приме­

нить къ построенію дробей съ многочленнымъ .шнейнымъ зна- 
мепателемъ, какъ, напр., дроби

аЬX —  —;------ .
а - \ - Ъ  — с

Действительно, постропвъ многочленный знаменатель (§ 2 1  . 
. аЬ

ми приведешь данную дробь къ виду
т е  же правила легко применяются и къ дробямъ съ много­

членнымъ чпслителемъ п одночленнымъ знаменателемъ; напр., если 
а* — 2  аЪ' +  с*

Х —  а Ь  1
то, подппеавъ знамепателя подъ каждыыъ членомъ числителя и 
сделавъ сокращешя, получимъ алгебраическую сумму одночленовъ:

а=
* = т - 2Ь+^г-

Дроби ^  и ^  замепимъ целыми линейными числами, напр. 
по иравпламъ § 2 2 , а полученный многочленъ

х = к — 26 1

к ц I,

ностропмъ по правилу § 2 1 .
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УПРАЖНЕН1Я. Исполнить слЬдуюіція построенія, взявъ 
для этого нрямыя произвольной длппы.

46. Многочлены обратить въ одночлены: « +  Ь; а — 6 ;

48. Построить четвертую пропорціональную къ трель 
даннымъ нрямымъ, осповываясь на свойств!; пересЬкающнхся 
хордъ окружности.

19. Построить дроби при а > 6  п при « <  Ь:

. .  ЪС' а2 2ас , Ьс. (а -(- 6 )* (а —б)’ . Заб
^ ‘ П а ' Ь 6  ' 2 а ’ 2а 5 ’ а + 6

аб 4- ас — Ьс а2 + Ь2 а2 — Ь2 4- с2 а* — 2 аб 4- 6 '.1 /  ----------------• ---------! ----------г---- ! ----------- :----- :
С ’ а ’ а — 6 ’ а 4- б

ас4- Ьс 4- а<1 4- 6<1. а2 4- аб 4* 6’ а2 — аб 4- б2
а 4- </ • а — б 1 а 4- б

а*6. 2«*6* а2 б2 . а* . (а 4 - б)1 2а2 (а 4- б — сі2
сА 9 сЭК ’ 2 с'іі2' Зб 'с ’ (а — б)2 3 (а — б 4- с)2
2а' а3 1 Л* я" (а — б)* , 0,6 а 2б ,
I 2 Зб2 26 б* 2(я4-б)* 1 (а—б)2 1

аЬЫ — аЬе/« 4- 6ЫА — ЬсЛ*. За1б2 -— 2а26* 4" я* — б .
асЧ» ’ 2 а1 6 ’

п2Ь—аЬ2 — а2е+2аЬс — Ь2е — ас2+Ьс2_ а*4- ятб4 -аб 14 - 6 >

I» л I* , • с/с/ и и с/с «и у *56. Количества нулевого пзмЬрешн: .
а . с аЬ4-ас а'—Ь' , ,  т  ...
б ' 5 ' ~Цс— ’ “ аб-  заменить дробями в и д а - . Укизатс:

надо разделить оба члена преобразуемой дроби па пропз-
веденіе столькпхъ лпнейныхъ множнтелей, выбранныхъ
произвольно, сколько въ каждомъ членЬ пзмЬрепін безъ

45. Построить одночлены: 2«; у  а; у ; 2 ^  а; 0,25я, 
2  кг, і  7гг.

50. Построить:

« (а -  6). пЬ _ а (я—б), (а4-6)2. и1—б* 
б ’ а —Ь ’ а-|-6 * а-}-6 ’ а

аб 3 (а — б 4 - 2 с) (я 4 - б)ПТПППТІ.* ■■ ■ -----  * ----------------------------
’■ а +  б —с ’ 2 а — 36 + с

ас (а -  6 )*
а5 — а 2 6  4 - «6 * — б '. а ‘ — а д 6  4 - а*6 * — пЬ2 4 - Ь*

(о 4 - б) 2 (я 4 - 6 )]
об я2 ябс 2 а2 6 2

3'
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одного; тогда чпслптель и знаменатель обратятся въ лп- 
нейпыя числа, которыя и надо построить. Алгебраическая 
сумма п'Ьсколькпхъ дробей должпа быть предварительно 
приведена къ общему знаменателю.

ЗамЬтпмъ кстати, что рядъ отвлеченпыхъ дробей легко 
иривесть къ общему линейному знаменателю к, произвольно
взятому. Для этого надо каждую дапную дробь, папр., 
аЬс „ хдўг, приравнять дробп вида у ,  и изъ получепнаго урав- 
непія определить, а потомъ н построить неизв-Ьстнаго числи­
теля х.

57. Предполагая, что х  есть линейное число, построить:
___ г . ____п_ . ____ в ______ 1 . ___ а 1 4 -о — 1 ____а* 4-1.х  — 2 . ос —  2  ь | ос - * » ос — я ©» ос . х —  — . ,’ 0 9 а 9 а3 9

_  1 а 1 . . я* — I
ОС —  —- —  у  -4- ()1 X  — ------ г  ;— г .я 2 б 1 ' а — 6 + 1

§ 24. Перейдемъ къ случаю, когда х  выражается дробью, 
знаменатель которой есть мпогочленъ двухъ или болііе пзмііреній. 
паприм'Ьръ:

__ а 3 б* 4- 4а* с* — 2бе*
Яа'Ъс — аЬ'с 4 - Зобе2'

а) Если такой знаменатель удобпо разложить на линейные 
множители, то ностроеніе тотчасъ же приведется къ одному пзъ 
предыдущихъ случаевъ. Въ нашемъ примЪрЪ всЬ члены знаме­
нателя пм1 ,ютъ общими множителями числа: я, Ь, с. Отделит, 
ихъ за скобку, получпмъ:

знаменатель — акс ( 2 а — I  4 - Зс),

гдЪ всЬ множители линейные. Постропвъ многочленный линей­
ный множитель 2 а — Ъ 4 - Зс (§ 2 1 ), пайдемъ пЬкоторую .іпнію, 
длину которой озпачимъ буквою /.•; тогда зпаменатель обратится 
въ одночленъ:

__ о3 б* 4 -  4 а 2с> — 2 бс*
аЬск

Иос-гЬ этого получпмъ по § 23):
__я1 б . 4 яг2 2с*

Х гк ' б к ак

и окопчпмъ ностроепіе по пзв’Ьстнымъ уже правиламъ §§ 2 2 , 
и 2 1 )
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УПРАЖНЕНИЯ. 58. Построить дроби: а с +  а(<:
а* +  а * Ь +  а Ь '  +  Ь 1 . а4 — 6 * ________ а* 4- 6‘________

а1 — Ь ' ’ а*6 — ЯаЫ +  Ь”  о’ бе — айса +  о’6, с — а Ь шс*  '

59 Заменить дробями ипла —  отношевія: — ^гЦ-: 
п  а с  +  о с

а с  — Ь 1 _ л* а 'Ь  +  а Ь }  +  Ь 1

Ь с  Ь а д '  а 1 — За 'б  +  Заб1 — І Р '

60. Построить дроби, принимая х за дішеііное число:
а* _ ___ а +  1 ^ __ а* ______2

Х— о» — 1’ Х — а * - 2а +  Г’ Х — а» —4; Х~ 6а - 3а’- 3;

б) Если многочленный знаменатель не раз.ипается на тьлые 
линейные мноэюители, то для обращетя ею въ одноч.юнъ надо 
оынести въ немъ за скобки произведете столькихъ линейнызгъ мно­
жителей, выбраныхъ произвольно, сколько въ немъ из.шренгй безъ 
одною. Пусть, папр.,

___ а* +  За' Ь — а1 с* 4 - 6 с*
Х 2 а*Ь- аЬс+с*

Такъ какъ знаменатель трехъ пзм'Ьреній, то вынесемъ за скобку 
произведете двухъ иронзвольныхъ множителей, наир аЬ; иолучпмъ:

, 2 а1Ь — аЬс + сг , (п . с*\знаменатель — аЬ  -------- ^ — *—  =  аЬ ^2я — с -)- ^ 1 ,
с*

гдЬ вс* три множителя линейные. Постронвъ дробь ^  =  к (§ 22), 
а затЬмъ и многочленъ 2а — с-{-к= р  (§ 21), мы замЪпимъ 
даиный знаменатель одночленомъ абр, и тогда выраженіе искомой 
величины ириметъ вндъ:

а* -+- За’Ь — а2сг Ьс1 

Х аЬр
Отсюда, исполнпвъ ді>лепіе, нолучимъ:

_а* Зл* ас2 с*
Ь р ' р  ~Ьр ар '

Остается построить этотъ многочленъ (§§ 2 2  и 2 1 ).
Применяя объясненное сейчасъ иравило, надо выбирать мно­

жителей, папболЬе встречающихся въ обонхъ членахъ данной 
дроби, потому что тогда пронзойдутъ значптельныя сокращена и 
число отд'Ьльныхъ йостроевій уменьшится.

Замгъч. 1. 'ГЬмъ же способомъ можно обращать и числителя 
въ одночленъ, если" это окажется удобиымъ.
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Залиъч. 2. Если многочленный множитель знаменателя при по- 
строеніп окажется равнымъ нулю, то х ~ с о  и построепіе невозможно.

Зампч. 3. Многочлены вида и- — Ьг-\-сг — удобно обращаются 
въ одночлены при помощи теоремы Пиеагора. (См. ниже § 27.

УПРАЖНЕНИЕ 61. Построить дроби:

ааба я* —б* _ ____ а* б*______# о ' +  За*Ь—а1бс—
я* ‘ б1 ’ аа'Х ^яб1—Ь "  а*—а’бз +  Заб*—б*’ З а ’ Ъ —  2Ь*— Ь с ' - г  '1 0 ( 1 '  

а* 4 6*4-с* _ (а+ б) (а’+Ь*)*
я> -6 » + 4 с*4-й1_9/-*; „ • - 2 а 1б*4б* '

62. Построить корни уравнсній: (я* — Лх) (б* — ях) =

(бх+ я*)ах ; а3  (х—а)—Р  (х-Н>); с± ~ ^  =  ь± ^ .

ах с—х _(а2 —с]) х
с 2  Зас

„„ _ . аб +  ас +  бс абс .
6 .І Отпошешя д 8   ̂ ^ г, 1 а . замвнить отношешямн

т
вида —.

61. Построить корпи уравйеній, въ которыхъ х  означаетъ 
линейное число: х — — І ;  а 3  ( 2  — ах) — а —  (х + 2 )

В. Построение нрращона.пныхъ формулъ.

§ 25. Помоіцію циркуля и лпненкп могутъ быть построены 
только такія нрраціональныя формулы, въ составъ которыхъ вхо­
дить корни 2-й, 4-й, 8 -й... степеней, вообще корни, которыхъ по 
казатсли суть степени 2 -хъ.

Основная нрраціональпая формула, отъ построенія которой 
заинснгь построеніе остальиыхъ, есть 

х  — УаЬ.
Она получается изъ йропорцій

а :х  —  х:Ь,
а потому выражаетъ среднюю пропорціональпую длину между 
я н б. Построепіе лпнін, имеющей такую длину, излагается въ 
начальной геометріп.

§ 2(3 Пзвістпо, что подкоренная величина нслкаго квадрат 
наго корня, выражающего лпнію, нмЬетъ два пзмЬренія (§ 16); 
сдЬдов., ее всегда можно разложить па два лпнейныхъ множи­
теля, а самый корепь привести къ виду х — У аЬ, какъ бы нч
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Сила сложна подкоренная величина. Для этого надо только взять 
въ ней одпнъ произвольный множитель за скобку. Пусть, нанр.»

х = \ / а Ь  + ~ За* Ь — Ь' 
аЬ — а' ’

Если вынесемъ множитель а за скобку, то получимъ выраженіе:

,  =  у / а ( Ъ  +  ” - ’М’Ь—6 *\ 
агЬ — а* / '

гдЬ подкоренная величина разложена на два лпнейиыхъ мпо 
жителя. Для взбЬжанія лпшннхъ построеній надо брать произ- 
вольнымъ множителемъ то линейное число, которое наиболее 
встречается въ членахъ подкоренной величины.

Лйнія, выраженная ыногочленныыъ множителемъ, построится 
по известнымъ правиламъ (§§ 21— 24); означивъ ея длину бук­
вою к, получимъ

х — \а к \
затЪмъ окопчимъ построеніе, найдя среднюю пропорціональную 
длину между а и к.

§ 27. При построешяхъ часто встречаются формулы: 

х  — У я 2 +  Ь* п х  =  У л* — Ь*.
Уа*-|-Ь* выражаетъ гипотенузу прямоугольнаго треугольника, 
котораго катеты равны я и Ь.
У  в*—Ь* выражаетъ катетъ треугольника, котораго гипотенуза 
равна а , а другой катетъ равенъ Ь.

Самое же ностроеніе прямоугольныхъ треугольнпковъ но этнмъ 
даннымъ известно нзъ геометрін.

Вторую формулу У я 2— 6 * можно представить еще въ видЬ 
у/  (а-\-Ь) ( я — Ъ); слЬд., длину х  =  у /а 2 — Ь2  можно построить 
также, какъ среднюю пропорціопальную между я -}- Ь п я — Ь. 

Построеніе формулы вида
х = У « 2 - б 2 +  с2 _ й 2 + / * .......

приводится къ построенш
н Ьсколькнхъ прямоуголь- а, н_________
ныхъ треугольниковъ. Поло- & ,---------.
жпвъ а 2  — Ь* =  г2, ностро- <■ -------- -
имъ прямоугольный Д  АВС * ‘ 
по даннымъ: гипотенузе
ВС о н катету АС — Ь\
длина другого катета АЛ1 и будетъ г. Следовательно
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х  — уУ’ +  с*— & -\-Г .

ДалЬе, положивъ г1 +  сі =  з2, опред'Ьлимъ 5 , какъ длину ги­
потенузы прямоугольнаго треугольника ВАО, построенпаго по 
даннымъ катетамъ г ц с. Тогда выидетъ:

И такъ дал іе . Ходъ построены впденъ на чертежіі.
Предлагаемъ учеппкамъ разрешить вопросъ, какъ поступить, 

если который ннбудь пзъ вычптаемыхъ членовъ окажется больше 
алгебраической суммы предыдущихъ членовъ.

§ 28. Для построенія форму.гь, состоящнхъ пзъ пройзведенія 
линейнаго числа на квадратный корень пзъ отвлечепнаго, напр.,

необходимо сперва подвестп линейное число иодъ зпакъ ради­
кала, а  потомъ уже приступать къ построенію. Такъ.

а | / 2 ~  ^2а? — • а  =  сред, пропорц. между 2 а и а.

УПРАЖНЕШЯ. Построить:

а — Ь_ а ' — Ь  V  а Ь . 
а+0' а — Ьу з - ’

(ас+Ь<1),Ьс-  я<і>. 
аЬ  4- сЛ  ’

,  . / а‘ +  Ь \ а_ ' аЬс
V с+ а ’ V  а, 4-Ь° Ь V Ь-у/аЬ'

га Г + Ь \  а 
а* •(- Ь* ’ Ь
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КК аЬчі_ \  а'—Ь' а3— с V а3І>—Ь*ст (]/а — ЎО) Vа? +  /»з
" ’ а + Ь  ’ «Ь +  ас ; 5

п \/_а' + а, 6г4- 6 ‘ у/дз+ ЕР-м:» 
аэ-|-о2 б-(-аіз-|-&* аЧ- ^ 4  V/с

69. 4 с - , \/<ў$Ьа1— Ь-\ ў ‘2а- +  с1 —  іа -\

7(1. ПамЬннть дробями вида слФдуюіціл отоошейія.

V о2-*■ Ь* _ а — Ь а + У а б . .  /аЬс_ <» . /  а 
а +  Ь * V/ аз +-б>’ а — 1/аВ ’ ^  /Ў»’ Ь \  Т '

■> \ Л + г - \ Л - * ; у Ы : \
а5

аз-бз*

§ 2 *̂. Если лннія выражается корнемъ, котораго показатель 
есть степень 2 -хъ, то чпсло лпиеГшыхъ множителей иодкорен- 
иоП величины есть такая же степень 2 -хъ (§ 16). Отсюда нро- 
истекаетъ возможность заменить построеніе такого кория, ио- 
добно нзвлеченію, послфдовательнымъ иостроешемъ нФсколькпхъ 
квадратиыхъ корней. Пусть, напр.,

■ ___________  4 _______________

X  =  \/аіксі/'діік —  \/V ЫіЫГуІік .

Подкоренная величина состонтъ озъ 8  множителей; поэтому 
соединивъ нхъ по два, можемъ разбпть УаЬс<Уу1ік на произведете 
четырехъ корней впда утп.  Получнмъ:

х =  \ / у  пЪ ■ у /ы  • \/То ■ У'М;-

Иостроивъ УаЬ — р, У Ы ^ і у ,  У / у ~ г ,  Уі ік— з  ̂ иайдемъ-
4 ______

х  =  Урчгх,
і’дЬ показатель корня и число лииейныхъ множителей подкорен- 
иой величины вдвое мепыпе, чЬмъ въ данной фпрмулФ.

Повторнвъ то же преобразованіе и то же построеніе надъ 
Уругз, снова уменьшимъ вдвое какъ показателя корня, такт, и 
число лнпейныхъ множителей подкоренной величины. Выйдетъ:

х — Уругз = V V рдгз =  У У1 уч • V гз =  У I«, 

гдЬ / н и  озиачаютъ длину литй,_выраженныхъ корнями: Уру 
и Угз. Остается построить х У 1и.

Если требуется построить корень, котораго подкоренная вели­
чина есть многочленъ, то, для ирнмФипмости изложепнаго сей-
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часъ способа построепія, падо предварительно преобразовать 
подкоренную величину посредствомъ выпоса пронзвольныхъ мно­
жителей за скобкп (см. § 24, б.), т. е. обратить ее въ одночленъ.

УПРАЖНЕНІЯ. 71. Построить: I 2 аЪЫ, Ь■

У ^ .  Щ
а \ / і  + \/2; « \ / Ц - 4 '

Построеніе корней квадратнаго уравненія

§ 30. Если ріііпеніе геоыетрическаго вопроса приведегь къ 
квадратному уравненію, и ни одна изъ лпнііі, отъ которыхъ за­
висите искомая, не принята за единицу, то уравненіе будете, во 
нервыхъ, однородно /§ 18); по вторыхъ, по раздЬленій всЪхъ 
его членовъ на коэффйціенте при квадрате неизвестной, оно при­
мете сл'Ьдуюіцій впдъ:

х 1 +  рх  -ф- д* =  О,
гдЬ всЬ члены двухъ йзмЬрейій п след. выражаютъ площади. 
Площадь, выраженная нзвЬстнымъ членомъ, всегда можете быть 
заменена равномерною еГі площадью квадрата, и потому мы 
означили ее чрезъ ді. Относительно знаковъ могуте представиться 
четыре случая:

1) х*+ рх-\-д*  =  0; 3) х* + р х  —  </* =  0;
2) х* —р х  +  д* =  0; 4) х -— р х  — д- =  0.

1-й случай.Корни уравпенія 1 -го х- +  рх +  =  0  выражаются
линейными формулами: _________

Правила ностроенія рацюнальпыхъ и ирращональныхъ фор- 
мулъ даютъ намъ все средства для построенія зтпхъ корней.

Если 9а > ( | ) 3 пли, что то же з > - | ,  то корпи будуте мни­

мыми и построить ихъ нельзя.

Е сіп  или Я=г: ,  то радикалъ обращается въ нуль
У ’ _ р

и корни уравнепія становятся равиымн: х , — х 4 — ^ . -ніакг
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ихъ отрицательный, а безусловная величина построится, когда 
разд-Ьлимъ пополамъ ту лпнію, которая выражена чпсломъ р.

Еслп 7 * <  ( -^-) , или у <  то корпи уравпепія возможны п

веравны. Такъ какъ у /Л Е .)*  — ± , то <  Е ;

следов., въ разбираемомъ случай оба корпя, х , и х4, будутъ пмйть 
зиакъ раціональнаго члена, т. е. будутъ отрицательными, именно:

П>стропмъ лйній, выраженный этими корнями. Радикаль­

ный члснъ \ / ( у )  — Т  есть длина катета прлмоугольнаго тре­
угольника, котораго гппотепуза равна ^  а другой катетъ ра- 
венъ у. Чтобы получить такой треуголь­
нику  постронмъ прямой уголъ ВАС, на 
одной изъ его сторопъ отложнмъ отъ 
вершины часть АВ =  ^ и, ирпиявъ точку 
В за центру онишемъ дугу радіусомь,

равнымъ ~ . Эта дуга иересЬчетъ другую сторону угла ВАС въ 
пЬкоторой точкЬ С, потому что ^  ио условію больше у. Проведя 
затймъ прямую ВС, получнмъ желаемый прямоугольный трсуголь- 
мпкъ АВС: гипотепуза его В С = катетъ АВ =  ^ и катетъ

А С ~  у/ВС* — АВ* =  у  — уі =  г. И такъ:

гг, =  — (ВС — АС), 
х , — — (ВС-)- АС).

Разность ВС —  АС и сумма ВС-рАС получатся обй вдругъ, 
если ирнмемъ точку С за центръ, СА =  г — за рад!усъ и опп- 
юемъ окружпость Выйдетъ:

ВС — АС =  ВІ), с.тЬд. х , — — ВВ. 

ВС-|-АС =  ВЕ, сл ід . т* — — ВЕ. 

2-й случай. Уравненіе 2 -е
х- — р х  -(- ў* =  О
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получается изъ 1 -го, чрезъ перемкну х  на — х\ елЪдовательво, 
корни его отличаются только знаками отъ корней уравненія 
1 -го, т.-е- они оба положительные и иы'Ьютъ гЬ же безуслов­

ный в е л н ч п п ы — д2, который были ностроспы въ 
предыдущемъ случай.

3-й случай. Корин уравненія 3-го, х --\-р х — </* =  0, суть

Онп всегда возможны, потому что оба члена подъ знакомь 
радикала положительные. Знаки ихъ различны, потому что за­
висать отъ знака радикальнаго члена, котораго безусловная ве­
личина больш е^»  значеніе х, будетъ положительное, а х ,—отри­
цательное:

Построимъ ихъ, Радикалъ ^   ̂ -}- </- выражаетъ теперь
длину гипотенузы прямоугольнаго треугольника, котораго катеты 

равны | -  и 9 . Такой треугольпнкъ нолу- 
чится, когда построимъ прямой уголь 
ВАС, на сторонахъ его отложимъ отъ 

_  РО
Я А

вершины части АВ — </, АС =  -~ н соедн- 

пимь концы ихъ прямою ВС. Вийдетъ:

ВС г г  (АС* +  А В* -  \ / ( | ) + 9‘ . Поэтому 

х , г г  ВС — АС; х 4=  — (ВС-4-АС).

Наконецъ, оппсавъ окружность радіусомь СА =  ̂  изъ цен­
тра С, получпмъ:

ВВ =  ВС — СО =  ВС— СА и слЬд. х , =  ВВ.
ВЕ =  ВС +  СЕ=ВС+СА н сл1>д- х ,=  — ВВ.
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4-й случай. Корин уравнонія 4-го, х* — рт —  у* =  0, отли­
чаются только зпакамп отъ построенныхъ сеПчасъ корпей урав- 
непія 3-го, потому что перемФнивъ х  на — г  въ уравнепіп 3-мъ, 
получимъ уравненіе 4-е.

Построеніе корней квадратнаго уравненія безъ вывода формулы.

§ 31. Корни квадратнаго уравненія въ каждом ь изъ четырехъ 
разсмотр'Ьнныхъ случаевъ можно стропть, пе решая уравненія.

Огранпчпмся построен1емъ корней 2-го и 4-го уравненій, по­
тому что корни 1-го н 3-го, какъ мы видели, отличаются отъ 
ппхъ только знаками.

а) Въ уравпеній
х * - р х - \ - у г — 0 .................................... (А)

перепесемъ первые два члена во вторую часть; выйдетъ:
у - = р х — х* нлп у* =  х ( р — х) ........................(В)

Такъ какъ произведете колпчествъ х  и (р — х) даетъ у2; т. е. 
пезависпмый членъ уравнепія (А), и нрптомъ сумма этпхъ же 
количествъ, х  - ( - (р —  х), равна + р ,  т. е. коэффйціепту при пер­
вой степени неизвестной, взятому съ обратпымъ зпакомъ, то за- 
ключаемъ, что постропвъ множителей второй части уравненія (В), 
мы тЬмъ самымъ построим!, корни уравпенія (А).

Обративъ уравпеніе (В) въ пропорцію, получимъ:

х  : Ч —  Ч : О — х ) . .......................... (С).
ЗамФчая, что сумма пеизвЬстпыхъ членовъ этой пропорціп, 

х  и р  —  х,  есть даппая величина р , и что другая данная у есть 
средняя пропорціональнал между ними, мы можемъ принять р  за 
длину діаметра, х  н р  — х  за длину его отрФзковъ п у за длину 
перпендикуляра, онущеннаго на діаметрь изъ некоторой точки 
окружности. II такъ, на лнніп А В = р  стро- 
имъ полуокружность; пзъ точки А возстав- 
ляемъ иерпендпкуляръ къ діаметру п откла­
дываем!. на пемъ часть АС у, чрезъ точку 
С проводпмъ параллельную къ діаметру до 
встрФчи съ окружпостью въ точке I); нако- 
пецъ, изъ точки В опускаемъ перпенднкуляръ ОН па д1аметръ

ОтрФзкп А Н = х  п В 11= р— х удоплетворяютъ пропорціп (С), 
потому что

АН : 1)Н =  ОН : НВ пли х  : у =  у : (р — х).
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Вм'ЬстЬ съ тЬмъ онп удовлетвори ютъ и уравненію (В , кото­
рое получается изъ этой пропорцін, а, следовательно, они выра- 
жаютъ корни урапнепія (А).

Это построепіе даетъ средство заменить алгебраическое пзслЬ* 
довапіе корней геометрияескпмъ.

1 ) Если перпендикуляръ АС будетъ менЬе радіуса круга, то 
прямая СВ встретить окружпость; въ этомъ случай ми можсмъ 
получить на діаметре два отрезка АН м НВ, пзъ которыхъ пер­
вый мепьше, а второй больше радіуса величиною ОН, равною

Следовательно, если то уравнспіе (А) нмеетъ
Р Vдва неравные корпя, одппъ меньше-^-, другой больше на длину 

отрезка 0 Н =  у / ^ У  — </.
2) Если перпендпкуляръ АС равенъ радіусу. то прямая, про­

веденная чрезъ точку С параллельно діаметру АВ, коснется овруж- 
ностп въ точке К, и тогда оба отрезка діаметра будутъ равны 
радіусу круга. СлЬдовательпо, если ц — ^ , т о  уравпеніе (А) имЬеть 
равные корни и величина пхъ есть

3) Если перпендикуляръ АС больше радіуса ОК, то прямая, 
проведенная чрезъ точку С параллельно діамегру, не встретить 
окружности и на діаметрЬ АВ нельзя будетъ получить такихъ 
отрезковъ, между которыми АС есть средняя йронорціональная. 
СлЬдовательпо, если ч >  у ,  то корни уравненія (А) мнимые.

б) 11ерейдемъ къ уравненію
л:5 — р х —  5 * =  0 ................................... (К).

Перенеся первые два члена во вторую часть и взявъ х  за 
скобку, получимъ

—  Чг —  х ( р  —  х ) ...................................(ІЛ.

Опять замЬчаемъ, что, определнвъ построешемъ множителей 
х  и (р— х), мы темъ самымъ определимъ корпи уравненія К), 
потому что произведете этихъ миожителей равно ( —  (/-), т. е. 
независимому члену уравненія (К), а сумма ихъ х-\- ( р —х) равна 
коэффициенту р  при первой степени неизвестной, взятому съ об- 
ратнымъ знакомъ.

Чтобы уравненіе Ь) удобно было обратить въ пронорцію, 
переменпвъ знаки въ обепхъ частяхъ, получимъ:

0 * — х (х — р). ('О.
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а отсюда выходнтъ пропорція
х  : з  =  д : [х — р ) ................................... (Л).

къ которой 4-й членъ х — р  отличается только знакомъ огь вто­
рого корня уравненія (К), т. е. огь р —л. Теперь замЬчаемъ, что 
разность нензвЪстныхъ количествъ л  и х — р  есть данпая вели- 
чппа р,  и что другая данпая у есть 
средняя пропорціональная между 
ними. Зная, что касательная къ 
окружности есть средняя нронор 
ціональнан между секущею, прове­
денною нзъ одной съ нею точки и 
вн'Ьшнимъ отрЪзкомъ еЪкущей, мы можеыъ принять ? за длину 
касательной къ окружности, которой діаметрг равепъ р, х  — за 
длину секущей, проведенной чрезъ центръ, и х — р  за длину 
внішпяГо ея отрізка. П такъ на лннін ПЕ = р  стронмъ окружность, 
проводпмъ къ ней касательную въ точк-Ь 1 >, по касательной откла- 
дываемъ отъ точки касанія часть Ж  =  ц, а чрезъ точку С и центръ 
проводпмъ секущую СА. По свойстпу касательпой получпмъ про- 
порцію:

СА : СБ =  СП : СВ, или х:«/ =  >/ : (х — р) 
отсюда ді =  х  (х — р).

Поэтому сЪкущая СА, равная х, и ея отр-Ьзокъ СВ, равный х — р, 
выражаютъ корпи уравпенія (М). ОігЬ же выразятъ и корни уравне- 
пій (Ь> п (К), если возьмемъ отр'Ьзокъ СВ съ обратнымъ знакомъ-

Указанное здФсь построеніе всегда возможно и корни урав- 
ненія (К) всегда возможны.

Построеніе формулъ, содержащихъ трйгонометрйчеснія величины.

§ 32. Данными н искомыми величинами въ геометрпческнхъ 
вопросахъ могутъ быть не только лйнін, но и углы. Углы вхо- 
дятъ въ вычнсленія обыкновенно не прямо, но своими тригоно­
метрическими величинами: синусомъ. тангенсомъ и т. и. По­
этому уравненія, доставляюіція отвЬтъ на ту или другую задачу, 
могутъ заключать въ себЬ трпгонометрнческія величины или 
угловъ данпнхъ, или угловъ пскомыхъ.

1 . Еслп уравненіе, решающее предложенную задачу, содер- 
жптъ въ себЪ трнгонометрнческія величины лншь данныхъ угловъ, 
а искомая величина есть некоторая лннія, то рЬшая его отно­
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сительно этой искомой, мы должны получить однородное выражение 
нерпой степенн, составленное изъ даннычъ лпній п трпгопометри- 
чсскпхъ величпнъ данныхъ угловъ. Таково, напрпмЬръ, выражепіе

_ а*Зіп*і +  Л’сТ(5Э
Х с*8іп|-|-42

При опред’Ьлепін степенн однородности подобпыхъ формулъ 
трнгопометрпческія величины, какъ отвлечепныя числа (§ 13), не 
должны идти въ счетъ лннейпыхъ множителей отдФльныхъ чле- 
повъ. На этомъ основапін выраженіе

а28іпа-|-Л8іпгЗX — --------- - ------- —
С

неоднородно п въ геометрнческомъ смысл Ь ие представляетъ ничего.
2. Положпмъ теперь, что уравненіе, решающее задачу, содер 

ж ить пъсебі» трпгонометрпческія величины искомою ц\ла. Определяй 
изъ такого уравненін, если возможно, какую нибудь пзь трнгоно* 
метрическпхъ пеличпнъ искомаго угла, мы должны получить ее 
въ вйдф однородного выраженія нулевой степени, т.-е. отвлеченнаго 
числа. Отдельные члены этого пыраженія будутъ содержать въ себФ 
данный лппііі п трпгонометрпческія величины данпыхъ угловъ, и 
прпсутствіе послЬднихъ опять не повліяегь па степепь однородности 
отдФльныхъ члеповъ. Таковы, напрпмФръ, выраженія-

... а8іпо4-/»8іпЗЬіп х = -------------------с
при условін а 5 іп а -)-б8 іп($ <  нли =  с и

с2 +
ирп всякпхъ значешяхъ о, Ъ, с, </,

§ 33. Построепіе однородныхъ формулъ первой степени, со- 
держащпхъ въ себФ, кромФ данпыхъ лвній, также п трпгоно- 
метрпческія величины данныхъ угловъ. ыожетъ быть сведено на 
знакомое уже памъ построеніе позобныхъ же формулъ, но содер- 
жащнхъ въ себЬ о д н і лишь лппіп.

1-іІ способъ. Одночлены впда я$іпа, аСоза, яТ};а, и аСо(а, 
какъ пзвЬстно нзъ трпгонометріп, представляготъ катеты прямо- 
угольныхъ треугольппкопъ:

я$іпа есть катетъ треугольнпка, въ которомъ « есть уголъ, 
протпволежашій этому катету, и а— гнпотепуза.

яСоза есть катетъ треугольника, въ которомъ а есть уголъ, 
нрплежаіцін этому катету, п я — гипотенуза.
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'ііу.'і есть катетъ треугольника, въ которомъ а есть уголъ, 
протпволежаіцій этому катету, н я— другой катетъ.

яСоія есть катетъ треугольника, въ которомъ а есть уголъ, 
прилежаш,ій этому катету, и я— другой катетъ.

Такіе треугольники легко строятся.
Положимъ, что одпочленъ а 8 іпя, построенный по этому спо­

собу, выразился длиною 7<; тогда одночлены я 28 іп2я, о*8 іп3я ,. . .  
выразятся степенями Л2, Л3... То же самое относится н къ сте- 
пепямъ одночленовъ трехъ остальныхъ вндовъ.

Ноложнмъ, далее, что имеется одпочленъ я 3 3ін2 а. где по­
казатель лннейпаго множителя бо.тЬе показателя тригоиометри- 
ческаго множителя, тогда получаемъ:

я 5 5іп*я — я 3  (аЗіпа ) 2 =  а 3 /і2, где 7і := я 8 іп*.
Наконецъ, если показатель трнгонометричрскаго множителя 

болЬе показателя лппейнаго множителя, какъ въ одночлене 
я 2 8 іп‘а, то получпмъ:

я*8 іп4я =  (я§ша)5. 8 іп2а =  /і28 іп2а =  /7 *, 
где /* — я 8 іпа п о — Л8 іпа. Также точно преобразуются одно­
члены н съ другими тригонометрическими множителями

Одночлены впда -щ -  и выражаютъ, какъ известно нзъ 
трпгонометрін, гипотенузы треу голыш ковъ, въ которыхъ я есть 
катетъ и я — уголъ, протвволежаіцій ему или прнлежаідій къ 
нему. Такіе треугольники также легко строятся.

Одночлены и всліідствіе пзвестнаго уравненія
Т§я • Соія — 1 , соответственно равны одночленамъ яСоІя н яТ»я 
и потому строятся, какъ эти посл^дше.

Такимъ образомъ весьма цростымъ построешемъ прямоуголь- 
ныхъ треугольнпковъ можно исключать трпгонометрйчеекія ве­
личины нзъ всякаго пыражепія, въ которое оне входятъ, какъ 
множители или делители линейныхъ чиселъ и нхъ степеней. 

Возьмсмъ для примера пыраженіе
г _ ш28іп* 4 и’Тд’Д

/,Со,Т *
Применял къ нему объясненный сейчасъ способъ, вылазь: 

тп5ш я =  я , »п28 ііі2я =  о*,

п Т ^  — Ь, п*Т{13 (1 =  Л* • Т"|&=Ьс, где с — Л , Т г̂ .̂
/) . Г<><;■* — <1

ФРОЛОВЪ. I.
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н слідовательно
а* 4- 1>с

Х =  ~ Ч ~ -

Постропвъ лппіп а, 1>, с, (і на самомъ д в л і, легко построить 
и зависящую отъ нпхъ лішію х.

2-й способъ. Цзъ трнгонометріп известно, что всякая тригоно­
метрическая величина можетъ быть представлена отношеніемь 
двухъ лпній; пзъ ннхъ одна, принимаемая за радіусь дуги, из­
меряющей данный уголъ, всегда можетъ быть взята произвольно, 
а другая вполне определится величиною угла взятаго радіуса и 
родомъ разсматрнваемой тригонометрической величины. Найдя эту 
лпнію и взявъ ея отношеніе къ выбранному радіусу, мы выразпмъ 
тригонометрическую величину даниаго угла дробью нулевого из- 
м іренія вида * . Поступая такъ съ каждою тригонометрическою 
величиною, входящею въ данную формулу, мы получимъ оконча­
тельно однородное выраженіе первой степени, составленное взъ 
одн^хъ лпній, а построеніе такихъ выраженій намъ уже известно.

Для примера возьмемъ то же выражевіе

))іа8іпдд Ч-яг1'в3Э

нзъ котораго уже былп удалены тригоно- 
метрйческіе множители по первому спо­
собу. Описавъ дугу круга произвольнымъ 
радіусомь ОС п постропвъ при центре 
углы «, р н у, постропмъ также и пря­
мым АВ, СВ, ОР, которыхъ отношепія къ 
радіусу выражаютъ 5іпа, Т»р и Созу. 

ИзмЬрпвъ рад1усъ ОС и прямыя АВ, СВ, ОР произвольною еди­
ницею, получимъ числа г, а, Ь, с, выражаюіція нхъ длину. Тогда 
искомая х  выразится формулою:

.  - • ( т У + - ( т ) '

Р ' Т
По унйчтоженін дробности въ отдВльныхъ членахъ дЬлимаго и 

делителя, получимъ:
ш* а’ г +  я ’ Ь*X ~  -------- --------.рсг1

Такія формулы мы уже умеемъ строить.
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§ 34. Иерейдемъ теперь къ построенію вскомыхъ угловъ, 
опредФляемыхъ какою лабо тригонометрическою величиною. Выше 
было замечено, что всякая тригонометрическая величина, будучи 
отвлеченнымъ числомъ, можетъ выразиться не иначе, какъ фор­
мулой нулевого нзмЬренія; а такая формула всегда можетъ быть 
заменена одночленною дробью вида ^ , Всякая дробь этого ннда 
можетъ выражать тапгенсъ или котаигенсъ; но сииусъ и косинусъ 
она можетъ выразить только при а <  или =  Ь.

Известно, что одна и та же тригонометрическая величина 
соотвЬтствуетъ безчислешгому множеству дугъ. Мы ограничимся 
йостроеніемь угловъ, измФряемыхъ наименьшею изъ этпхъ дугъ.

1. Пусть 8 ііілг =  » гдФ « ч Ь положптельпыя лииейныя числа, 
означаюіція длину данныхъ прямыхъ
1*0 и К8. Требуется построить уголъ х.
Примемъ Р0 =  о за катет ъ, а 118 =  Ь о
за гипотенузу прямоугольнаго треуголь­
ника и постропыъ его по этимъ дан- л  ----------------- 'И
нымъ. Уголъ А, противолежаиий дан- р,___ ?__ а
ному катету, будетъ требуемый. д .______ а______г.

2. Пусть С о з х = |.  Постропмъ та­
кой же треугольннкъ. Уголъ С, прнлсжаіцій данному катету, бу­
детъ требуемый.

3. Пусть Т ^ х ^ ^ .  Постропмъ прямоугольный треугольник!, 
прпнлвъ 1*0 — “  н К8 =  б за катеты.
Уголъ ВАС, протйволежашій катету ВС, 
равному «, будетъ требуемый.

4. Если Со1х =  ̂ ,  то искомый'уголъ
Л.

Ь

будетъ равенъ углу АВС, который прп- 
лежптъ катету ВС.

Еслибы тригонометрическая величина пскомаго угла у выра­
зилась отрицательной дробью ( — -^), то сперва строимъ уголь х.

отв1>чаюш.ій положительной величпн'Ь ^ ; построивъ его, ицндемъ 
и уголъ у  по правиламъ, пзлагаемымь пъ трйгонометріп. На- 
прнмЬръ, имФя Т р у т — строимъ сперва уголъ х  по урап- 
непію Тц х  =  ~ ;  послі чего нолучимъ у =  2(1 — х, потому что

4*
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острый уголъ х  ц смежпый съ ипмъ тупой 2 </— х  пмФюгъ тан­
генсы, рапные по безусловной величине, но различные но зипку.

Чтобы показать на деле, какъ можно пользоваться изложен­
ными правилами, р4шпмъ задачу:

Построить треуюлъникъ, зная но площадь т- и двіь сто­
роны а и Ь.

Пусть К1. =  »( будетъ бокъ квадрата, равномірпаіо съ иско- 
мымъ треугольнпкомъ, н М!\ =  а, 
РО =  Ь —  данный стороны этого 
треугольника. Прпмемъ за искомую 
величину уголъ С, образуемый дан­
ными сторонами. Площадь треуголь­
ника выразптся извЬстною тригоно­
метрическою формулою * абЗіоС; но 
какъ но условію эта площадь равна 
ш-, то получаемъ уравненіе:

й&5іпС =  т* , откуда ЗіпС =  ~ .

Чтобы построить уголъ С по найденному значенію сппуса,
,  2»1* р ,т 2 тшпрнведеыъ сперпа дробь къ ви д у — . Положпвъ - ^ -  =  г, по-

лучныъ пропорцію:
Ь : 2т =: т : г,

на основапіп которой можемъ построить лннію на одной
пзъ сторонъ пронзвольпаго угла ХОУ на нашемъ черчежЬ: ОА =  />, 
0(1 — ш, 0В =  2 т ) ;  после чего будемъ пмФть

ЗіпС — — ,а

и если окажется, что г <  нлп = а ,  то можемъ построить и уголъ С. 
Для этого возставпыъ нзъ точки 1) перпендпкуляръ къ лнніп ОХ 
н пересФчемъ его въ точкЬ С дугою, описанною изъ центра 0 
рад1усомъ, равпымъ прямой ММ =  а. Уголъ ОСВ будетъ требуемый. 
Наконецъ, чтобы построить искомый треуголышкъ отложимъ на 
стороне СП угла ОСВ часть СЕ — Р0 =  Ь и нроведемъ прямую 0Е: 
треугольнпкъ ОСЕ будетъ требуемый; действительно, одна его 
сторона ОС — а, а другая С Е ^А , и площадь его равна ш-, по­
тому что составленный этими сторонами уголъ 0С1) построепъ на 
сснованін уравненія {а//эіпС — »і*.

К,---------- Л,
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Известно, что острый уголъ п его дополпепіе до двухъ пря- 
ыыхъ нм4ютъ одипъ н тотъ же спиусъ; поэтому синусъ тупого 
угла ЕСР ,смежнаго съ угломъ ОСЕ, также равен ь Сле­
довательно, отложпвъ на продолжепіп стороны ОС часть СР, 
рапную 0С =  я п, проведя прямую ЕР, получпмъ еще треуголь- 
ппкъ ЕСР, также удовлетворяюшій требованіямь задачи. И точно, 
треугольники ОСЕ и РСЕ, пмішіціе общую вершпиу Е и равная 
оспованія ОС п СР, расположенный на одной прямой, должны быть 
равномерны.

УПРАЖНЕНИЕ 72 Предпологая, что я, Р, у озпачаютъ 
данные углы, построить следуюіція лппейныя формулы:

яЬЗіп => 'і ч'к . и Соза;'I Тп:

V '
а^ЬЗіп'

С(1

’ йСоз': 
аСо*з — ЬЗіп^

ЬІПЗ ■ Со5(*

а’Соіч

|/а*Йіп*я -ф- Ь*Со5*р —

73. Построить углы по формуламъ:

1 . 8 іп х = :^ ;  2 . Со&х= — 3. Т рх= іісТ%* 4. СоІХ— 1-ЬСо5 в’

5. 8іпх = «4-&ЗІПЯ 
а — бСова’ 6. Со$х= а* —ЬР аІ>5іа і 

(IV аЬСовя

Задачи для прйложенія. пріемовь построенія формулъ и для изсяЪ 
дованія вопросовъ.

§ 35. Даны прямая Л/Л’ и пни. ея двіь точки Р  и найти 
такую точку О на .ш н і і і  М N, чтобы прямым ОР и 0(г образо­
вали съ этой лйніей равные уиы.

Въ условіяхь задачи не указано, лежать ли точки Р и 0 на 
одной плп на обеихъ сторопахъ лнніп ММ, въ равпыхъ плн не- 
равныхъ отъ нея разстояніяхь. Когда нетъ подробныхъ указаній 
относительно положенія точекъ п лнній, упомпнаемыхъ въ задаче, 
то решаютъ нримепптельно къ одному изъ возможныхъ поло­
ж ен^, а затЬмъ пзеледуютъ полученный результатъ при разлнчпыхъ 
частпыхъ значеніяхь величнпъ, опредЬляющихъ то или другое 
положепіе. Такія величины въ нашемъ примере суть перпендп-
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куляры РА п ОВ, опущенные изъ дапныхъ точекъ на лонію Мі\ 
н разстояніе АВ между ихъ оспованіямн.

Предположныъ, что точки Г п 6 лежать на одной стороне
лп 11 іи NN и что С ближе 
къ ней, чЬмъ Р. Пусть 
АВ =  а ,  АЕ =  Л и ВО — С. 
Эти три длины слЬдуетъ 
считать известными. Иско­
мую точку 0 опреде.ышъ 
по ея разстоянію А 0 = х  
отъ основанія иерпенднку- 
ляра АР. ВслЬдствіе тре- 

буемаго равенства угловъ АОР и ВОВ, треугольники ОР и В00 
должны быть подобны, н потому должна существовать пропорція:

АО
ОВ

АР
в о *КТ. =  ЙТГ. ИЛИ .  ( 1).

Р іш нвь ее, какъ уравненіе, получнмъ:

аЪ
Ь +  с (Р).

Теперь точка 0 найдется на самомъ деле, когаа постронмъ 
АОх=х, какъ четвертую пропорціональную къ лпшямъ Ь-\- с, о 
и Ь (§§ 22 и 23).

При построены искомой лйній по найденной для нея формулгъ 
принято за правило пользоваться лйніямй данной фигуры и вести 
постросше такъ, чтобы искомая заняла, если возможно, то самое 
положеніе, какое она должна имгьтъ по смыслу вопроса. Подроб­
ности при выполнены! этого правила зависятъ отъ соображеній 
решающаго. (См. задачи § 7-го.) Въ настоящемъ примЬр-Ь доста­
точно протянуть перпендпкуляръ ВО за лппію NN на равную 
ему длину ВО' =  с н соединить точки Р и 0 ' прямою ліініей, ко­
торая и отделить отъ отрезка АВ часть АО, выражаемую дробью

г— , Действительно, это построеніе доставляетъ подобные тре­

угольники АОР н ВОР.' и пропорцію

-  АО _  АС _
ОВ “  ВС' г
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отсюда производится составная пропорція
АО 4" ОВ__АР ■+• ВО' а Ъ 4- с

АН АР ИЛИ АО ~ Ь ~ ~ '

а изъ нея паходимъ
1П __ а*АО г г  — —  х.ь -у- с

Равенство угловъ АОВ и ВО!) поверяется тЬмъ, что каждый 
изъ нихъ порознь равенъ углу ВОО'.

Очевидно, что требованіямь задачи удовлетворяетъ еще п 
точка 0 ', лежащая на пересЬченін пряныхъ ММ и Р6. Разстояніе 
А О '^ д / этой второй точки отъ перпендикуляра АР выводится, 
па основаній подобія треугольниковъ АРО' и ВГ,0', изъ пропорцін

А О'__АР х ' _  Ь

ВО' ВО ИЛП х 1 —  а  с .................................
которая даетъ

Заы'Ьтныъ, что уравненія (1) и (2) по возвышеній въ квадратъ 
становятся тождественными, ибо тогда каждое изъ нпхъ прпни- 
маетъ видъ:

х2 __ Ь2 ,а^
х* — 2а х а г с 2 ........................................^

Отсюда заключаемъ, что иайдениыя количества (Р) и (0) 
суть корни одного п того же квадратнаго уравненія (3-го). Пред- 
лагаеиъ отыскать эти корпи для поверки ед'Ьланнаго сейчасъ 
заключенія *).

*) Зампчаніе. Когда задача видимо пмЪетъ два решетя, а между 
темъ составленное уравненіе, положимъ 8 =  0, будетъ первой степени, 
и следовательно даетъ только одно изъ нихъ, то для получснія обоихъ 
ріаненііі мы не пмеемъ права тотчасъ же повысить степень уравненія 
8 =  0, ибо, пока не найдемъ другого уравненія первой степени, даю- 
щаго второе решеніе, нельзя и убедиться, будутъ ли тождественны ре­
зультаты возвышенія въ квадратъ каждаго изъ этпхъ уравненій первой 
степени. Безъ такой тождественности повышенный уравненія ыогутъ 
дать нзлншніе корни, вовсе не относяшіеся къ задаче. Пояснимъ это 
слЪдующимъ нримеромъ: даны окружность радіуса г и ешь ея пря­
ная Р(^ съ назначенною на ней точкою А; построить вторую 
окружность, касательную къ данной и къ прямой Р (3 въ точкгь 
А. Касаніе двухъ окружностей можетъ быть внешнее и внутреннее.
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ІІзс.чьдовпніе. Условимся считать" разстояніе точки отъ пря­
мой .МЛ положительным?., когда, подобно Р и 1>, она находится 
надъ этой лнніеЙ, н отрпцательнымъ, когда она лежитъ ниже 
ея, какъ 6 ' *).

а) Пусть Ь >  0 и с >  0; значить, дапныл точки лежать выше 
ММ, какъ на приложенномъ чертежЬ.

Если при этихъ условіяхь будетъ Ь >  с, то оба значепія х,

х , аЬ оЬ
I , П Х.> - У Ь 4- с * и — с ИЛИ X, а ь

Ь +  с и х 3 а Ь
Ь — с'

будугъ положительными, и опред-Ьляемыя ими точки 0 и О' 
расположатся вправо отъ нача.ш разстоянхй х , т. е. отъ точки 
А, какъ предполагалось при составлепін уравнений (1) и (2). Такъ 

6  ь
какъ <  1, >  1, то х, <  я, х2 >  я; значптъ, опять
согласно съ нашпмъ предположеніемь, разстояніе х , действительно 
определяете. точку 0 на самомъ отрЬзкІі АП, а разстояйіе х 3— 
точку 0 ' иа продолженіп этого отрезка. Кроме того, изъ условія 

с <  А заключаемъ последовательно, что А ~\~с <  2 А, т. е.

и потому задача видимо имеете. два решенія. Составивъ уравненіе, 
применительно къ внешнему касавію, получнмъ:

г2 4- 2 гх =  а2 -|- Ь2 — 2ах и х  =  а • • • (А)

где х  — радіусь искомой окружности, я — длина перпендикуляра, опу- 
щеннаго изъ центра данной окружности на прямую Р(і, н Ь —  разтоя- 
ніе точки А отъ основанія этого перпендикуляра. Применительно къ 
внутреннему касанію окружностей получнмъ:

г2 — 2г®= а 2 Ь* —  2ях, п х  — а . . . (Б)

Ясно, что другпхъ рВшенін, кроме (А) и (Б), задача не допускаетъ. 
Теперь можемъ безошибочно повысить степень одного изъ найденныхъ 
уравнений такъ, чтобы вновь составленное квадратное уравненіе давало 
оба решенія (А) и (Б), что и предлагаемъ исполнить.

*) Предполагаемъ, что учащимся известно (изъ курса трнгономет- 
ріи) правило знаковъ при откладыванін разстоянііі по некоторой лннін 
(прямой или кривой) отъ данной на ней точки, какъ въ нашемъ при­
мере — по перпендикуляру къ прямой .МУ отъ его оонованія, или ио 
самой ліінііі МУ отъ точки А.
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, 1  6 абольше и наконецъ я. ; значить, нервая точка О
ближе къ В, чЬмъ къ А, что согласуется со свойствомъ сторонъ 
подобныхъ треугольшшовъ АОЬ’ п ВОС прп условій 6 >  с или 
А К >  В(».

Е сли длину с нериепдикуляра ВС начпемъ увеличивать, оста- 
вляя ее меньше 6, то х , =  «. начнетъ уменьшаться п точка
О будетъ двигаться влево, однако не перейдетъ за середину 
о тр о к а  АВ, ибо дробь тогда только обратится въ - І ,  когда 
с возрастетъ до 6. Въ то же время значеніе х , =  а  • вслід-
ствіе постенеинаго умепыпенія знаменателя 6 — с, начнетъ увели­
чиваться, и точка 0 ' будетъ безпредЬльно удаляться вправо.

При с — Ь вындетъ х , =  — , х2 =  оо, т. е точка 0 нрпдетъ на 
средину отрезка АВ, точка же 0 ' удалится въ безконечпость. 
і і ^Е сліі ВС =  с, продолжая возрастать, превысить АР =  Ь на не­
измеримо малую величину а, то х, сделается меньше на неко­
торую также неизмеримо малую величину {і *), а х2, неремепивъ 
знакъ, получить разрывъ и пзъ-|-сю  обратится в ъ — со**); сле­
довательно, точка 0 неизмеримо мало отойдетъ влево отъ сере­
дины АВ, точка же 0 ' изъ неизмеримо большого разстоянія вправо 
отъ А разомъ сделаете скачекъ на неизмеримо большое разсто- 
яніе влево отъ А.

При дальнейшемъ возрастанін длпвы с перпендикуляра ВС 
первое значеніе х  остается ноложительнымъ, а второе отрицатель- 
нымъ н, независимо отъ зпака, оба уменьшаются до нуля; сле­
довательно, точки 0 и 0 ' будутъ обЬ приближаться къ началу 
разстояшй х, т. е. къ точкЬ А, оставаясь первая правее этого 
начала, а вторая лЬвее. При с — со они слились бы съ А.

Возвратимся къ условію 6 >  с, при которомъ оба значенія х 
были положительными н точки 0 и 0 ' располагались обе вираво

„  ,, а а1> аа а  /26 , , \
*> Р =  М -  ЙмГ* =  2  2 6  +  5} =  2  : ( т  + * 1>  ГД!* Д1Ш,ТеЛЬ

I безконечно велвкъ, вследстніе нанзмернчон малости а.
**) Подобный же разрывъ происходить въ значеніяхь тангенса и 

секанса при переходе соответствующей дуги черезъ 5)0°.
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отъ начала Л. Если длина с перпендикуляра В6 начнетъ умень­
шаться до нуля, то х , =  будетъ возрастать, а .г., =
убывать и оба стремиться къ величине я; следовательно, точки 
О и 0 ' станутъ ирпближаться къ В; прп с =  О онЬ сольются съ В.

б) Пусть Ь >  0, с <  О,
Когда с сделается отрнцательныыъ, то нерпендикуляръ ВО 

и съ нимъ точка С перендутъ на противоположную сторону 
лиши МЛ’. При этомъ значенія х  поменяются ролями: первое 
обратится во второе, а второе въ первое, ибо вторые члены 
обоихъ знаменателей переменять свои знаки на обратные, зна­
чить, точки 0 и 0 ' также поменяются местами Во всемъ осталь­
номъ сохранится полная аналогія съ разсмотреннымъ случаемъ 
(а), чтб впдно и прямо пзъ уравнепія (3), доставляющаго оба зпа- 
ченія х , ибо оно содержнтъ въ себе только квадратъ количества 
с п не изменяется прп переходе отъ +  с къ — с. (То же заме- 
чаніе относится п къ перпендикуляру АР).

Предлагаемъ сампмъ учащимся нзслЬдовать случай:

в) Ь <  0 ц с <  0.

Йзследованіе можно вести въ томъ же порядке, какъ и въ 
случае (а); надо только иметь въ виду, что изъ двухъ отрпцательныхъ 
количествъ то считается менынпмъ, котораго абсолютная вели­
чина больше.

Разсмотрнте также зависимость заченій х  п положенія точекъ 
О и 0 ' отъ величины а отрезка АВ, н особенно когда а умень­
шается до нуля и с стремится къ равенству съ Ь.

Главнейшій выводъ изъ иредыдущпхъ нзследованШ: положи­
тельны.мъ значсніемь разстоянія х  всегда указывается, что иско- 
лшя точка находится на той стороть отъ начала, на которой 
и предполагаюсь се найти при составлении уравненія; а отри- 
иателънымъ, — что искомая точка лежишь на противоположной 
сторона> отъ начала разстояній.

УПРАЖЫЕНІЯ. 74. Въ подкрЬйленіе последняго вы­
вода примпте ВО — у  за искомую величину, и составьте 
прямо кв. ур-ніе по проиорцш О б:0Р — В6:АР. Теперьпача- 
ломъ разстояній сделается точка В, и положительный 
значепія у расположатся влЬво отъ него, а отрицательный 
вправо-
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75. На прямой, проходящей чрезъ две данныя точки 
А и В, вайти третью точку, изъ которой были бы видны 
подъ одними п гЬяъ же угломъ две параллельный пря­
мым, выходяіція нзъ данныхъ точекъ п нмеюіція данную 
длину.

II. Значевія искомой величины, найденныя путемъ алгебра- 
ическихъ вычіісленій, не всегда бываютъ согласны съ сущностью 
рішаемаго геометрическаго вопроса, чему примЪръ уже встре­
тился наыъ въ 4-й задачЬ § 7-го, где отрицательное решеніе 
пришлось отбросить. Даже положительное решеніе можетъ иногда 
противоречить смыслу вопроса и должно быть откинуто. Таковъ 
следуюіцій примеръ:

Построить прямоугольный трсуюлъникъ, зная ею гипотенузу 
ВС м сумму АВ -(- АС -г АВ его кагпетовъ и 
высоты.

Требуемое построепіе легко будетъ испол­
нить, когда найдемъ высоту треугольника.
Пусть ВС =  а, АВ -+- АС АВ — б, Ай =  х, * "
АВ =  у  и м едов. АС =  Ь — х — у. По свойству гипотенузы и ка- 
тетовъ пмеемъ:

у X • \

у°-г(Ь—х —у)'=а*, илп 2у!-Ьх*-{-2ху— ЧЬх—2Ьу-)-Ь*—а!=0 ■ . (!)•

Другое уравненіе съ темп же неизвестными х  и у получаемъ, 
на основаній подобія треугольннковъ АВС и ВАС, нзъ пропорціп

а : у =  (Ь —  х  — у ) : х, которая даетъ 
у '-{-ху  — Ьу -\-ах — 0 .............................. (2).

Для йсвлюченія у умиожпмъ это уравпеніе на 2 п вычтемъ 
изъ (1); выйдетъ:

я*— 2(а4 -Ь )я -(-Ь *  —  а 8 =  0, а отсюда лг =  а -(— Ь :± ц  2а*4-2аЬ.

Нзс.тдованіе. Оба значейія х  положительны, ибо количество 
2я3 +  2 яб или +  2а6 меньше (а -(- б)8, такъ какъ гипоте­
нуза а ыепьше длины 1>, равной суммЬ катетовъ, увеличенной 
высотою. Высота треугольника, какъ одно изъ слагаеыыхъ суммы 
Ъ, необходимо должна быть меньше Ь и еще меньше а 4- й; по­
этому первое значепіе х  следуетъ отбросить.

Построеніе х ,  и самаго треугольника предоставляемт. учащимся.



III. Къ двумъ круіамі провести общую касательную. Пусть
ЛИ =  а бу- 
деть разсто- 
яніе между 
центрами дап- 
ныхъ окруж­
ностей, К п г 
ихъ радіусы, 
прпчемъК >г. 
Начертнмъотъ 
руки общую ка­
сательную СО

п разстояніе А0 =  х, на которомъ она встріічаегь лпнію центропъ, 
прнмемъ за искомую величину. Проведя еще радіусй въ точки 
касанія, получимъ подобные треуголышкп АСО п ИБО, изъ кото- 
рыхъ им'Ьемъ:

СО__ К СО3 _  К2 
ПО г и цо» г» ’

но СО2 =  х5 — Н'2 и БО* =  (х — а)1 — г'2; следовательно 
х* — Н* _  К3 

(х — а)» -  г* ~  г» *
РЬшивъ это уравненіе, получпмъ: 

аКх  — —  — в 1 ~  К -  г К -  г

г —  дК — о 0
х* —  т г г г - 1 і кг~г

(О-

( 2).

Йзслпдованіс и построение. Значепіл х  выразились рапіопально 
н потому всегда возможны. Легко видЬть также, что х , >  а, 
х 2 <  а, п что потому значешемъ х , определяется точка 0, ле­
жащая за центромъ меньшей окружности, а зпачешемъ х 2— 
точка 0 ' между центрами.

Построеніе обопхъ значеній х  можетъ быть исполнено по 
правиламъ §§ 22 и 23 п не требуетъ повыхъ пояспепій.

Хотя это построеніе всегда возможно п сточки О и 0 ' су- 
ществуютъ при всякомъ взаимномг положети окружностей, одна­

*) Значенія х могли быть получены порознь нзъ двухъ уравненій 
нервоіі степени, какъ и въ задаче 1-й этого параграфа; мы предпочли 

.общее решеніе.



61

ко нельзя еще утверждать, что чрезъ каждую изъ этнхъ точекъ 
можно провести общую касательную къ даппымъ окружностямъ: 
для этого необходимо вообще, чтобы точки 0 и 0 ' не лежали 
внутри окружностей. Разсмотрпмъ, когда это необходимое усло- 
віе будетъ выполнено.

Сперва займемся точкою 0. Первое значеніе х  опреділяегь 
ея разстояпіе АО отъ ценора большей окружности; найдемъ еще 
ея разстолніе ВО отъ цептра меньшей окружности, для чего вы- 
чтемъ я изъ

ВО =  х, а и
к - * - г • а

й ^ г  ' • • (3).

а) При я <  Я — г, окружности, какъ известно изъ геометрій, 
лежатъ одна внутри другой и не пм’Ьютъ общихъ точекъ п об­
щей касательной. II действительно, формулы (1) н (3) показы- 
ваютъ, что въ этомъ случае АО <  К и ВО <  г; значить, точка О 
лежать внутри каждой изъ даиныхъ окружностей, и всякая пря­
мая, чрезъ нее проведенная, неизбежно встретить обе эти окруж­
ности. 'Гакиыъ образомъ первое значеніе х въ разбнраемомь слу­
чае должно быть откинуто.

а) Если я =  К — г, то формулы (1) и (3) даюгь: А 0 = К  и 
ВО ~  »■; значить, точка 0 лежнтъ тогда па обопхъ окружностяхъ 
и будетъ точкою ихъ взанмиаго касанія; следовательно, въ этомъ 
случае чрезъ нее можно провести общую касательную п прптомъ 
—одну. Это заключеніе опять согласпо съ пзвестнымъ геометрн- 
ческнмъ выводомъ, по которому при я =  В — г окружпостп каса­
ются взаимно и лежатъ одна внутри другой.

в) Если я >  К — г, то дробь будетъ больше единицы и 
ВО >  г, точка же 0 будутъ лежать на продолженін лііній цент- 
ровъ за меньшею окружностью. Значить, въ этомъ случае изъ 
точки 0 можно будетъ нровесть по две касательные къ каждой 
изъ давныхъ окружностей, н легко впдеть, что касательный къ 
одной окружности сольются съ касательными къ другой. Действи­
тельно, пусть Ой касается окружности В въ точке 0; проведя ра- 
діуеь ВО и параллельную ему лннію АС до встречи съ нродолже- 
ніемь 00, иолучимъ:

АС : ВО =  АО : ВО или А С : » = р "К :
К  — г  К  — Г
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откуда нандеыъ АС =  К; а это показывает!», что продолженіе 
прямой ОБ касается окружности А вг точке С. — Изъ геометрій 
знаемъ, что при условіп а >  В — г окружности не лежать одна 
внутри другой н нетъ между ними пнутренняго касанія, чтб опять 
согласуется съ нашими заключеніямп, ибо при такомъ ноложеніп 
окружности могутъ иметь дв'Ь обіція вніш нія касательный.

Предоставляемъ учачидимся точно также наследовать, въ ка- 
кихъ случаяхъ и сколько общлхъ касательныхъ можно провести 
чрезъ точку О'.

Изъ пеЬхъ предыдушихъ йзсл’ЬдовяніГі сделайте зак.поченіе: 
когда дв’Ь окружности имФютъ четыре обшія касательный, когда 
три, дві., одну н ни одной?

При 11 =  г формулы (1) п С2) даютъ: х, =  оо, х , =  ^ ; следо­
вательно, въ случай равныхъ окружностей внЬшнія касательні.л 
будутъ параллельны лпніп центровъ, а внутреннія, если только 
а не меньше 2К, разделять разстояніе между центрами по- 
поламъ.

Заміьчаніе 1. Мы разсматрпвалн порознь точки 0 н 0 ', имЬя 
въ виду предоставить учащимся извести у ю долю самостоятель­
ности при йзследованій положенія точки 0 ' относительно обоихъ 
центровъ въ разлнчныхъ частныхъ случаяхъ; но можно, и даже 
лучше, разсматрпвать обе точки одновременно. подраздЬливъ из- 
следованія, прпыЬрно, на такіе частные случаи:

.«  К — г >  а  
I. К +  г > а  п притомъ ~>)К — г =  а 

I в) Е — г <  а

I I . К +  г =  а  и Ш . К -{- г <  «.

Зампчаніе 2. Точки 0 и 0 ' лежать обе вправо отъ центра А, 
вследствіе чего оба значепія х, определяюіція ихъ разстояпія отъ
A, получились положительный; но еслпбъ при составленін урав- 
ненія мы приняли за искомую величину разстояпіе ВО отъ центра
B, то значенія х  получили бы различные знаки, пбо точки 0 и ' /  
лежать на противоположныхъ сторонахъ отъ этого центра.
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I V .  Ъъ данно.чъ треухолъникп вписать кваг)рптъ.
Вписать квадрагь пъ 

данный треутольпикъ ЛВС 
значить построить такой 
квадрагь, котораго одипъ 
бокъ совпадалъ бы съ од­
ною пзъ сторонъ треугольника, а противоположный бокъ опи­
рался своими копцамп па осталышя стороны треугольника.

Положпмъ, что ЕРОК есть искомый квадрагь. Очевидно, что, 
найдя точку Е, въ которой бокъ его Гб встречастъ высоту ВГ) 
даннаго треугольника, мы легко исполнишь требуемое построепіе. 
Птакъ пусть 1)Ь =Е Р  =  Р 6 = ж . Пусть также АС =  б и ВВ =  /«. 
По параллельности лйпій РС п АС треугольники РВ6  и АВС ио- 
д о ';ы  п основднія ихъ нропорціональны высотамъ; сл Ьдовательно,

АС : РС =  ВІ) : ВЬ, или Ь : х  -  Ь : (А — л).

Отсюда вытекаетъ уравненіе

которое даете.

1ис =  ЬН — 1>х,

Этотъ результате. показываетъ, что искомое разстояніе ВЬ 
построится, какъ четвертая пропорціональная къ лйніямь, выра- 
жепнымъ числами Ь Л, Ь п А, т. е. къ АС-)-ВО, АС и ВІ) 
(§ 22). Чтобы воспользоваться лнпіямп чертежа, мы исполнили 
это построеніе на сторонахъ прямого угла ВВС, отложивъ Ві\  Ь 
и ММ =  А.

Когда такимъ образомъ определится точка Ь, то останется 
провести чрезъ нее прямую РО параллельно оспованію АС и 
изъ точекъ Р и б , въ которыхъ она встретить сторопы треуголь­
ника, опустить перпендикуляры ГЕ и 6 К на основаніе: четыре- 
угольнкъ РОКЕ будетъ требуемый квадратъ.

Предоставляемъ учащимся наследовать:
а) При какпхъ условіяхь точка Ь придется на середине высоты.
б) Сколько разлпчныхъ квадратовъ можно вписать въ одпнъ 

п тотъ же треуголышкъ, и который пзъ ннхъ будетъ наиболь- 
шпмъ? (Указаніе: взявъ выраженія сторонъ квадратовъ, опираю-
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щпхся на двЬ различный стороны данного треугольника, обра­
тите внпманіе па пронорцію, вытекающую пзъ сравпенія числи­
телей и, пользуясь ею, покажите, что большей сторон-Ь треуголь­
ника соотвЬтствуетъ меньшая высота н что разность двухъ сторонъ 
треугольника больше разпости соотв'Ьтствующпхъ высотъ; послідпее 
неравенство дастъ возможность сравнить знаменателей п проч ).

в) Въ какпхъ случаяхъ два нзъ вппсанныхъ квадратовъ. пли 
всЪ три, будугь равны между собою?

V. Разделить прямую 
лннію въ крайнемъ и сред­
немъ отношении.

Пусть АВ =  а данная 
прямая, С — искомая точка 
д'Ьленія и А С = х  — боль­
шая часть прямой АВ. 
Условіячй задачи требуется, 
чтобы

АВ: АС =  АС:СВ, или - =  —  . . . . (1).’ х а — х

Р ’Ьшпвъ это уравненіе, найдемъ для х  два зпаченія:

Построеніс и йзс.тдованіе. Построеніе перваго зпаченіе х 
приводитъ къ р'Ьшенію. известному изъ начальной геометріп.

-}- о ’ выражаетъ длину гпиотенузы тре­

угольника АВО, вч. которомъ катетъ \В =  « и категь В<»= п-\

разность же у /  (”§■) +  ------или х ,, выражаетъ длину от­

резка АО, отеЬченнаго отъ гипотенузы окружностью, описанною 

изъ центра 0 раддусомъ О В = - ^ .  Перенеся длину А 0 = х ,  на 

данную прямую посредствомъ дуги ОС, описанной нзъ центра А 
радіусомь АО, нолучпмъ на лйніп АВ точку С, которая и разд-Ь-

Действительно, \  (■— )
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лить эту прямую въ гребуемомъ отношеніп. Поверка этого ре- 
шенія пзвЬстна пзъ начальной гометрій.

Второе значеніе х  представнмъ въ виде

** =  —  ( у  ■+ \ /  ( 1 ў - г  «*) =  —  *»'•

Абсолютная велпчппа его т больше я п очевидно равна 
длине сЬкущей АО'. Такъ какъ при составленіп уравненія пред­
полагалось, что х  означаетъ длину частп прямой АВ, отложенную 
отъ точки А вправо, то понятно, что количество х 1= — т не 
можеть пметь прямого отношенія къ нашей задаче, какъ потому, 
что т >  я, такъ и потому, что соображаясь со знакомъ, надо от­
ложить длину АС' =  АВ' =  т  вл^во отъ точки А. — Зам'Ьтпмъ 
однако, что отрицательное количество (— т) должно удовлетво­
рять уравнепію ( 1 ), пзъ котораго оно получено, и следовательно, 
положительное количество ж  должно удовлетворять уравненію

а  __ — х
— х а +  х

которое выводится пзъ ( 1 ) переменою х  на — х, т. е. мы должны 
иметь тождество

а _ т
т а -+- »м ’

въ которомъ члепъ ж выражаетъ разстояніе точки С' отъ конца 
А лиши АВ, а члепъ я -}- т — разстояніе той-же точки отъ 
конца В. Поэтому уравнешенъ 2 -мъ выражаются условія следующей 
задачи: на продолжены отрпзка А  В данной прямой найти 
точку, которой разстояніе отъ одною конца отрпзка было бы 
средннмг пропорихоналънымъ между ея разстоянгемъ до друюю 
конца и самымъ отрпзкомъ...

Решпвъ уравнепіе 2 -е, мы получнмъ корпп:

отлпчаюіціеся отъ корней уравненія 1 -го только знаками, какъ 
п следовало ожидать; но тенерь второй корень (отрицательный),

ФГОДОВЪ. I.* 5
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опредЪляющШ точку С, не удовлетворяетъ задача, ибо эта точка 
лежптъ на самой прямой АВ, а не на ея продолженіп.

Обе задача —  первоначально предложенная н измененная — 
очевидно сосгавляють частные слуіап следующей общей: на 
прямой, проходящей чрезь двгъ данным точки Л и В , найти 
третью точку, которой разстояніе оть точки А  было бы сред- 
нимъ пропорцюналънымъ между ея разстояніемг отъ точки В  н 
разстоянісмг А В .  Эта общая задача нриведетъ къ уравпенію 
1-му, если за искомую точку прпмеиъ С, п ко 2-му, если иско­
мая точка будетъ С' (см. замЬчапіе'  2-е къ задаче ІІІ-П); прп- 
томъ корна того н другого уравненія будутъ оба^ удовлетворять 
вопросу и въ обонхъ случаяхъ покажутъ, что существуютъ две 
точки, нмВюіція требуемое свойство и расположенный но обе 
стороны отъ точки А.

УПРАЖНЕНИЕ 76. а) Составьте уравпеніе для рЬшешя 
той-же задачи, прпнявъ меньшую часть прямой АВ за 
искомую.

б) Объясните, что секущ ая АЭ' разделена въ точке В въ 
среднемъ и крайнемъ отношеній.

в) Докажите, что если прямая АВ разделена въ сред­
немъ п крайнемъ отношенін и на большей части ея АС, 
какъ на діаметре, построена окружность, то касательная 
къ этой окружности, проведенная изъ конца В прямой АВ, бу- 
дегъ равна діаметру. (На этомъ предложена! можно осповать 
другое, чнсто-геометрпческое решеніе предложеной задачи).

VI. Данный круп раз­
делить концентрическою 
окружностью въ крайнемъ 
и среднемъ отношеній.

Пусть 0А =  К есть раді- 
усъ даннаго круга и 0В:=іх 
радіуеь искомой окружности. 
Имеемъ: яК 2 — площ. дан­
наго круга, ях2 — площ. 
пскомаго круга, я  (К4—х2) — 
разность пхъ плп площадь 
кольца.

Условія задачи не указываютъ, которая изъ частей разделен­
н а я  круга, я х 2 пли к (К2 —  х 2), должна быть среднею пропор-
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ціональною между всЪмъ кругомъ и другою частью. Мы р-Ьшпмъ 
эадачу только въ первомъ смысла.

Если кругъ, ограниченный искомою окружностью, долженъ 
быть средпнмъ пропорцюпальнымъ между отр'&заннымъ ею ко.ть- 
цомъ п данпымъ кругомъ, то получается уравнепіе:

г К * _  а*
К-Г2 -  (К* — «а) Пли х* —

которое даетъ:

•* — т - ^ Т т Т + ^ -
Количество х* не можетъ быть отрицательнымъ; поэтому пе- 

редъ радика.юмъ надо удержать только звакъ слкдовательно,

Отсюда

„ К’  . ч /К* . П| К* / /г  \
*- =  ~  +  V  Т  +  К =  2 ' V 0 ~  1 ^

* =  у ' | , ( і / 5 - і )  =  \  К . | ( / 5 ~ і ) .

Передъ наружнымъ радикаломъ не поставлено двойного знака 
потому, что независимо отъ знака оба значенія х  равны меж ;у 
собою, направленіе же искомаго радіуса для насъ безразлично 

Построение. Множитель -5. (\/$  — 1 ) представллетъ длину боль­
шей части радіуса К, раздЬлепиаго въ средпемъ и крайнемъ отно- 
шепін (задача V); озпачпвъ его буквою к, получпмъ

х =  у 'іГ Т .

Построеніе длины к пзв-Ьстпо пзъ задачи \*-й; построеніе же 
корпя у Лк объяснено въ § 25.

На нашемъ чертежі, I К к выразился длиною О К.
УПРАЖНЕНІЕ 77. Решите и пзсл-Ьдуйтс ту же задачу, 

предполагая, что площадь кольца должна быть средвею про- 
порціональпою между площадями круговъ: дапнаго п концеп- 
трическаго съ ннмъ искомаго. Прп йзсл1>довапій окажется, 
что одннъ изъ корней уравненія не удовлетворяетъ вопросу; 
обобщите вопросъ такъ, чтобы оба корпя отвечали на него.

78. На данной гинотенуз’Ь построить треугольнпкъ, боль- 
шій катетъ котораго былъ бы среднимъ пропорцюпальнымъ 
между гипотенузою и мепьшимъ катетомъ.

\\ 5‘
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УІГ. Отъ площади прямоугольной трапецій Л ВС Л  отряжать 
часть, равную площади данною прямоуюлъника Р ()В З , посред- 
ствомъ прямой, параллельной основннію трапсши.

Стороны даннаго прямоугольника пусть будутъ Р 8 = |> , Р0 =  д. 
За данный величины, опред'Ьляюіція трапеціго АВСР прпменъ: 
А0 =  а, ВС =  6 , А В — Л• Къ нпмъ же нричпслимъ п разстояніе 

ОА =  д отъ точкп встречи нспараллель- 
пыхъ сторонъ трапеціп до основапіп АР. 
Это разстояніе завпсптъ отъ а, Ь п й п 
найдется пзъ подобія треугольнпковъ 
АОИ п АВС, когда проведемъ ВСІІС0; 
внйдетъ:

Л а , аіі
тг — ~— г . а отсюда а =  — - и а—о а—О (А).

Условія задачи не* указываготъ, къ которому нзъ осповапій 
данной трапеціп должна прплежать искомая трапеція; мы будемъ 
предполагать, что она должна прилегать къ большему основанію 
А1). Пусть АЕРР есть искомая трапеція, АЕ =  л; ея высота. По 
условію площ. АЕРП —рд\ кроме того.

площ. А0 1 ) =  ̂ ,  площ. рлп  й с/ (і(1 — 2раЕОР =  - ^ — рд = ---- 5 - ^ .

Такъ какъ Д  АОПсо д  ЕОР, то

площ. КО Г _  ОК* а д  — 2р у  _  (<Л — х ) *

площ. АОБ ~  ОА' ИЛИ а д  д *

Отсюда получаемъ:

х , = д -  \ / й  (с/ -  = й + \ / А  ( і - %&).

Пзслпдованхс. Зпачепія х  будутъ возможны н оба положительны, 

если ^  <  пли — д, пли рд  <  илп =  ^ ,  т. е. когда площадь Р(}К5

не больше площ. Д  АОР. Прп этомъ будетъ х, <  д, х і >  д. Вы­
сота А Е = х  отсекаемой трапеціп очевидно должна быть меньше 
разстоянія 0А =  <7: поэтому второе значеніех следуетъ отбросить, 
какъ пе соответствующее вопросу. Кроме того и первое зваченіе 
х, для буквалыіаго выполпенія требованій задачи, должно быть
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не больше Л, для чего произведете рц не должно превышать 
( в + Ь ) Л  „ .2 ^— , т. е. площади дайной трапецш *).

Построенгс. Положивъ ^  =  п, строимъ лннію нпо пропорцін 
а :2 р = д :п  на сторонахъ прямого угла ОАЭ. Для этого откла- 
дываемъ АЬ =  2Р8 =  2р п АК— РО — проводпмъ прямую ОЬ и 
параллельную ей КМ; получаемъ А М =м. Теперь йміемг:

х 1 =  (1 — УЛ(<1 — и).
Дальйійшія построенія видны пзъ чертежа, а именно.

М0 =  </— м, 0N - -  У  Л [А— и )  и А Е ггх » .
Другое рпшеніс. Прнмемъ ЕР =  у за искомую величину. Тре­

угольники А01) и ЕОР подобны, сліід.
площ. Д  ЕОР ЕР 2 <и1 — 2ра і/ 2
--------- — ------- ~  ----- и т п -------- —  —  —олощ. АОІ) АО1 аЛ а2

Ріш пте это уравпеніе, пзслЬдуйте полученный результатъ и 
постройте искомую величину.

УПРАЖНЕНІЕ 79. Решите ту же задачу, предполагая, 
что искомая трапеція должна прилегать къ меньшему осно- 
ванію данной трапеціп.

VIII. Шарь переегьчь плоскостью въ такомъразстоянш отъ конца 
діаметра, перпендикулярною къ этой пмскости, чтобы вся поверх­
ность отегъченнаю сегмента была равна площади данною К]>уга.

Пусть г будетъ длина радіуса даннаго 
шара, а — длина радіуса МИ даннаго 
круга; АО — діаметрг, перпендикулярпо 
которому надо провести секущую пло 
скость; АС =  х  — искомое разстояніе 
этой плоскости отъ конца А діаметра АР;
ВС =  у — радіусг круга сЬченія. Им’Ьемъ:

2 ~г . х  — поверхность сегмента, отсе­
ченная отъ шаровой поверх­
ности.

*) Это требованіе, очевидно необходимое, вытекаетъ и изъ не­

равенства х, <  Л илп (I — у /  </1 <  Іі, когда рЬишмъ его 
относительно пронзведешя рц и въ полученномъ результат-!; замЬнимъ 
й его значешемъ (А).

А
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ку3— площадь круга січен ія ,
-а 3 — площадь даппаго круга.
Цзъ условіП задачи вытекаетъ уравненіе:

2хг . х-{- ку3 =  па3, а по сокращснш
2  гх +  у 3 =  а3 ..................................... ( 1 ).

Другое уравненіе съ тймн же неизвестными получаемъ изъ 
треугольника ВОС:

у3 =  г3—  (г —  х)3
пли у 3 =  2гх  — х 3 .......................................... (2 ).

Йсключепіе у  изъ уравненій ( 1 ) п (2 ) прпводптъ къ уравненію

х 3 — 4 гх  а3 =  0 ...................................... (3)

которое даетъ для х  два значепія:

х, =  2 г +  у  (2г)* — а* 
х* =. 2г  +  |/(2г)2 — а2.

Изсмъдоваме. Если а3 >  (2 г)* пли а >  2 г, т. е если радіусг 
даппаго круга больше діаметра даннаго шара, то значенія х  бу- 
дутъ мппмымн и задача невозможна. Для возможности задачи ра- 
діусг а даннаго круга долженъ содержаться между 2 г и нулемъ.

Если а =  2г, то оба значенія х  становятся равными діаметру 
шара; искомая секущ ая плоскость обращается тогда въ касатель­
ную плоскость, п сегментъ обращается въ шаръ. Въ этомъ случай 
поверхность шара 4пг3 пли п ( 2 г ) 2  будетъ равна па3 (ибо 2 г =  а), 
т е площади даннаго круга.

Если а <  2 г, то оба значенія х  будутъ положительными, ибо 
У ( 2 г) 2  —  а3 <  2 г, и притоыъ неравный: х, >  2 г, х* <  2 г.

Высота шарового сегмента не можетъ быть больше діаметра 
шара; поэтому первое значеніе х, какъ песообразное съ предложен- 
ныыъ вопросомъ, должно быть откинуто. При томъ и соответствую­
щая ему значенія у, т. е. радіуса сеченія, остаются мнимыми при 
всЪхъ вещественныхъ значешяхъ х ,, превышающпхъ 2 г, какъ это 
видно изъ уравпенія (2 ), которое для х = х , даетъ у = У х , ( 2 г— х,), 
где 2 г —  х , < 0 .

Построеніе. Построеніе второго значевія х, когда а <  2 г, не 
представляетъ нпкакпхъ особенностей: оно исполнено на нашемъ 
чертежЬ н попятно безъ всякпхъ пояснепій.



IX. Шарь м цилиндръ, поставленные на горизонтальную пло­
скость, пересгьчъ другою горизонтальною плоскостью такъ, чтобы 
объемы этихъ ттьлъ, заключающгеся между плоскостями, находи­
лись вь данномъ отногаснги.

М_2 Ь--- ,М N

Пусть г — радіусг шара, а — радіусь основапія цилиндра,*— 
разстояпіе отъ плоскости Т, на которой эти тФла поставлены, до

искомой сЬкущей плоскостп; — отношешеотс-Ькаемыхъсбъемовъ,

равное, напрпмЬръ, отношенію двухъ данпыхъ прямыхъ ММ п МУ* 
Известно, что

объемъ сегыепта А В У = 7:х8(г  — у ) ,  

объеыъ цплпндра К81ГУ =  г.а* х.
Поэтому, согласно съ условілмп задачи, получаемъ уравненіе:

Сокративъ п проведя его къ къ общему виду, пайдеьъ: 

х 8 — Згх +  — О,

Зг | ,  Г ' За’ т а отсюда =  +  -5-------- —

Зг _ / " 9?  3а^т
Х* ~  2 V  4 я ’

Пзслпдованіе. Предоставляя учащимся вс$ подробности п объ- 
ясненія, мы памЪтпыъ только важнійшіе случаи и вопросы, подле- 
жаіціе нзсл’Ьдованію.
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, 3а2т  .  9г* т . 3 г2 „  .
1 - п >  пли >  х  ' "а2"' Возможна ли задача?

2. — Где проходить секущая плоскость?

3. Знаки и величины обоихъ значеніГі а-.
п  4 а 1

Всякое ли вещественное значеніе х, получаемое въ этомъ случае, 
можетъ доставптъ ріш еніе задачи? Укажите нред^лъ, больше ко­

торого не должепъ быть у  • Частности этого случая:

а) \ ^ Т "  — ■ тг* Ври какой величине отношепія -р  бу-
детъ выполнено это условіс? Где пройдутъ тогда плоскости, опре­
деляемый значеніямп а?

» /Ў** За2 т - г т,,
0 ] у  -------- —  <  -^ . же вопросы, какъ и въ предыдущемъ

случае.

в) \ / т —  ~іГ~ >  Т е  же вопросы. Сколько рЬшепій по-
лучаетъ задача въ этомъ случае?

» / 9г* Зо’ т __ 4 „  . тг; у  - р ------—  ~  -д г. Величина отношенія —  и положена
искомой плоскости въ этомъ случае?

д) V  ---~ п ~  >  у  г - Возможна лп задача?

СдЬлайте общее заключеніе, между какпмп пределами должно 
заключаться отношеніе для возможности задачи?

Построены. Чтобы воспользоваться теоремою Ппеагора, при-
/ 9г* За*т Г  / 8 г \ 2 Г  _-------- —  къ виду у  —  с .  Для этого надо по-
Зл2т  »

ложить =  что приводить къ пропорцін: 
с* _ _  З/я 
а 2 и ’ (А).

Известно, что квадраты катстовъ пропорціональны отрезкамъ, 
па которые разделится гипотенуза перпендикуляроыъ, опущеннымъ 
на нее изъ вершины прямого угла; поэтому, взявъ на произволь­
ной прямой отрезки 0Н =  3»» и ИЕ =  м, строимъ на суммЬ ихъ ОЕ 
полуокружность, проводпмъ прямую НГ _]_ 6 Е и точку ея встречи 
съ полуокружностью соедпняемъ съ точками 0 и Е; получается 
треугольнпкъ С»РЕ, въ которомъ =  Отложивъ затемъ
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3 г

РК =  а  п проведи КЬ I КО, получимъ |^ - ,  =  —^ р ,  пли ~  ^ ;
сравнимъ съ пропорціеГі (А), видимъ, что РЬ2 =  е2. Теперь нмЬемъ:

= -т ± КЛ( І 1)5- с'і-
Прпнявъ АЛ — тр за діаметрь, стронмъ опять полуокружность, 

вппсываемъ въ нее хорду Ар =  РВ — с, и проводнмъ хорду •!();

тогда получится Л() =  ̂ ' (%) ~  С*—Р\ следовательно,
Зг .х  =  —  ± р .

Отложнвъ отъ точки .! по діаметру АО частп
ЛС' _ лс =  ло =  1 >,

находпмъ окончательно
ж .^ А С ', * , =  АС.

Остается превестн чрезъ точки С' и С плоскости, перпендику­
лярный къ діаметру АО.

Въ заключеніе предлагаемъ задачу, въ которой при построе- 
нін искомой ЛІШІП удобно прилагаются различный трнгонометрн- 
ческія формулы.

X . Чрезъ точку М , данную внутри прямою угла АОВ, провести 
секущую А В  такъ, чтобы отрезанный ею треуюльникъ имплг 
дйнную площадь тг.

Ііоложейіе точки М внутри угла дано —  значптъ даны ея раз- 
стоянія огъ сторопъ угла: .МС — а, МБ =  Ь. Площадь т1 дана— 
зпачнтъ даиъ квадратъ 1’0 П$, котораго бокъ равепъ т.

Считая задачу решен­
ною, положпмъ, что АВ 
есть искомая секущая. Ея 
положеніе определится 
вполне, если найдемъ 
одно нзъ разстояній ОА 
или ОВ. Пусть 0 А = я ,
0 В =  у. По условію, пло­
щадь треугольника АОВ 
равпа от*; следователь-

X ОВ пли
ОА X  ОВ =  2т*; отсюда 
уравненіе:

ху — 2т* . . . .  (1 ).

ОА х ОВ но ------ =----- —  т
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Другое уравненіе съ темп же неизвестными получится вслЬд-
ОА САствіе подобія треугольниковъ АОВ и ЛСМ. Нмеемъ щ  —

СА =  0 А —  0С =  ж —  Ь п СМ =  а; следовательно, 
х __х — Ь
~Ў ~  «

Ысключпвъ у  изъ уравненій ( 1 ) и (2 ), получимъ уравненіе:

( 2).

1= Ъ :
которое даетъ:

»1а ,  / ~ т г 2 т*  Ь
Х  ~  о ■+" V  ~ а  ~ а ~

ИЛИ X т ( » 1  ±  V »»*—аЬ) 
а

Изслпдованге. 1 . Если т* <  2ай, т . е если требуется отсЬчь 
такой треугольнпкъ АОВ, котораго площадь была бы меньше 
удвоенной площади прямоугольника ОСМБ, то радпкалъ Ут- — 2аЬ 
сділается мнимымъ и решеніе невозможно.

2. Если т * = 2 а&, то радпкалъ обращается въ нуль и оба зна- 
ченія х  становятся равными:

* . =  ** =
»»•
а а

Въ этомъ случае прямая АВ отсекаетъ наименьшую площадь, 
потому что т* , какъ мы видели, не можетъ быть меньше 2аЬ. 
Такъ какъ при этомъ разстояпіе 0А =  * , =  2 Ь, то АС =  СО; а 
вследствіе параллельности пряыыхъ СМ и ОВ, будетъ н АМ =  МВ, 
т. е. прямая, отстъкающая наименъшш треугольникъ, дгьлится дан­
ною точкою М пополам».

3. Если ш2 >  2  аЬ, то отрезокъ О А имЕетъ два различная и 
нритомъ положптельпыя значенія:

х  _  _ от ( т  +  У  т1 — 2аЬ) ^ ^  __т(>п — У  т»  —2а6)

СлЬдовательно, въ этомъ случае можно провести двЬ секувдія, 
выполняющая требованія задачи. Постропмъ ихъ.

Построение. Заменнмъ второй членъ 2аЬ подкореннаго колн- 
чества квадратомъ и 2. Положимъ 2аЬ =  и2, получимъ пропорцію 
2 а : и =  и : Ь. Чтобы построить п, отложимъ па сторнЬ ОА дан- 
наго угла часть 0Е =  200 =  2 а, нрпмемъ ОЕ за діаметрь и опи- 
шемъ полуокружность; нродолжпмъ прямую МС до встречи съ
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этой полуокружностью въ точке Г и проведемъ хорду ОР; она и 
будетъ равна и, какъ средняя пропорціональпая между діаыетромь 
0 Е = 2 а  и его отр'Ьзкоыъ ОС =:!>. Теперь нміемь:

т (т ^у  »»’ — п1 X — —;------------------ .а

Если выпесеыъ въ подкоренном величине множителя т* за 
скобку, то получпмъ:

(**•—у / " * 1 ( і — м» ) )

Такъ какъ но условію »«*>«*, то — <  1 , п потому можетъ

положить — =  Йіп 9. Для ностроенія угла 0 нроведеыъ хорду ЕР 
пересічемь ее въ точке С дугою, описанною пзъ центра 0 раді- 
усомъ, равнымъ боку т даннаго квадрата н соединнмъ точки 0  и О 
прямою; уголъ ООР будетъ равенъ 0. Действительно, въ треуголь­
ник^ 00Р уголъ Р прямой, какъ вписанный въ полуокружности;

следовательно, синусъ угла ОГ.Р равеиъ отпошенію ^  =  -^-. II такъ 

»»* (1 пг V 1 — 5іп1<Ц _ т*(І:±іСо8 в)У   -------------------- —   -----------  11 Ч 11

_т* (I +  СобЧіX,— ,
. т *  (1 — СозЧ)

9
Но известно пзъ трпгонометрін, что 1 4 -  Соз0 ~  2 Со8 2 - д - ,

9
1 — Сов0 =  2  5ІП2 ; следовательно,

О /  0  \> Ч /  О \>
2ш3Сов2 -ў 2 | тСоз —  ) 2 т 35іп’ -д- 2  ̂ т8 іп —  ̂

Количества міСоз п «ііэіп выражаютъ длину катетовъ 

прямоугольнаго треугольника, котораго гипотенуза равна т н одннъ 

пзъ острыхъ угловъ равенъ 7 7 . Мы его получпмъ, разделпвъ уголъ 

ОвЕ =  0 ноиолаыъ прямою ОН н проведя ОН перпеидпкулярно къ
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равподЬлящей: ибо это построеніе доставляетъ треугольникъ ОСИ, 
изъ котораго им'Ьемъ:

С Н = 0 С  • Сой 4- =  тСоз р  и ОН —  ?л5іп — у. Поэтому

. 2 р* ~ _ 2 д*

Значеніе х, иостроится по пропорціп а:2р  =  р : х г  Исполнимъ 
это ностроеніе па сторонахъ угла АОВ. Отложпмъ ОЬ =  2 СН =  
и 0 К = р ;  такъ какъ 0 0  =  о, то соедпнпвъ точкп 0  и Ь прямою 
и проведя КА параллельно 1)Ь, получимъ 0 А = х ,.  Точно также 
найдется разстояніе ОА' по пропорцін а : 2д =  (/: #>. Остается про­
вести двЬ пряыыя: одну чрезъ точкп А и 31, другую чрезъ точкп 
А' п М; обе о п і отд ілятг огь угла АОВ требуемые треугольники.

Обідіе выводы изъ предыдущихъ йзслідованій и особенно объ отри- 
цательныхъ рЪшежяхъ.

§ 36. Пересматривая вс1> рЬшепныя памп задачи, можемъ сде­
лать некоторый обіція заключенія:

1 . Отрицательное ргьшенге не можетъ служить отвптомъ на 
геометрический вопросъ, когда определяется длина какой нибудь 
лйній, положсніе же этой лиши по свойству вопроса безразлично. 
(См. § 7, зад 4). Подобное обстоятельство легче всего встре­
тить въ задачахъ на вычнсленіе; наир., оиределивъ діагональ х 
прямоугольного параллелепипеда по дапнимъ его ребрамъ а, Ь, с, 
получаемъ х  =  уа* -)- б2 -(- с2 безъ двойного знака ± .

2. Если на какой нибудь лиши, прямой или кривой, опреде­
ляется точка по ея разстоянгю отъ некоторой известной точки, 
данной на той же лиши, то положительный значснія этою раз- 
стоянія надо откладывать въ ту именно сторону отъ данной 
точки, въ которой при составлении уравнснія предполагалась иско­
мая точка, а отрицательный — въ обратную. (См. § 35, задачи 
I, III, V). Точка, отъ которой откладываются разстояпія, назы­
вается началомъ этихъ разстояній.

3. Въ случаяхъ, указанныхъ иредыдущпмъ пунктомъ, нс всякое 
положительное гаи отрицательное ргьшенге пригодно для задачи. 
Эго обстоятельство всегда обнаруживается пзслЬдопаніемь (см. 
зад. VII, VIII). Причину его можно искать въ томъ, что одно и 
то же уравненіе можетъ соответствовать многимъ вопросамъ, не-



пмеющпмъ никакой взаимпой спязп, и количество, отвечающее 
на некоторые пзъ этпхъ попросовъ, можетъ не отвечать па осталь­
ные, смотря по характернымъ особенностям!, техъ п другпхъ.

Задачи для упражненія въ составленій уравненій, въ построеній 
формулъ и въ йзслідованіяхь * ) .

А .  Задачи, приводился нъ раціональнымь формуламъ.

1. Построить треугольппкъ по даннымъ: стороае, площади 
и углу, противолежащему данной стороне.

2. Чрезъ точки А н В провести такую окружность, чтобы 
касательная къ ней, проведепная пзъ третьей данной точкп С, 
имела данную длину.

3. Дапный параллелограмму плп данную трапепдю, разде­
лить въ отношеніп т : п прямою, параллельною данной пря­
мой К5 **).

4. Въ данный треугольннкъ вписать нрямоугольнпкъ даннаго 
периметра.

5. Шаръ радіуса г разсЬчь плоскостью такъ, чтобы выпук­
лый поверхностп полученпыхъ сегмептовъ относплпсь, какъ т : п.

6 . Шаръ радіуса г разсечь плоскостью такъ. чтобы объемы 
цнлппдра и конуса, вппсанпыхъ въ большій сегментъ и пмЬющпхъ 
общпмъ основатемъ кругъ сеченія, относплпсь какъ т : п.

7. На прямой, проходящей чрезъ две данным точкп А п В, 
найти такую третью точку, чтобы разность киадратовъ, построен- 
ныхъ па ея разстояшяхъ до точекъ А и В, равнялась данному 
квадрату X*.

8 . На данныхъ осповашнхъ АВ п СВ построить два такихъ 
прямоугольника, чтобы сумма пхъ пощадей равнялась площади 
даннаго квадрата, а сумма периметровъ — длине дапной прямой.

9. Провести окружность, касательную къ данной прямой Р() въ 
данной на ней точке А п къ данной окружности радіуса г.

*) Задачи распределены по степени сложности формулъ, къ кото- 
рымъ он!; приводить.

**) Въ этой и въ последующнхъ ладачахъ подъ буквами т и и 
подразумевать длину двухъ данныхъ прямыхъ дшйй.
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10. Данный треугольнпкъ разделить въ отношеніа т:п  
прямою, проходящею чрезъ точку М, данную на одной изъ его 
сторонъ.

11. Въ треугольнпкъ вппсать нрямоугольнпкъ, которого сто­
роны относились бы, какъ я» : и.

12. Шаръ радіуса г разсЬчь плоскостью такъ , чтобы отно- 
шеніе поверхности менынаго сегмента къ боковой поверхности 
конуса, пмЬющаго общее съ ннмъ основаніе п вершпиу въ цен­
тре  шара, равнялось т : п.

Б. Задачи, приводящ!?? цъ иррацюнальнымъ формуламъ

13. Данный треугольникъ обратить въ равномерный съ нимъ 
квадратъ.

14. Чрезъ двЬ данныя точки провести окружность, касатель­
ную къ данной прямой.

15. Удвоить данный квадратъ, т. е. построить другой квад­
ратъ, нмеюіцій вдвое большую площадь.

16. Уменьшить данный квадратъ вдвое.
17. Построить квадратъ, равномерный \ даннаго квадрата.
18. Построить квадратъ, равномерный данному кругу.
19. Построить кругъ, равномерный данному квадрату.
20. Данный кругъ разделить концентрическими окружностями 

на несколько равпомерныхъ частей, напрпмеръ, на пять.

21. Даны дв̂ ь треугольника. пмЬющде обіцій уголъ; построить 
треугольнпкъ, подобпый одному изъ нихъ и равномерный другому.

22. Прямой круговой конусъ разсечь плоскостью, параллель­
ною основапію такъ, чтобы плоскость сеченія относилась къ 
плоскости основанія, какъ т : п.

23. Построить конусъ одной высоты съ даинымъ цплиидромъ 
такъ, чтобы объемъ его относился къ объему цилиндра, какъ т : и.

24. Разделить треугольникъ въ отпошепіп т : п прямою, па­
раллельною данной прямой 118.

25. На данной гппотепузе построить треугольнпкъ, котораго 
катеты относились бы, какъ т : п.
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'26. Треугольникъ разделить въ среднемъ п крайнемъ отно- 
шсніп прямою, параллельною его оспованію.

27. Конусъ разсЬчь плоскостью, параллельною оспованію такъ, 
чтобы боковая поверхность усеченнаго конуса была вдвое меньше 
полной поверхности дапнаго конуса.

28. Ш аръ радіуса г разеЬчь плоскостью такъ, чтобы боковыя 
поверхностп цилиндра и конуса, вписанпыхъ въ болыпій сег- 
ыентъ и пм’Ьющихъ общпмъ основашемъ кругъ сЬченія, относи­
лись, какъ т : п,

29. Шаръ радіуса г разеЬчь плоскостью такъ, чтобы объемъ 
меньшаго пзъ отсЬченпыхъ сегмептовъ составлялъ одну треть 
объема копуса, пмЬющаго общее съ нпмъ основаніе, а вершину 
въ центре шара.

30. Въ шаръ радіуса г вписать цплвндръ, равномерный съ 
суммою сферпческпхъ сегмептовъ, пм’Ьющихъ обпйя съ ннмъ 
основанія.

31. Построить радіуст, шара, котораго поверхность равно­
мерна съ поверхностью даннаго правильнаго тетраедра.

32. Построить рад1усъ шара, котораго поверхность равно­
мерна съ поверхностью даннаго правпльнаго октаедра.

33. Построить прямоугольный треуголышкъ такъ, чтобы его 
площадь равнялась нлошади ЬН даннаго прямоугольника, а вы­
сота, опущенная на гипотенузу, делпла бы эту последнюю на 
части, пропорціональныя бокамъ того же прямоугольника.

34. Построить прямоугольникъ по даннымъ площади и периметру.
35. Построить прямоугольникъ но даннымъ площади и разности 

между основашемъ н высотою.
36. Построить равнобедренный треугольникъ, зная его осно- 

вапіе п д1аметръ оппсанпаго около пего круга.
37. Въ квадратъ, котораго бокъ равепъ лпнін АВ, вппсать 

другой квадратъ, котораго бокъ равенъ лиши СО.
38. На прямой, проходящей чрезъ двЬ дапныя точкп А и В. 

найтп такую третью точку, чтобы сумма квадратовъ, построен- 
ныхъ на ея разстояшяхъ отъ точекъ А п В, равнялась дапному 
квадрату №.
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39. Чрезъ точку А, данную внутри круга радіуса г, провести 
хорду данной длины.

40. Чрезъ точку А, данную вне круга радіуса г, провести 
секущую такъ, чтобы часть ея, заключающаяся внутри круга, 
пы4ла данную длину.

41. Въ данный треугольпнкъ вписать правильный треуголь- 
ннкъ гакъ, чтобы одна нзъ сторонъ пос.гЬдпяго была параллельна 
основанію даннаго треугольника.

42. Въ данный треугольнпкъ вписать нрямоугольнпкъ, пм4ю- 
іцій даппую площадь.

43. Чрезъ центръ круга, вписаннаго въ треугольнпкъ, про­
вести прямую такъ, чтобы она разделила треугольнпкъ на две 
равномерный частп.

44. Построить треугольнпкъ, зная длину лнній, соеднняющпхъ 
вершппы съ середннами протнвоположныхъ сторонъ.

45. Ш аръ радіуса г разсЬчь плоскостью такъ, чтобы отно- 
шеніе выпуклой поверхности меныиаго сегмента къ боковой по­
верхности конуса, пм4ющаго общее съ нпмъ оснопаніе и вер­
шину въ вершине большаго сегмента, равнялось от : н.

46. Ш аръ радіуса г разс4чь плоскостью такъ, чтобы отно- 
шеніе объема меныпаго изъ отсеченныхъ сегментовъ къ объему 
конуса, вппсаинаго въ большій сегментъ, равнялось от : и.

47. Чрезъ точку А, находящуюся въ равныхъ разстояшяхъ 
отъ сторонъ прямого угла, провести прямую такъ, чтобы часть 
ея, заключающаяся между боками угла, им4ла данную длину. 
Эта замечательная задача взята пзъ „Всеобщей аривмстити Нью­
тона, где она рЬшена различными способами съ целью показать, 
какое вліяніе на простоту рЬшенія пмеетъ выборъ искомой ве­
личины.

48. Чрезъ точку А, данную вне окружности радіуса г, про­
вести секущую такъ, чтобы сумма квадратовъ. построепныхъ 
на внешней и внутренней ея частяхъ, равнялась данному квад­
рату А2.

о
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