
Система (12) при щй—bic- -aib—Ъ\а и
1) 6 /i> 0 , ab{ka— (ci,+ M i)6 ]> 0  или bli< 0  и ab[lia— (ci-\-kdi)b\<.0,

или йЬ\1\й—(ci-|-&g?i)Ь]!>0, {̂<X2-\-bik-\-Czb?‘s)li—(dz-^lzk) (ci-{-kdi) =
— (a2-\-b2k-\-C2kz)b— (d2-{-kk)a имеет траекторию, идущую из одной осо- 
'бой точки'в другую, '

2) b l i> 0, ab[lia— (ci-\-dik)b]<:0 имеет бесконечное множество траек­
торий, идущих из одной особой точки-в другую.
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К УСТОЙЧИВОСТИ ВПОЛНЕ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМ 
В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Дифференциальные уравнения в банаховом пространстве привлекают 
'внимание математиков и Других специалистов [1—4], так как, помимо ; 
чисто теоретического, имеют большое практическое значение [1].

Пусть В ...банахово (действительное или комплексное) простран­
ство; Ь(В) — банахова алгебра линейных ограниченных операторов В 
в В\ G (В) — группа обратимых элементов алгебры L (В) \ Rrn • - /?/-мер­
ное евклидово пространство и 7?+==-{t Rm,! .0,- . . .  ,

Рассмотрим вполне интегрируемую [5] систему дифференциальных 
уравнений

; х (0), ( / = 1 ,  . . .  , m), ' (!)

где х (0 е Д ,  t с~ R™, fj (t, х) (/ = 1 ,  ----- m) — функции, определенные ;
для (I, х) с~ R”\- X В со значениями в В, непрерывно дифференцируемые 
в R + X  В [5]. ' /  ■ , '

Предположим,, что f/(/, 0) =  0 ( /=  1, . . .  , m; t(=R+). Тогда функция .. 
х  (£) = О является решением системы, (1). Это решение будем называть нуле­
вым-или тривиальным. ' - . ■

Определение. Нулевое решение системы (1) устойчиво (по Ляпу­
нову), если для любого е > 0 найдется такое 6 > 0 , что ||x(/)||-<e как 
только !|х°|! < 6 ; х° ~ х {1°) ; это решение асимптотически устойчиво, если 
•оно устойчиво и существует такое Д!>0, что х(0->-0 при £i.+ . . . 
если Цх°Ц<ДЛ. :,Д  7;- .

При изучении вопросов устойчивости системы (1) полезна одна лем-
ма, для формулировки которой сделаем некоторые замечания. Пусть Г ...
некоторая спрямляемая кривая в Rm, начинающаяся И точке t° и оканчи­
вающаяся в точке I1 (которая может быть бесконечно удаленной) и та­
кая, что при движений вдоль Г от 1° к I1 координаты В, . , .-,  tm движу­
щейся точки нс убывают. Через Г (!°, 7) будем обозначать часть кривой Г, 
начинающуюся в точке 1° и оканчивающуюся в точке /енГ. Пусть в точ­
ках Г определена действительная неотрицательная функция £(/).  .
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Лемма 1. Если существуют положительные постоянные с и б та­
кие, что ^

g ( / ) < c  +  6 J '  g  (т) dxx +  . . .  +  g (т) dxm ,
J - Г (to, i)
для любого t С-.г’Г, то

g (t) У  C exp {б [(/л - -  /?) -I- • • • -!- (t,„ - -  С)]}, t с—_ Г.
' Нам требуются еще некоторые элементарные факты из теории линейных 

систем вида (1). Пусть Ar (t) е  L (В), t ЕЕ R+ — непрерывно дифференци­
руемые (в равномерной операторной топологии) [6] оператор-функции. Рас­
смотрим вполне интегрируемую [5] линейную систему

у . -% 7~  - Л ,.(0 //(0  (/-у 1, . . .  , т). , (2)

Оператор-функцию Ф~(£) е  G (В), f ее R+ будем называть фундамен­
тальным оператором (ФО) системы (2), если Ф (/) удовлетворяет системе 
операторных уравнений \ v . .

Г : '  (/ -  1, . т); (3)
Легко проверить, что .система (3) вполне интегрируема, если тюлне 
интегрируема система (2). У, - i .

ФО Ф(/), удовлетворяющий дополнительному - условию Ф(0) = /, 
где '/ - • единичный элемент группы G(B), будем называть' оператором 
Коши системы (2). / '

Если система (2) вполне интегрируема и функции.-fy: ■/?+ -* -В таковы, 
что вполне, интегрируема система -- .

=  Aj (i)x(t) +  / j ( 0 ( f  =  .l. , т) , (4)
;.уЗ V \V .V  у ;—- :: У:;-у:у У  .i У_ ;

то всякое решение х, (t, 1°, х") {х (t°, i°, х°) — х°) этой системы опреде­
ляется формулой . у'-'.
' V : V ' ”-' л ,  У , "  - У,

:х {t, t°, х°)=  Ф (О Ф^1 Щ  х° +  f (D (0 Ф~г (т) (т) thx -|-
1 .... to - ■ '

+  . .; +  ф V) Ф 1 (Т ) fm (т) dxm, .• (5)
В которой' криволинейный интеграл не зависит от пути,- соединяющего 
точки i° и i, а Ф(У) — некоторый ФО системы! (2) .

• ' Предположим, что система (2) обладает ФО Ф(/), удовлетворяющим 
неравенству . .-У■ ■ •- , , . . ■ -

||Ф (t) Ф-^ (/«) | |<  с ехр{— у [(z^-Л ?) +  . . .Ч-  (6)
где с и у -  положительные постоянные,, и наряду с (2) рассмотрим вполне г 
интегрируемую нелинейную систему . . Л-

Л} (1)хЩ-\-Ъ(1:, х(1)) ( / : -  1, . . .  , т), ■; ' (7) ;

у которой функции R} : R™.yB> В удовлетворяют в R"{. X В [неравенству
v  ■ у..:; v ii^ (^ ^ )ii^ v iix ii, v . : ' л ; (8)

где v —положительная постоянная. При этих предположениях имеет 
место следующая .
. Теорема 1. Если для ФО системы (2) выполняется неравенство (б), 

то нулевое решение системы (7). асимптотически устойчиво при любых 
функциях Ri(l, х ) , Rm(t, х ) i удовлетворяющих • условиям полной
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интегрируемости системы (7) и неравенствам (8) с достаточно малой 
постоянной v. - '

Д о к а з а т е  ль  с т в о. Используя формулу (5), решение x(t, t°, x°) 
системы (7) можно записать в виде у  '

х (i, t°, х°) — Ф (О Ф-1 (t°) x° -|- J  Ф (О Ф~* (т) Ri (т, .v (т, t°, х0)) (1х1 +

+  Ф (0 Ф"1 (т) я т (т, х (х, t° X0)) dxm. -
Возьмем какую-нибудь кривую Г, выходящую из точки t°, вдоль которой 
координаты U, . . .  , tm не убывают (при движении от i°) и гй+ . . .  +  

Тогда, учитывая неравенство (6) и свойство криволинейных 
интегралов [7J, для любой точки l.c~V будем иметь

;  | ) х ( Д  i ° ,  ^ ° )  Ц  с  с  I I  х ° 1 1  е - ч  [ ( ^ 1 ) + . +
; +  VC [ е—<t(b-T1)-1-...4-Om- У Д  j| х д.0) II.(dtj dxm), (9)

■ V (t«, i)

где Г (̂ °, 4) — часть кривой Г, начинающаяся в точке 1° и оканчивающаяся 
в точке / у  Г. Обозначая . ' - '

У V y > y .. Д  ' Ф (0 -  IJ A- (t, t°, л:°) || * у ...
из (9) получим неравенство .

' ф (/)< с!|х° ||-!- j  чД-тОАуф . .. |-ф(т)с/тт . 
у  г (/“, I) • У  :У- - ...уУ у .,

Отсюда и из леммы 1 следует, что у  ' ^

: у /  IIх(1, 1\ х°) \\ < с \ \ х ° \ \ У;-
"у-.' •' ' у ■ • Ч ' ' “• . . Д. с. ". Г '/У У у ' . .. у ' У" ''У • . ’ ;

; Поскольку приведенные рассуждения справедливы для любой кривой Г, 
а входящие в оценку |[х(/, i°, х°) || постоянные нс зависят от выбора Г, 
то. при v > 0 , удовлетворяющем неравенству v~>y/c, получаем, что

■у . у  У  . ;  ||х(г, t°, Х») || || || е” *’ • - » -  у у

для всех t у  Rm, >  й  (i =  1, . . .  , т), где р =  у — cv, и, следовательно, 
,|х { и я ,  х°) 1| -> 0 при 1̂ +  ...-4- tm ^oo .  Теорема доказана.

-Следствие. Если в системе (2) оператор-функции A$(t) ■(/ =  1, . ..,, m) 
не зависят от I, а спектры «(/13) операторов Ау (/—1у. . .  , /п) лежат в ле­
вой полуплоскости, то неравенство (6) выполняется и, следовательно, для 
системы (7), у которой оператор-функций Aj(i) (]-■■ ] , . . . ,  /п) не зависят 
от i, теорема 1 может быть сформулирована следующим образом: если 
спектры » (Aj). операторов-А у (/ =? -1 д т) лежат'в левой полуплоскости, 
то нулевое решение системы (7) асимптотически устойчиво при любых 
функциях Ri(t( х), . . .  , Ят(1, х), удовлетворяющих условиям полной 
интегрируемости: системы ‘ (7) и неравенствам: (8); с достаточно малой ■ 
постоянной v > 0 . ; ■ ' .

Другой важный класс линейных систем, для которых выполняется 
неравенство (8), образуют асимптотически устойчивые приводимые си­
стемы [8]. •
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