
« ( • ) = {uk (t0), .... . Ф{%— 1 ), и, « ^ . '( T + l ) ,  , и*-' (tx — 1 )};
х (-) =  {л0> x(t0 +  1), . . .  f .x (/а)} — соответствующая и(-)  траектория. 

Функции ij) определяются из рекуррентного соотношения:.
^  дН (x (t), ф(/), и (t) , t)

для всех i Ег [т -|- 1 , ^  — 1 ],
. 1) = д<р(х (А)) 

дх
i
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О СУЩ1ЕСТВОВАНИИ ТРАЕКТОРИИ,
ИДУЩЕЙ ИЗ ОДНОЙ ОСОБОЙ т о ч к и  В ДРУГУЮ

Рассмотрим систему
х г - Р (х) , у -  Q(x) -\-R(x)y, (1)

где функции Р (х) , Q(x), R(x) удовлетворяют следующим, условиям.
1. Р(х), Q (х), R(x)  -А- непрерывно дифференцируемы и не имеют 

общих множителей.
2. Уравнение Р(х) —0 имеет m простых корней, где т ^ 2 .
3. Функция R(x) ФО при x=Xi, если P.(xi) — О, I,— 1, 2, . . .  , т .  
Отметим, что признаки.существования сепаратрис, идущих из одного

седла в другое, из седла в то же седло, из седла в узел, указаны в рабо­
тах [1— 4]. , ' . ' .

Всегда можно считать, что одна из особых точек находится в начале 
координат. Пусть ,

x i < x z<  ; . .  < xi+i<xi=0 '< x i+i-< v.. < x m,
где Х { ,  х-г,  ,  х 1П ■ — абсциссы особых точек. Фазовая плоскость прямыми 
х  = ~ х { ,  х = =  x z , ...... , х = х т  разобьется на вертикальные полосы! Каждая из
этих прямых является инвариантным множеством. Ограничимся рассмот­
рением поведения траекторий в полосе 0<л'<Х '/ц, так как в остальных
полосах рассуждения будут аналогичны. Слева от прямой x —Xi и справа 
от прямой х —хт, а также внутри полос траектории, идущей из особой 
точки в ту же точку, не будет на основании [4]. '

Пусть вторая особая точка расположена на оси ОХ. Если это не так,-г-.. —  ■—  Q (.с., ,)
то преобразованием х — х, у — ш  -\- у , где а =  - 5 7 7 —с——, систему (1 )
сведем к системе того же вида

R (*M-i) xi-1-1

х--=Р(х), y = N(x)+R(x)y ,  (2)
■где N(0) ^N(xi+i) =0 и Щх)  =  Q (х)-\-axR(х)—аР(х). Точки 0(0; б) 
и A (xi+i; 0) — особые. Вертикальных асимптот нет. Траектории, находя-



щиеся в полосе, за пределы ее выйти не могут. Особая точка будет либо 
узлом, либо седлом. Из А в О может идти бесконечное множество траек­
торий, либо одна, либо ни одной при £-»—|-'оо или2-*— оо. Пусть траекто­
рии ВХОДЯТ В ТОЧКУ О ПрИ Д -.+  ОО.

V. R(x) сохраняет знак или меняет его п раз, где n =  2t, т. е. 
R(Q)R{xi-\.\) > 0 . Тогда X для точек О и Л имеет одинаковые знаки, а X — 
разные. (Х,2 — корни характеристического уравнения для особой точки 

%z=R{xj), j — l, /+1:) Без ограничения общности будем счи­
тать, что 0(0; 0 ) — узел, тогда Л (xi+i; 0) — седло. Траектории х =  0 
и x=Xi+i одновременно стремятся к особой точке. Здесь |х |< 4 -° о . 
Справа к точке О, стремятся все траектории и образуют двумерное мно­
гообразие, т. е. заполняют всю полосу. Из точки Л слева выходит одна 
траектория у,= S(x), т. е. многообразие достоит из одной линии. Эти два 
многообразия пересекаются по кривой y ^ S :(x) . Пересечение многообра­
зий будет нормальным на основании [1]. Существует единственная траек­
тория, идущая из точки Л в точку О. Эта траектория устойчива при 
возмущении.

Если Р(х), Q(x) и R (х) — полиномы, то из явного выражения для
сепаратрисы следует, что существует единственная траектория, Идущая

' ,. о ’
из седла в узел, так как J г|) (х0; x) dx = C, где‘ ,.! ■ ' ' xiP1 ’ \Ч -ЧЧ ЧЧЧ , ; ■

л|)(х0; х ) ■■■-■ ~Д"ПУ" 0ХР
Ко

R ( x )
Р ( х ) dx

Остальные траектории, расположенные в окрестности точки О выше кривой 
у  =  S (х), уходят в оо по у, а если же траектории расположены в окрест­
ности точки О ниже у S  (х), то уходят в — оо по у при t -> -|- оо.
- • 24 R (х) меняет знак r -раз, где r--=2i—1, т. е. R (0) R (xw ) < 0 ; причем 
R(0)P'(0) > 0 , R (х/м) P '(xm-i) X ) . Тогда точки О и Л — узлы. Все траек­
тории, выходящие из Л, стремятся к О, и нет изолированной траектории, 
идущей ИЗ Л В О. ' , 2 '  ̂ ; . TV ■ . '. V ' ' '

3'. Д  (х) меняет знак r -раз, где г- 2i— i, т. e.-R(0)R(xw ) < 0 , причем 
R (О)Р'(О) ^ 0 /  R(xi+ijР/ (xi+i) <;0, Точки О и Л — седла. В этом случае 
может быть либо одна траектория, идущая из Л и О, либо ни одной.

Если Р (х), Q (х), R (х) — полиномы, то J
... 4 - X  ; " .  : Х р :

R  (х)
Р ( х )

dx > -f ОО при X ••>• Х/.;_1

и j p(t) dx -у +  оо при х -> 0. ; |

Тогда для существования единственной траектории, идущей из седла в 
седло, необходимо и достаточно, чтобы ,Х.

х1р\ ; „ о  ■. :2.,
j У (х0; х) dx ■■ -• 0 хс== [0; x/.liI. (3) ;
0 • '• ". • ' - -Ч

; Теорема 1. Если для системы (1) выполнены условия 1- - 3 и кривая 
Q ix) +R  (Х)У: 0 не пересекает оси ОХ на ]0; хли[, то на [0; х/м] нет траек- • 
тории, идущей из седла в сеДло.

.2 : Д о к а з а т е л ь е т в о. Без ограничения обппюсти будем считать, что 
х2>0, а р  Д-0.под изоклиной нуля и г/ -< 0 над изоклиной нуля в окрест­
ности точки О. Сепаратриса, вышедшая из точки О справа при 2- >~|-оо 
расположена выше оси ОХ, а из Л -слева при4-К--4-00 расположена ниже 
оси ОХ Эти .сепаратрисы не пересекутся, так как г/'^Д0 в области 
Q<.x<.xk, у СО и х/(<х<Х /...1, //> (), где Xk -—•' нуль функции R (х), т.. с. 
нет траектории, идущей из седла в седло. ' ■ ;
68



Теорема 2. Если~для системы (1) выполнены условия 1—3 и кривая 
Q(x):-\-R{x),y — 0 пересекает ось ОХ один раз на ]0; Xi+i[ в тонко (ху, 0), 
a R(x) меняет знак один раз при переходе х через Xk, где ,v';jO '/i, то 
на [0; хг+1] нет; траектории, идущей из одного' седла в другое при
* о > — , где х0 — точка экстремума функции Q(x) \ - R(x) у - 0, бли­
жайшая к началу координат.

Теорема доказывается аналогично [3] методом сравнения поля урав­
нения фазовых траекторий системы (1) с полями симметричными, .где

'V ■
Пример.

' х - - =  { а х - \ - Ь ) х ,  р  ■■ ( a i X - \ b i ) x - \ -  ( c x - - \ - d ) y ,  , ■- V. (4)

где a, b, d г/= 0, ad— Ь с ф 0. Преобразованием- л: — хг у  =  -.Vi •[• уг
систему (4) приведем к виду

. (axi +  b) хи y ‘x ~ k  (ахг -f b) х1 -|- (c% +  d) уъ :■ . (5)

где /г= 0(0; 0) и Oj — особые точки, (cx+.d)

на ]0; — y [  меняет знак, b-d<  0, тогда точки О и Л — седла.< щ : >.
По теореме 1 при к ф О  нет траектории, идущей из седла в седло. При 

/е === 0 такой траекторией будет прямая у* — 0. Тогда система (4) при 
ayl—bxc- axb- -b,d, b-d <  0 и ab (be ad) <  0 имеет единственную траек­
торию у -â cl.z ‘bf~ Х> идущую ИЗ:.. ССДЛИ I! СОДЛО. ■ ■■ J ■ Т V

Расс мотр и м систем у • 'б . , ■ ; '/.-■■■■■' Д б •/ :,/f; -.у.
х = Р(х), y = Q{x)-\-R\x)y, i=M (x \  y)-\-N(x\ y)z, (6)

где l) P(x),  Q(X), R(x), M(x; y), N(x\ у) - непрерывно дифференцируе­
мые функции no x и у, не имеющие общих.множителей;

2) у|)ависние Р(х) - 0 имеет т простых корней, где т ^ 2 ; ’
3) R (а-) ф  О, N (х\ у) ф  0 при х г/̂ = г/г, где хг—корень Р (х); - О,

т.
. -R W  . .... ...........  ............... ...................  „ ... .

- Пусть абсциссы . особых точек расположены следующим образом; 
* i< * 2<  .. • <.хт. Пространство > XYZ плоскостями х = Х { ,  х  =  Хг , :  
х — х т  разобьется па вертикальные полосы. Каждая плоскость
— 1 ( 2 ,:.. . .  , т) является инвариантным множеством--.-•. на ней располо­
жены целью траектории. Они Описываются двумерной-системой

y  =  Q ( x i ) + R { x i ) y ,  z = M ( x i \  у ) + Щ х г ,  y ) z .  _ (7)
В плоскости x--xi будет только"одна особая точка: либо узел, либо седло.. 
Справа от.плоскости ,v=--=xm. и слева от х = Х\, и в плоскости x — xi траек­
тории, идущей из особой точки J’. т.у'же точку, не будет на основании [4]. 
Для описания траекторий,- находящихся в полосах; найдем сначала их 
проекции на плоскость Z —0. Эти проекции являются траекториями дву­
мерной системы (1) . :

х = Р(х) , y ^ Q (a-) \-R (х)у.
.Затем' строим’ цилиндрические:, поверхности, направляющими которых 
являются траектории системы. (1),. а образующие параллельны оси OZ. 
Эти цилиндрические поверхности являются инвариантным множеством. 
Они задают расслоение каждой полосы.
.. Для системы (б) траектория, идущая из одной особой.точки в другую, 

может быть лишь в том случае, если она существует.для системы (1).
Пусть y-—S\x)  — уравнение единственной' траектории,- Идущей из 

•одной особой точки в другую в полосе х ^ х х ^ х ц л  для системы (1) . Для



/

системы (6) предположим, что на [хг, Хг+J особые точки лежат на оси ОХ, 
причем одна совпадает с началом координат. Общность рассуждений от 
этого не изменится. Применив к системе (6) преобразование х=х,  
y= y + S (x ) ,  z=z,  получим систему
_ х = Р ( х ) , y=R(x)y ,  z=M(x; y + S  (x))+N{x-, y-}-S(x))z. (8)

Поведение траекторий системы (8) описывается системой:
. х = Р(х), z=M (x; S(x))+N{x-, S (x ) )z  (9)

в плоскости у  =  0. Поэтому,, если система (1) имеет единственную траек­
торию, идущую из одной особой точки в другую, а система (9) имеет 
хотя бы одну такую траекторию, то система (6) всегда имеет хотя бы 
одну траекторию, идущую из одной особой точки в другую. Такие.траек­
тории системы (6) будут расположены на одной поверхности.

, Теорема 3. Если для системы (6),выполнены условия 1—3, то для то­
го, чтобы на [хг, Xi+1] существовала одна траектория, (бесконечное мно­
жество траекторий, лежащих на одной цилиндрической поверхности), 
идущая из одной особой точки в другую, необходимо и достаточно, 
чтобы система (1) имела единственную траекторию и система (9) одну 
такую траекторию (бесконечное множество траекторий).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность доказана выше. 
Необходимость, Пусть система (6) имеет одну траекторию (бесконеч­

ное множество траекторий, лежащих на одной цилиндрической поверх-' 
пости), идущую из одной особой точки в другую, Так как система (1) 
описывает поведение проекций.системы (6) на плоскости X—,0, то чтобы- 
здесь была единственная траектория, идущая из одной особой точки 
в другую, нужно чтобы все траектории системы (6), идущие из одной 
особой точки в другую, находились на цилиндрической поверхности 
y---S (х). Поведение траекторий на поверхности y = S  (х) описывается 
системой (9). У ■ ' ‘

Аналогичная теорема справедлива и для системы п дифференциаль­
ных уравнений.

Теорема 4. Если система ''
x -P(X i) ,  Xh- Q.h-i{xi\ х%\ . . . ;  xh- i ) + R h-i{Xi-, х2; . . .  ; xh~i)xh (10) 

\k-=2, 3, . . .  , /г) удовлетворяет условиям:
1) Р(х i), Qh-i{xi\ х2; ; xk~i), Pk->i(xi; х2; Хь- i ) — непрерывно

дифференцируемые функции по х\\ . . .  ; Хи-л и не имеют общих множи­
телем; -г :

2) уравнение P(xi) = 0  имеет т простых корней, где т ^ 2 ;
3.) R k-i {х{

Р {Xi) ~  0» а хи- i  •

А-1 1 - 1 , 2 , т и х\ — 1
Qft-i (X1 > -i )

R k —i ( х \  ■

корень уравнения 

то для существования един-
ч> ••• > xk-0 - ' ' .

ственной траектории (бесконечного множества траекторий, лежащих на од ой 
цилиндрической поверхности), идущей из одной особой точки в другую, 
необходимо и достаточно, чтобы система первых («.— 1) уравнений имела 
единственную такую траекторию и система

. Xi=P(xi)', xh=Qh-iix\\ Si{Xi)\ .-.. ; 5 fe_2(xi) +
-\-Rh-i(xi', <S(xi); .. .', Sh-2{xi)Xh, (11)

где Si(x) — уравнение траектории, идущей из одной особой точки в дру­
гую для (t-f-1) первых уравнений системы (10), (i= 1, 2, . . ,  , k —2) имела 
одну такую траекторию (бесконечное множество траекторий).

Пример.
; (ax+b)x,  y =  (ai?c+bi)(x-\-(cx+d)y, 

z — й2хг-\-Ь2ху-\-с2уг~\-й2х-\-12у-\- {ciX-{-diy-\-li) z, (12)
b -d<iO, ab (ad—be) >Q. Если aid—bic — аф—bia, то в  плоскости XOY 
существует траектория, идущая из седла в седло, y = kx,
70
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Система (12) при щй—bic- -aib—Ъ\а и
1) 6 /i> 0 , ab{ka— (ci,+ M i)6 ]> 0  или bli< 0  и ab[lia— (ci-\-kdi)b\<.0,

или йЬ\1\й—(ci-|-&g?i)Ь]!>0, {̂<X2-\-bik-\-Czb?‘s)li—(dz-^lzk) (ci-{-kdi) =
— (a2-\-b2k-\-C2kz)b— (d2-{-kk)a имеет траекторию, идущую из одной осо- 
'бой точки'в другую, '

2) b l i> 0, ab[lia— (ci-\-dik)b]<:0 имеет бесконечное множество траек­
торий, идущих из одной особой точки-в другую.
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К УСТОЙЧИВОСТИ ВПОЛНЕ ИНТЕГРИРУЕМЫХ СИСТЕМ 
В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Дифференциальные уравнения в банаховом пространстве привлекают 
'внимание математиков и Других специалистов [1—4], так как, помимо ; 
чисто теоретического, имеют большое практическое значение [1].

Пусть В ...банахово (действительное или комплексное) простран­
ство; Ь(В) — банахова алгебра линейных ограниченных операторов В 
в В\ G (В) — группа обратимых элементов алгебры L (В) \ Rrn • - /?/-мер­
ное евклидово пространство и 7?+==-{t Rm,! .0,- . . .  ,

Рассмотрим вполне интегрируемую [5] систему дифференциальных 
уравнений

; х (0), ( / = 1 ,  . . .  , m), ' (!)

где х (0 е Д ,  t с~ R™, fj (t, х) (/ = 1 ,  ----- m) — функции, определенные ;
для (I, х) с~ R”\- X В со значениями в В, непрерывно дифференцируемые 
в R + X  В [5]. ' /  ■ , '

Предположим,, что f/(/, 0) =  0 ( /=  1, . . .  , m; t(=R+). Тогда функция .. 
х  (£) = О является решением системы, (1). Это решение будем называть нуле­
вым-или тривиальным. ' - . ■

Определение. Нулевое решение системы (1) устойчиво (по Ляпу­
нову), если для любого е > 0 найдется такое 6 > 0 , что ||x(/)||-<e как 
только !|х°|! < 6 ; х° ~ х {1°) ; это решение асимптотически устойчиво, если 
•оно устойчиво и существует такое Д!>0, что х(0->-0 при £i.+ . . . 
если Цх°Ц<ДЛ. :,Д  7;- .

При изучении вопросов устойчивости системы (1) полезна одна лем-
ма, для формулировки которой сделаем некоторые замечания. Пусть Г ...
некоторая спрямляемая кривая в Rm, начинающаяся И точке t° и оканчи­
вающаяся в точке I1 (которая может быть бесконечно удаленной) и та­
кая, что при движений вдоль Г от 1° к I1 координаты В, . , .-,  tm движу­
щейся точки нс убывают. Через Г (!°, 7) будем обозначать часть кривой Г, 
начинающуюся в точке 1° и оканчивающуюся в точке /енГ. Пусть в точ­
ках Г определена действительная неотрицательная функция £(/).  .
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