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О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ,ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВЫСШИХ. 

ПОРЯДКОВ ОДНОШАГОВЫМИ МЕТОДАМИ -

Пусть для задачи Коши
?/»Ч. : /(* ,/у, г/'-"- О), . (1)

Уи)(х0) //{,°> i 0, I, . . .  , т - 1 , (2 ).
необходимо найти в точке Х^>Хо с абсолютными ошибками, не превосхо- 
дящими величины в> .0, значения решения и его производных до порядка ' 
т — 1 включительно.,Будем считать функцию f(x, у, у', .. , , r/t»1-1)) доста­
точно , гладкой ,в,- следующей области Ge изменения ее аргументов:. 
х ^ [ х 0, XI, границы изменения уМ^уЩх,.  т|(0), • •, r)(m-1)) , t  =  0, I, ,
т —-1 , описываются изменением начальных данных g, . . ,  , if"1 Д где 
geEfxo, А7], а г)(й такие, что выполняются неравенства ■

■ ]ум {X, x0i у0, . : . . ;  y<jn-i))— уЩХ,  g.rjO», , , rjt'»-1))! e> j
. ‘ Т' • . i: =  0 , 1 ,, . . . -, tn-T- 1 . ’ ' ' ■.

; Здесь и далее через .у®(х,'а; Р(0), • • • ,. обозначена i-ая- производная - 
по х решения у (х) уравнения ( 1 ) при начальных условиях ^й(а)==р(Дг 
г= 0, 1, . ’. . ,  tn— 1 ,

Предположим, что для решения поставленной задачи избран одно- 
шаговый метод, .позволяющий по информации типа. (2 ) в точке хп нахо­
дить в очередной точке xn+i=xn-\-h значения приближенного решения 
и его первых т — 1 производных с-локальной погрешностью порядка 

Рассмотрим вопрос о его сходимости. -
Обозначим через ; / г> (,v, хп, гф°\ . . .  , У ^ 1)) =  У$ (х), г =  0,1, , . .  , 

гп 1 , точное значение в точке х г'-ой производной по х решения уравне­
ния (1 ) в случае начальных данных хп, у ^ \  . . .  , у\{п- Х), где у ^  — при­
ближенное . значение г'-ой производной искомого решения в точке хп." При 
этом у<£) (х) ,•//„(*), уЩ . -= ул, п ,== 0, 1, . , ,  , N. Введем, кроме того, 
обозначение

Еп t //(I (-’1'fl) //п > &0-Ы — У'п> • • • .
где Т — знак транспонирования. 
Предположим, что для всех 1 =  0,1, .

y<bm- l)r f  У(, Г Л)\Т, п =  0, 1, . . .  ,  N, 

.. , п выполняются неравенства
XXr-x.) F ^  1& 

<  “Г> (3)
где /;> ( ) ---некоторая постоянная, и покажем, что/если шаг h выбран 
достаточно малым, удовлетворяющим, например, неравенству

в
(X — х0) С >

где С> 0  — постоянная величина, то. неравенства (3) выполняются также 
для значений t = = n + l , . / . . , ЛД и приближенное решение не выйдетва пре­
делы области Ge/Д л я  этого рассмотрим вектор который можно
Представить в форме - . /
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У о (•*•/! |-i) У п (Л'«-!-1) ”1' У п (Хп+\) Уп+1
у'о(хп+л)—у'„{хп+1) I-//;(a-.-m-i)—z/,;.fl ...
y (o l" X){XnV\) - - У ^ - Х)(Хп-\ \) +  y\ln~ X) {Xn+l) — y iX Y ^ j

, ( 5)

или
En+l — Z/I I 1 -| • /̂/J | 1 , - ' . . (6)

где z„+1 =  , 0u":' ' l) (a'/! |:i) - ^ " г-1) (л:/* i-O]7', ...
’ . Rn+\ ■ = [4+l> Н'Ль ••• » fn+ll)]T> -

; ■ r<:]-i — 1) —■ y\t]'Г» 2 —0 , l, . . . ,  /л  1 ,
причем, согласно предположений, =  0 (hk̂ )  для всех 2 — 0,-1 , . . . , 
т -— 1 . На основании (6) получаем . - . . .V  -— -

' l|5n+i||i^||2n+i||i-j-||^n+illl, - (7 )
i справедлива оценка ||Fn+illi=^2?ft+1F> гдепри этом, очевидно, для 

R f> 0 — константа.
Для оценки ||zn+illi рассмотрим вектор

- Цх) =  [ у 0 (х)-— У п (х), у'о (х) -  Уп (х), .. . , У о п~ 1) (х) : - у Т ~ Х) M f ;  
Так как ; . . . . .....

уЩ (х) г, yV) [X, х„, у0 (х„), . . .  ', y[m~ l) fe.)], I =  0, 1 , . . .  , in— 1 ,
то z (X) есть решение системы Дифференциальных уравнений- z'(x) = 
=A (x)z{x) -о-начальными условиями

/  Ц х п) --= 1Уб(хп) - Уп’ Уо (хп) ~~ Уп> г ^ л 7’,-

~ ; 0 . 1 0 * • 1 0 ■ 0
0 • 0 .. 1 . . . 0 •/' о ;

где А (х) V о ; : 0 0 . 0
• • •

1
; df df Of Of Of■
_ дУ ... ду' Оу" * ' • dy(m- 2) -• * •

df д 
ду{1). ~  dt/P f Уп

. ч / 
Уп : * * •' >Уп):\- ©г ( х ) [ # ( ^ ) —y f ] ,  . . .  , у(оп

,О <0; (х) < 1 , 2 = 0, If. .. , in— 1 .
Тогда, согласно [1], учитывая введенные обозначения, получаем 

v z(x) =Щ хп, х)Еп.. ‘
Здесь й (х п, х) есть матрицант матрицы Л(х), причем ;

\  - l l & f e  I1! <  С  IU W)

( 8 )

№

т— I-
df

dy(i) , 2 =  0, 1 , . . .  , m — 2 .

Пусть -

F =  m ax |n  2  МЛ, где —jriax
- ! I t=o J .. °t

Тогда неравенство (9) примет вид \ .

Полагая в равенстве (8). x =  x„+i и. учитывая (10), получаем

' • [|1(хп+1) ||1 - | |7 , ,и 1 К Й п !

(10).
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Таким образом, принимая.во внимание последнее неравенство, для (| Еп.\.\ ||i 
из (7) имеем' ■ -

II Л'п 1 1 II, <  II £„ ||1е(л'л ! 1_Л«) F -!- h*+'R. ’ ( 1 1 )
Умножая неравенство (11) на е'х~Хп+х) и учитывая .(3) при i = n, получим

- ||Е„-И ||1е(Л'- А'«Т1) <  F .

Отсюда, полагая С =  Re^x~x̂  F и учитывая (4), получаем

,||Д и-1 ||1 < - > У ) в • ' .jt . ' , .
Аналогичные неравенства нетрудно получить для i=n-\-2, . . .  , N. Оце­
ним при сделанных предположениях скорость сходимости вычислитель­
ного метода. На основании неравенства (11), при: | |£ o l |i  —0, справедлива 
оценка

IIЛп |li (1 -\ - ehF -\- -\- е {п~  1) HF'j hk+lR

TA%h=xn+i—xn. ' . v i -  1 .
Принимали во внимание очевидные неравенства е и —  1 ̂ и ,  е и — 1 ̂ и е и , 

получаем llA nlli^/^C ^.—Хо). Отсюда следует равномерная сходимость 
метода со скоростью порядка hh, причём, если выполнено неравен-, 
ство (4), то ||/i„lli<B.

Приведем примеры вычислительных правил решения задачи (1) , (2 ), 
построенных способом, основанным на принципе последовательного 
повышения порядка точности результата [2],' для конкретных значений т. 
В целях ' сокращения записей используем обозначения fL+V1*” ’ ’ Ита_1] =  •
=  f ixn +  У/1+о ••• , y«™f~ l](m-1)), где yln+ т(0 есть приближенные зна­
чения величин уМ (хп yh), найденных с локальными ошибками. порядка 
Iv'i, i =  0, 1 , т — 1 .

Метод четвертого порядка точности для т -2:
h

=  Уп +  -Q- f n 
[5] . /, [5J

■ ’ Ун \-~(f У'п 
[5]

=  Уп +

[2 ];
’ У п + 1 / е  
[31
Уп-1-1/6 
[31

и̂+1/3.
[4]
Уп j -1/ 3 

[4]
У п-\-1 /2
[4] [5] .
Уп\-\/2 г = Уп

[б. !>i]

f[5. !Mj . In72
ft

f.«4-1/6, :
[5] ,

" Уп'\'
[В]

rr V i '

3
h tej ,
3" Уп -t

JA_
54

rf[B, и-,] I 9f|..s, i\ I
l In ' +  X fn + i / G\ ,

[3, 2]

rx[6, |).i] r_ o f[4 , 3] ,[fn +  of „+ 1/з J,
[5]

' У'п
№ rf[6, i>-i) [• >>j i ...

- f t p  l /n  ‘ Г f«-M /3J» 

1-4^4-^],

[ / ^ MlJ-!-4/L4+ij2 -!-/L5i-ilJ.

i t 4, 3]

[4] [5] h j
Уп 4-1 =-Уп -н - r l f !

[6] [В]. [5]'
Уп-f 1 :~ Уп + hyn 4
[5] М

Т  6Уп-ft =̂  Уп+1

Здесь pi может- принимать значения. 4 или 5. При pi=4' приведенное 
правило требует четырёхкратного вычисления значений правой Части 
уравнения на одном Шаге вычислений,, при pi =  5 — пятикратного. Если 
к нему присоединить формулу 'V .
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Г-11 [5] [Б] 1,2 г ,
Ип~\л '■ ; У,, -I- hyn • |- —2 - /L 1 /3, .ГБ] [4] ' ‘

то путем сравнения величин г/ „ + 1  и г/л+ i  можно, судить о локальной точ­
ности приближенного решения и, тем самым, выбирать шаг h с учетом 
требуемой точности результата. К приведенным расчетным формулам можно 
также добавить формулу  ̂ .^  I tx}' I r o f[5 , Hi] I q r[4 , 3] I Д 5 , 4],

1 n-!• 1 • //,i ' I • >41 n • Г ~2 4 '  I 4  « “Г  У/Л+1/3 +  fn+ 1  Ji

на основании которой можно получить дополнительную информацию 
о локальной погрешности полученного приближенного решения. Без 
дополнительной затраты труда на вычисление значений правой части 
исходного уравнения могут быть получены значения приближенного 
решения в промежуточных,точках отрезка [х п, x n+i] с локальной ошиб­
кой порядка h5 по формуле

+'.AYjyA -h —-Y-'C3 +  •:

, -1 - 2y (2 — Y) -1- Y (Y- -  '
где 0 <  у <  1 •
Среди методов, построенных для- задачи (1 ), (2 ) в случае m — 3, рассмот­
рим следующий метод второго порядка точности: '

[2]' [3] ■
.............................................. . ■■■у,«•И
Щ :  
У п \-\1

[4]
■Уп

, 1.31
-2

Ж  i11 
In

иЛ,

[41
Уп+1 =

[5]
~ Уп

[41.
+  % ' + ;

h?
2 г

[3], .
v " Л

ha
6-

f[|>-a. 1-Л . 
In  • > ■

[3]
у 'п + г -

[3]
=  Уп

+■ А  ^  2
ы  + f[4. 3 rn+l ” r, .

[41 * 
У/г+1

[4] [3]
+  hy"n +  ■

hа 
6 [2#°' Hi, T-z

' f & n J : .

[5]
Уп+1 =

[Б]
= Уп

т  

' 1' h,J n + h*
2

[31
У'п +

h a
24

,[3jp[̂ o. P-itM-g] | Ц 4 ,3 ,2 ]
/«•I 1 1>

где р0 может принимать значения 4 или Е5, pi =  3; 4, рг — 2; 3. При значе­
ниях щ, /=0,  1, 2, равных 4; 3; 2 соответственно, метод требует однократ­
ного вычисления значений правой части уравнения на одном шаге. 
Вычисление значений уп.ц и у'„+\ с локальными ошибками порядка /г5 
и h!k соответственно позволяет ожидать получения более точных резуль­
татов по сравнению с другими методами второго порядка, например, 
типа схемы Эйлера с пересчетом [3J, которая может быть применена для 
решения задачи Коши в случае системы, обыкновенных, дифференциаль­
ных уравнений, эквивалентной исходному -Дифференциальному урав­
нению. . , ;

Методы, аналогичные рассмотренным,, могут быть предложены и для 
уравнений более высоких порядков.

В заключение приведем некоторые результаты.численных эксперимен­
тов, выполненных на ЭВМ «Минск-32». .

Пример 1. у" =  — У (0) =  1, У’ (0) =  2.

Точное решение у (х) =  ] /  5 ... (х~ -2)а . Задача решалась на отрезке [0; 4]
стандартным методом Рунге — Кутта, примененным к эквивалентной си­
стеме дифференциальных уравнений первого порядка, методом Рунге —
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Кутта — Нистрема [4] и предложенным методом четвертого порядка точ­
ности при )% =  4. В табл. 1 указаны относительные ошибки полученных 
результатов. ,

Пример 2. у"' =  4y.;+ i| у (0) =  у'  (0) =  у" (0) =  1.
Точное решение у (х) = ех. Задача решалась на промежутке [0; 10] методом 
Эйлера с пересчетом, примененным к эквивалентной системе, а также пред­
ложенным методом второго, порядка точности при Ро =  4; Рх= 3; р2 =  2. 
В табл. 2 приведены относительные ошибки соответствующих значений 
приближенных решений.

Т а б л и ц а  1

А ' X Метод ,Р—К
для системы

Метод 
Р—К—н

Предлагаемый
метод

0,5
2,0 0,09 0,05 ■ 0,02
4,0 2,3 .0,9 0,08

0,25 2,0 0,006 0,005 0,0006
4,0 0,06 0,05 0,003

0,125 2,0 ' 0,0004 0,0003 0,0001 '
4,0 0,003 0,003 0,0002 ;

Т а б л и ц а  2

h X Метод Эйлера 
с пересчетом:.

' Предлагаемый 
метод

\ ' .
0,5 0,015 ■ 0,00021

0,5. 5,о 0,16 0,0049 .
10,0 0,34 0,0089 '

0,5 0,0012 0,000009
0,125 : 5,0 0,012 0,00058

10,0 0,024 0,00013

Таким образом, предлагаемый алгоритм позволяет получать более 
точные результаты не только локально, но и на достаточно больших1 про­
межутках изменения аргумента. •

В заключение,' пользуясь случаем, приношу благодарность своему 
Научному руководителю В. В. Бобкову за постановку задачи и постоян-' 
ное внимание к работе.
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