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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПЕРЕМЕННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
В ФЕРРОМАГНИТНОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

Использование нелинейных и гистерезисных двойств ферромагнитных 
материалов в практике неразрушающего контроля и других областях 
вызывает интерес к вопросам теории нелинейных процессов в ферромаг­
нетиках.. Аналитическое описание нелинейных процессов в ферромагне­
тике может быть осуществлено только приближенно вследствие извест­
ных математических трудностей. Тем не менее это дало определенные 
результаты для ряда частных случаев, например, для бесконечного ци­
линдра в слабом переменном поле (релеевская область), для ферромаг­
нитного полупространства, у которого петля гистерезиса аппроксими­
руется полиномом 3-й степени, и некоторых других. Краткий обзор лите­
ратуры по данному вопросу приведен в [1]. Как правило, при решении 
соответствующих уравнений Максвелла без должного обоснования 
производится замена синусоидального (косинусоидального) намагничи­
вающего поля вращающимся гармоническим. Как будет показано ниже, 
подобная замена приводит к искажению физики процесса и, следова­
тельно, конечных уравнений для напряженности магнитного поля, маг­
нитной индукции и др.

В настоящей работе сделана попытка получить в общем виде систему 
уравнений для напряженности магнитного поля и магнитной индукции 
в ферромагнитном полупростанстве с известной нелинейной зависи­
мостью В = / (Н), на которое действует косинусоидальное магнитное поле.

Решение подобной задачи для активной составляющей напряжен­
ности магнитного поля в ферромагнитном полупространстве рассмотрено 
в работе [1]. Задача сформулирована следующим образом. На изотроп­
ное ферромагнитное полупространство с постоянной удельной электро­
проводностью о и известной зависимостью B = f(H) действует переменное 
гармоническое магнитное поле в форме плоской волны:

U-- -•//,„ cos со/. '■ (1)

После решения соответствующего уравнения Максвелла с учетом 
влияния вихревых тойов и петли гистерезиса получено общее уравнение 
для напряженности переменного магнитного поля в ферромагнитном 
полупространстве: 2

2  [Ял (х) — №пНп (х)] exp (inat) +  2Hcgq 1
П 5= — 50

Нп (х) exp (inwi) +

3



2

~ь [Н"п (х) — т2п # /г (л:)] exp (inat) +  Г 1 Нп (х) ехр(шоУ) X

X ^ [ H " n { x ) — ^ H n (x)]exp(in®t)=0, (2)
п  =  —  со

где Н"п(х) == д*д"2(л0 . ^2 =  гаарО; г2 =  «остр,..

Значения величин ю, a, jx°, }хг, # cg, q см. в [1].
Для рассматриваемого случая, когда на ферромагнетик действует 

чисто косинусоидальное поле, можно легко показать, что Я0 =  0. Замена 
в (2) рядов с пределами — о о ^ п ^ о о  их значениями (с учетом Я0= 0). 
по формуле - , ' ■ . - .

со —  1 .

2  Я„ (x) exp (itud) — ^  Я„ (л:) exp (тсо/) +  2  Я„ (л:) ёхр (шсо̂ ) (3)
П = = —  оо ; П  =  — со Я = 1

позволила получить преобразованное общее уравнение, которое пред­
ставляет структуру' магнитного поля для рассматриваемого случая.

Проведенный нами сравнительной анализ преобразованного общего 
уравнения и выражения (1) в виде H =H m cos(dt=1/2Hm[exp(i<i)t)-{- 
+ ех р (—tcô )] показывает, что при действии на ферромагнетик косину­
соидального магнитного поля (сумма двух вращающихся гармонических 
полей, отличающихся только направлением вращения) поле в ферромаг­
нетике можно представить в виде суммы трех полей: двух, образованных 
из внешних полей с измененными амплитудами и фазами, и третьего — 
сформировавшегося за счет взаимодействия этих двух полей и содержа-- 
щего составляющие комбинационных частот. Подобные процессы имеют 
место в случае воздействия двух различных гармонических сигналов1 на 
нелинейный элемент^ что широко применяется в радиотехнике. Общее 
уравнение для напряженности переменного магнитного поля в ферромагг 
нетике может иметь и несколько иной вид, так как его' форма опреде­

ляется главным образом уравнением петли гистерезиса, рассматривае­
мого- ферромагнетика, однако, принцип его построения должен сохра­
няться для любого ферромагнетика.

Уравнения для напряженности магнитного поля представляют собой 
нелинейные дифференциальные уравнения, которые разрешаются при­
ближенно. В настоящей работе решение этого уравнения выполняется 
также путем последовательных приближений.

В первом приближении не учитыйаетея взаимное влияние гармониче­
ских составляющих вида Нп (х ) exp (inat) и Н-п (х) exp (—inat) . Для этого < 
случая получены следующие формулы для амплитуд 1-й и 3-й гармоник 
напряженности магнитного поля [1]: >

#и(х, t)'= Ci#mexp (—кх)exp[t(cof—kx)]\
HS1 (x, t) = C2HmH7eCi (p) c2 (p) {exp (— |/3  kx) exp [i (3cot — Y ^kx ) ]  —

■ - exp (— 3&x) exp [Зг (соt — kx)]}, ■ (4)
n иЯ — м-2 — Prгде £2=  l/2coapg; И (p) =  —-— ; c2 (p) =  — ^ ; Cn — постоян-

. . • P'g M'g —̂ \lr
ныё коэффициенты (p“ — см. [1])/

Выражения для Н-ц(х,  t) и H-Si(x, t) отличаются-от приведенных 
в (4) только знаком «—» перед i в показателе степени экспоненты.

Выражения Нц{х, t), H3i{x, t), Н~ц(х, t), Я_3i(x, t) используются при 
решении, преобразованного уравнения (2) во втором приближении. При
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этом уравнения для амплитуд 1-й и 3-й гармоник напряженности поля 
составляются с учетом взаимодействия этих гармонических составляю­
щих, а-также влияния 3-й гармоники на величину первой.

В результате решения уравнений для амплитуд 1-й, и 3-й гармоник 
„ учетом указанных выше допущений получены следующие выражения:

Нп  {х, t) =  k-L COS (соt — kx) +  &2 COS [«tf — (2 — 1/3 ) kx] +  ka cos [cô  —
— (4 — У З ) kx] +  Pi sin (at — kx) +  p2 sin [cdf — (2 — УЗ ) kx] -f

■ , - 4-p3sin [<Я — (4 — У З ) kx]\ • (5)

HS2 {x, t) — rx cos (3cot—  Y 3 kx) +  r2 cos 3 (Ы — kx) -f- ' (
+  r3cos [3<Я — (1 — ]/f3) kx) -f r4cos [3<o t -f,(l — ] /3 )  kx] -f- 

+  r5 cos [3cô  -f; (3 -f- j /3  )  kx] -f re cos [ЗсЯ -f (3 — 2 У З ) kx] -f- 
+  h  cos [3©f — (6 — у з ) kx] -f r8 cos ]3at +  (6 — ] /3  ) kx] +

+  r0 cos [ЗсЯ — (6 -f ] / 3 ) kx] +  r10 cos 3 [co£ -f (2 — У З ) /гх] 4- 
rn  cos [2>a>t — (9 — 2 ] / 3 ) kx] +  rlz cos [ЗсЯ-т- (11— 2 ]/3 /e^ ]+  .

+ ' r13 cos 3 [cot— (4 — У З ) kx] +  Si sin (3ca£ — ]/3  kx) +
_-f-s2sin3 (oof.— kx) +  s3sin [3cof — (1— ]/3  J &Я] +  ...

+  s4 sin [3cof -f (Г — У З ) kx] +  66 sin [3cof +  (3 -f ] /3  ) kx] -f- 
+  sesin.[3cof +  (3 —r2 ] / 3 ) kx] -f s7sin,[3cof — (6 — У З ) &x] -j- 

4- s8 sin [3cof +  (6 — ]/3) kx] -f s9 sin [3cof — (6 -f У З ) kx] -)- 
+  s10 sin 3 [®f -+- (2 — У З ) kx] -f su sin [3cof — (9 — 2 У 3 ) kx]Jr 
4- s12sin [3cof — (11 •—2 | /  3) kx] ■]■ S|3 sin 3 [со/— (4— У3)&х], (6)

где kn, Pn, fn, sn (n= 1, 2, . . .)  — переменные коэффициенты, зависящие 
от электромагнитнцх характеристик ферромагнетика. Следует отметить, 
что в ki и /ч первыми слагаемыми входят выражения для Ни (х, t) 
и Hsi (х, t) соответственно. .

Синусовая компонента ряда ФурЬе появляется только, при учете 
взаимодействия соответствующих гармоник обоих, вращающихся полей. 
Следовательно, замена поля вида H —Hm cosat  полем вида #  =  
=  Ят ехр([со^) неправомерна. Все четные гармоники напряженности маг­
нитного поля в рассматриваемом случае равны нулю. Из сравнения (5) 
и (6) видно, что вывод формул для амплитуд более высоких (5-й, 7-й . . .)  
гармоник нецелесообразен, так как это приводит только к усложнению 
выражений. ; ■

Из уравнений (5) и (6) .следует, что напряженность магнитного поля 
в ферромагнитном полупространстве является периодической функцией 
времени, которая может бы'ть разложена в ряд Фурье вида

где

Н(х, t)=Ai  cos (oof—cpi) А-Аз cos (3cof—<р3) -ф • • • -ф 
4-Bi sin(cof—<pi) —j—.S3 sin(3cof—ф3) 4- ■ • - , (8)

Ф1 =  arc tg A Фз =  arc tg -Ф-.DZ
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Каждый коэффициент ряда Фурье'является бесконечным знакопере­
менным сходящимся рядом, так как все его члены содержат множитель 
ехр(—1х), причем значение коэффициента- I возрастает достаточно 
быстро. Практическое значение поэтому имеет оценка числа членов ряда, 
которые вносят основной вклад в величину соответствующего коэффи­
циента ряда Фурье. Результаты выполненных расчетов показывают, что 
вплоть до области максимальной магнитной проницаемости (Hm& H cg) 
для 1-й гармоники достаточно учитывать члены с 1^3 ,  а для 3-й— с /^ 5 .  
При этом выражения для HiZ(x , t ) и Язг(ср, t) можно будет записать сле­
дующим образом:

Я12 (х, i) k\ cos (со/ — kx) +  р\ sin (<Х — kx)\
■ На2 (х, t) skti cos (3at — ]/3  kx) +  r2 cos (3a>t — 3kx) +

+  s{ sin(3orf — \ /3kx)  +  s|sin(3c<tf — 3kx), (11)
где k \ =  Hm exp (— kx) +  1 /20 H3mH7gz c2 (p) c2 (p) X 

X [sxp (■— kx) — exp (— 3kx)]\ 
p[ = 0,lH?nH7g2c1(p)c2(\i)[exp(— kx) — exp(— 3kx)]', 

f'i =  [1/24/Х;гЯ ^2С! (p) c2 (p) -\-3/\60HfnH7ii2c'i (p) c\ (p)] X 
X exp (— ( /3 kx)\

ra =  — 1/24Я^Я52с1(р)с2(р)ехр(— 3kx) — 1 / 1 бОЯ^Я" 4 X '
X c\ (p) cf (p) [exp (— 3kx) -f- 2 exp (—f>kx)\\ 
s\ =  — 1 /80HiH7g c\ ((a) c\ (p) exp (— ] / з  kx);

S2 =  1/80Я^Яс1 4с?(р)с!(р)ехр(— 3kx~). (12)
С ростом напряженности внешнего магнитного поля усиливается влия­

ние нелинейности магнитных свойств ферромагнетика и для сохранения 
заданной точности расчетов необходимо усложнять соответствующие 
формулы, особенно в области приближения к насыщению.

В результате решения уравнений Максвелла из выражений (11), (12) 
получены формулы для 1-й и 3-й гармоник магнитной, индукции в ферро­
магнитном1̂ полупространстве:

В12 (х, t) =  k"\ cos (at — kx) X pi sin (co£— kx)',
BS2 (x, t) = r"\ cos (3cttf — Y 3 kx )  +  r2 cos (3cot — 3kx) -p .

X - f s'i sin (3®t — 1/3 kx) +  si sin (3at •—3kx), (13)
где k] =  Hmpg {exp (— kx) +  lJ20H2mH7g cx (p) c2 (p) X  

X [сл:р ( - kx) — 5 exp ( -  3,v)l}; 
p i  =  0,1 HmHjlpgC-L (p) c2 (p) [exp (— kx) +  5 exp (— 3kx)]; 

r"i =  — Hmpg [1/§4ЯтЯ^2с1 (p) c2 (p) +  3/160 HmH7g X  X 
. X'ci (P) 4. (P) exp ( - \/3kx)\  

r\ =  tffflp J } { [ l /8 f f ^ Cl(p) СЯ (Р ) +  3/160Я^Я7/ x
, X c? (p) c\ (p) exp (—3kx) +  1 /8 0 Я тЯ //?  (p) c\ (p) exp (— 5&x)}; 

s{ -= -  1 /8 H l H Y Y A  (p ) 4  (P) exp (— YSkx);  
si =  Йтр°е [3/80Я^Я^4С1 (p) cl (p) exp (— 3 kx) -f

+  1 /30 HiHTgVi (p) (p) exp (-^ 5kx). (14)
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Если в (13) принять х =  0, то система уравнений для гармоник маг­
нитной индукции согласуется с соответствующими выражениями, пред­
ложенными В, К. Аркадьевым [2].

Полученные уравнения соответствуют известным физическим пред­
ставлениям о .процессе перемагничивания ферромагнетика переменным 
магнитным полем, правильно описывают зависимость параметров маг­
нитного поля в ферромагнитном полупространстве и на его поверхности 
от электромагнитных характеристик ферромагнетика, что позволяет при­
менить их для решения ряда прикладных задач, например, неразрушаю­
щего контроля.
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И. Д. БОНДАРЕНКО, Б. Ю. ХАНОЯ

ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ ПОЛЯРИЗАЦИИ 

ТЕТРАЭДРИЧЕСКОГО ПРИЗМЕННОГО ОТРАЖАТЕЛЯ

Тетраэдрические призменные отражатели на основе полного внутрен­
него отражения в значительной степени изменяют состояние поляризации 
отраженной световой волны [1—3]. Однако в некоторых случаях их при­
менения (например, в интерферометрии, в лазерной технике и т. д.) необ­
ходимо, чтобы состояние поляризации отраженной световой волны было 
инвариантным состоянию поляризации падающей волны (собственное 
состояние поляризации).

Уравнение, из которого можно определить собственное состояние 
поляризации, имеет следующий вид [1]:

V '' Ч аь ) - К( аь): (1)
где. Сц — матрица поляризующего действия тетраэдрического призмен­
ного отражателя; а — составляющая вектора падающей световой волны, 
перпендикулярная к плоскости падения, а Ъ — лежащая в плоскости па­
дения; К — собственные значения, характеризующие фазовые и ампли­
тудные изменения, вносимые отражателем в компоненты электрического 
вектора отраженной волны.

Значения Д можно найти из характеристического уравнения вида:

С11 К &12 
£-21 2̂2 k

(2)

К \ , 2 ----2~ Ucii +  с22) +  V  (Сп +  с2г)2 4 (сис22 с12с21)]. (3)
Собственное состояние поляризации определяется отношением Ъ\а 

составляющих собственного вектора, которое нетрудно получить из (1):
Ъ_ _  К  — сп  
а  с12
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