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УДК 514.765

О ПОТОКЕ РИЧЧИ НА ТРЕХМЕРНЫХ НЕУНИМОДУЛЯРНЫХ  
ГРУППАХ ЛИ С ПОЛУСИММЕТРИЧЕСКОЙ  

ЭКВИАФФИННОЙ СВЯЗНОСТЬЮ

Д. С. ГРИГОРЬЕВ1), Д. Н. ОСКОРБИН 2), Е. Д. РОДИОНОВ1)

1)Алтайский государственный университет, пр. Ленина, 61, 656049, г. Барнаул, Россия 
2)Московский физико-технический институт, пер. Институтский, 9, 141701, г. Долгопрудный, Россия

Аннотация. Изучается поток Риччи на трехмерных неунимодулярных группах Ли с полусимметрической 
эквиаффинной связностью. Уравнение потока Риччи в системе координат, предложенной Дж. Милнором, приво-
дится к системам алгебраических и дифференциальных уравнений. Находится решение уравнения потока Риччи 
в классе левоинвариантных метрик Милнора. Обобщаются результаты работ К. Онды, Д. Кнопфа и К. Мак-Леода, 
касающихся потока Риччи на трехмерных группах Ли в случае связности Леви-Чивиты.

Ключевые слова: поток Риччи; трехмерные неунимодулярные группы Ли; полусимметрические эквиаффин-
ные связности.
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Abstract. The Ricci flow on three-dimensional non-unimodular Lie groups with semisymmetric equiaffine connection 
is studied. The Ricci flow equation in the coordinate system proposed by J. Milnor is reduced to systems of algebraic and 
differential equations. A solution to the Ricci flow equation in the class of left-invariant Milnor metrics is found. The re-
sults of works by K. Onda, D. Knopf and K. McLeod concerning the Ricci flow on three-dimensional Lie groups in the 
case of Levi-Civita connectivity are generalised.

Keywords: Ricci flow; three-dimensional non-unimodular Lie groups; semisymmetric equiaffine connections.

Введение
Р. С. Гамильтон и другие математики исследовали уравнение потока Риччи для связности Леви-Чи-

виты, которое играет важную роль в римановой геометрии [1]. Класс полусимметрических связностей, 
содержащий связность Леви-Чивиты, был открыт Э. Картаном [2]. Естественным является изучение 
потока Риччи на римановых многообразиях с полусимметрической связностью. Известно, что тензор 
Риччи полусимметрической связности не является симметричным, поэтому необходимо рассматривать 
полусимметрические эквиаффинные связности, т. е. связности с симметричным тензором Риччи.

В данной работе изучается поток Риччи на трехмерных неунимодулярных группах Ли с полусим-
метрической эквиаффинной связностью. Уравнение потока Риччи в системе координат, предложенной 
Дж. Милнором, приводится к системам алгебраических и дифференциальных уравнений. Посредством 
решения сначала подсистемы алгебраических уравнений, а затем системы дифференциальных уравнений 
находится решение уравнения потока Риччи на трехмерной неунимодулярной группе Ли с метрикой 
Милнора относительно полусимметрической эквиаффинной связности. 

В настоящей статье обобщены результаты исследований К. Онды, Д. Кнопфа и К. Мак-Леода, ка-
сающихся потока Риччи на трехмерных группах Ли с левоинвариантной метрикой Милнора в случае 
связности Леви-Чивиты [3; 4], а также отражено продолжение работы в этом направлении. Другие ре
зультаты содержатся в публикациях [5–9]. Так, их авторы изучали метрики Эйнштейна и солитоны Риччи 
на группах Ли с полусимметрической связностью.

Предварительные сведения
Пусть M – риманово многообразие размерности n. Определим на многообразии M полусимметриче-

скую связность ∇ формулой
� �� � � � � � �X X

gY Y g X Y V g V Y X, , ,

где X и Y – произвольные векторные поля; ∇g  – связность Леви-Чивиты; g X Y,� � – метрический тен-
зор; V – некоторое фиксированное левоинвариантное векторное поле. Связность ∇ является метрической. 
Впервые она была описана Э. Картаном в работе [2]. При V = 0 связность ∇ совпадает со связностью ∇g.

Тензор кривизны R и тензор Риччи Ric связности ∇ определяются равенствами

R X Y Z Z Z Z

X Y Z R X Z Y

Y X X Y X Y, ,

, ,

,� � �� � � � � � �

� � � � � �� �
� �

Ric tr

соответственно.
Рассмотрим на полном многообразии M однопараметрическое семейство римановых метрик g t� � 

и запишем уравнение потока Риччи

	 �
�

� � � � � �� �
t
g t g tRic . 	 (1)
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Начало исследованию потока Риччи было положено Р. С. Гамильтоном для связности ∇g  [1]. Известно, 
что тензор Риччи Ric связности ∇ не является симметричным. По этой причине рассмотрим ситуацию, 
когда связность ∇ является эквиаффинной, т. е. тензор Риччи Ric симметричен. Согласно источнику [7] 
в случае групп Ли эквиаффинность эквивалентна равенству
	 V g ci

ij kt
j = 0, 	 (2)

где V i – координаты вектора; gij – компоненты метрического тензора; ckt
j  – структурные константы ал

гебры Ли, определяемые разложением E E c Ek t kt
j

j,� � �  для некоторого ортобазиса Ei. В инвариантной 
форме эквиаффинность имеет вид

g V X Y, , .� �� � � 0
Нетрудно заметить, что наличие нетривиальной эквиаффинной связности ∇ зависит от алгебраиче-

ского строения группы Ли. Так, в случае с простой группой Ли единственной такой связностью является 
связность ∇g, а в случае с коммутативной группой – любая инвариантная связность ∇.

Пусть M = G – группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой, g – ее алгебра Ли. Зафиксируем 
базис E En1, ,�� � в алгебре g и положим, что

E E c E g E E g c c gi j ij
k

k i j ij ijs ij
k
ks, , , , .�� �� � � � � �

Также зафиксируем некоторое левоинвариантное векторное поле V, с помощью которого определим на 
группе G связность ∇. Тогда символы Кристоффеля связности ∇ задаются формулами

� �ij
k g

ij

k
ij

k
sj

s
i
kg V g V� � � � � � ,

где �g
ij

k ls
ijl jli lijg c c c� � � � �� �1

2
 – компоненты связности ∇g; gks  – матрица, обратная к матрице  gks ; 

δi
k – символы Кронекера.

Аналогично общему случаю определим тензор кривизны R и тензор Риччи Ric. В базисе E En1, ,�� � 
их компоненты есть

R c g

R g

ijks ik
l

jl
p

jk
l

il
p

ij
l
lk
p

ps

ik ijks
js

� � �� �
�

� � � � � ,

Ric
соответственно. 

Исследуем поведение потоков Риччи для некоторых классических левоинвариантных римановых 
метрик на группах Ли малых размерностей.

Полусимметрические эквиаффинные связности  
на трехмерных неунимодулярных группах Ли

Пусть G – трехмерная неунимодулярная группа Ли. Тогда в алгебре g существует ортобазис E E E1 2 3, , ,� �  
называемый базисом Милнора [10], такой, что

E E E E E E E E1 2 1 2 1 3 2 32, , , .� � � � � � � � �� �� � � �

Рассмотрим на группе G однопараметрическое семейство левоинвариантных римановых метрик

g t A t B t C t� � � � �� � � � �� � � � �� �� � �1
2

2
2

3
2

,

где �i� � – кобазис к базису Милнора Ei� �. Тогда справедлива следующая лемма.
Лемма. Для полусимметрических эквиаффинных связностей на трехмерных неунимодулярных груп-

пах Ли имеет место один из следующих возможных случаев.
1. V � � � � �0 0 0, , , , .� � � 

2. V v v� � � � � � �1 10 0 0 0, , , ., , � � � 

3. V v v� � � � � � � �0 0 0 02 2, , ., , � � � 

4. V v v� � � � � � �0 0 0 23 3, , , ., , � � � 

5. V v v v v� � � � � � � �1 2 1 20 0 0 0, , ., , , � � �

6. V v v v v� � � � � � � �0 0 0 2 02 3 2 3, , ., , , ,� � �
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7. V v v v v� � � � �1 3 1 30 0 0, , , ,  (в этом случае решений нет).

8. V v v v v v v A t v
v
B t v

v
� � � � � � � � � � � � � �1 2 3 1 2 3

2

1

20 0 0 2 0
2 2

, , , , , , , , ,� �
� �

11

0� .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая условие эквиаффинности (2), получаем систему уравнений

	

A t v B t v

B t v C t v

B t v C t v

� � � � � �

� � � � � �� � �

� � � � � �� �

� �

� �

� �

1 2

2 3

2

0

2 0

2

,

,

33 0�

�

�
�

�
�

.

	 (3)

При V � � �0 0 0, ,  система (3) имеет решение для всех � � �, , .�

При V v� � �1 0 0, ,  система (3) принимает вид A t v� � � � �� �1 0 0.

При V v� � �0 02, ,  система (3) сводится к виду 

B t v
B t v
� � �

� � �
� � �

�
�
�

��

�
�

� �2

2

0

0
0

,
.

При V v� � �0 0 3, ,  система (3) имеет вид C t v� � �� � � � �2 0 23� � .

При V v v� � �1 2 0, ,  система (3) принимает вид 

A t v B t v

B t v
� � � � � �

� � �

�
�
�

��
� � � �

� �

�
� � �1 2

2

0

0
0

,
.

При V v v� � �0 2 3, ,  система (3) сводится к виду 

B t v

B t v C t v

B t v C t v

� � �

� � � � � �� � �

� � � � � �� � �

�

�
�

�
�

�

� �

� �

2

2 3

2 3

0

2 0

2 0

,

, �� � � �� � �2 0, .

При V v v� � �1 30, ,  система (3) имеет вид 

A t v

C t v
� � �

� � �� � �

�
�
�

��

�

�
1

3

0

2 0

,

.
 

Так как v v1 30 0≠ ≠, , система относительно α решений не имеет.
При V v v v� � �1 2 3, ,  система (3) принимает вид 

A t v B t v

B t v C t v

B t v C t v

� � � � � �

� � � � � �� � �

� � � � � �� �

� �

� �

� �

1 2

2 3

2

0

2 0

2

,

,

33 0�

�

�
�

�
�

.

Из второго и третьего уравнений системы получаем α = 2, ν = 0. Подставляя в первое уравнение най-

денные значения, получаем A t v
v
B t v

v
� � � � � � �

� �2

1

2

12 2
0, .  

Решения уравнения потока Риччи  
на трехмерных неунимодулярных группах Ли  

с полусимметрической эквиаффинной связностью
Применяя основную лемму, запишем и решим уравнение потока Риччи для каждого возможного 

случая.
Теорема. Пусть G – трехмерная неунимодулярная группа Ли с полусимметрической эквиаффинной 

связностью. Тогда решения уравнения потока Риччи (1) имеют следующий вид.
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1. В случае если V � � � � �0 0 0, , � :
1.1. При � �� � 0 получаем 

A t A t

B t B
A

t

C t C
A

t

� � � � �� �

� � � �
�

� � � �

�� �
�

0

2

0

2

0

2

4

0

2

0

4

4
1

4

2

2

�

�

�

� �

�

,

,

��

�

�

�
�
�
�
��

�

�
�
�
�
�
�

�� �
�

1

2 2

4

2

2

�

�
.

1.2. При � �� �2 0,  получаем

A t A A
B

t

B t B B
A

t

C t C

� � � � �
�

�
�

�

�
�

� � � � �
�

�
��

�

�
��

� � �

�
0

2

0

0
0

0

2

0

4

4

�

�

,

,

.

��

�
�
�
�

�

�
�
�
�

2. В случае если V v v� � � � �1 10 0 0 0, , , , :�

2.1. При � �� �� � �0 2 01, v  имеем

A t A A e A

B t B
A
A

e e

t

t
A v

A A v e

� � � �� � �

� � � � �� �

�

�
�

�

0 1 1

0

1

0

2
1 1

1 1
0 1

1

�

�

�

�

,

�� �
�

� �

t v t

t
A v

A A

C t C
A
A

e e

�� � � �
�

�

�
�

�

�
�

�
�� � � � �� �

1 1
4

2

0

1

0

2

1

1 1
0 1

1 1

,

22
1 3

4

2
1 1v e v tt� �� � � �

�
�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�

� �
� ,

где A
v

v1

2

1

1

4

2
0 2 0�

�
�� �

� � �� � ��
�

� �; .

2.2. При � �� �� � �0 2 01, v  имеем 

A t A A e A

B t B
A A A e

A A A

t

t

� � � � � �

� � �
� � �

� � �

�
�

0 1 1

0

0 1 1

0 1 1

 

 

 







�

�
�

,

AA v A A v e v t
e

C t C
A A

t
1 1

0 1
1

1
2

1 1
4

2

0

0 1

� �
�

�� � � �
�

�

�
�

�

�
�

� � �
� �







�
�

�
�

,

��

� � �

�
�

� �
�

�� � � �
�



 







A e

A A A
e

t A v A A v e vt
1

0 1 1

2

2
1 3

4
1 1

0 1
1

1
�

�
�

�
�

22

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�
�
��

�

�
�
�
�
�
�

t
,

где  A
v

v1

2

1

1

4

2
0 2 0� �

�
�� �

� � � �� � ��
�

� �; .
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3. В случае если V v� � � � �0 0 02, , , :� �
3.1. При � � 0 получаем 

A t A
v B

e
v B

B t B

C t C
A

A

v B t� � � �
�

�
��

�

�
�� �

� � �

� � � �

�
0

2

2

0 2

2

0

0

0

0

0

4 4
2
2
0 ,

,

44 4

2

2

0 2

2

0

2
2
0

v B
e

v B
v B t�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�




�
�
�

�

�
�
�

�
.

3.2. При � � �2 02, v  получаем 

A t A
v B v B

e e

B t

v t v B e v tv t

� � � � �

� � �

� �� � �� � �
0

2 0 2 0

2

1

2
2 1 2

1
2 2

2

2
2 0

2
2

2

,

vv B v e

C t C e

v t

v B e v t

2
0

2

2

0

1

2
2 1

2
2

2 0
2 2

� �
�

�
�

�

�
�

� � �

�

�

�
�
��

�

�
�� � �� �

,

.

��
�
�

3.3. При � � �2 02, v  получаем 

A t A
v e B v

v B v

e

v t
v B v e v tv t

� � �
� �

� �

�
� � �� � �

0

2

2

0
2

2
0

2

2

2
1 2

2 2

2 2

2
2

0
2

2
2

2

,,

,B t v B v e

C t C e

v t

v B v e v t

� � � � �

� � �

�

�

�
�
�
�
�

� � �� �

2 2

2
0

2

2

0

2

2
1

2

2
0

2

2 2

.

��
�

�

�
�
�
�
�
�
�

4. В случае если V v� � � �0 0 23, , , ,�  при � �� � �0   имеем

A t A
A B
v B C

e
A B
v B C

B t

v C t� � � �
��

�
�
�

�

�
�
�

�
��

0

0 0

2

3

2

0 0

0 0

2

3

2

0 0

4 4
3
2
0

� �
,

�� � � �
��

�
�
�

�

�
�
�

�
�

�

�B
A B
v A C

e
A B
v A C

C t

v C t
0

0 0

2

3

2

0 0

0 0

2

3

2

0 0

4 4
3
2
0

� �
,

�� �

�

�

�
�
�
��

�

�
�
�
�
�

C0.

5. В случае если V v v� � � � � �1 2 0 0, , , ,� � �  решений нет.

6. В случае если V v v� � � � � �0 2 02 3, , , , ,� � �  решений нет.

7. В случае если V v v v A t v
v
B t v

v
� � � � � � � � � � � � �1 2 3

2

1

2

1

2 0
2 2

0 0, , , , , , , ,� �
� �

�  решений нет.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем теорему для каждого возможного случая.
1. Пусть V � � �0 0 0, , . Тогда уравнение потока Риччи имеет вид

� �

��

� �

� �

�� � �
�

� �
� �

�� � �

� �
� � � � � � � �

2 0

0

2 0

2 2
2 2 2

,

,

,
B t
A t

dA
dt

A t C t B t BB t C t B t C t B t C t B t C t
B t C t

dB
dt

� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � �

� � �2 2
8 2 8

2
,

�� �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2 2 2 4

2

2 2 2 2A t C t B t B t C t B t C t B t C t� � �� � �
AA t C t

dC
dt

B t C t C t C t C t C t

� � � �

� �
� � � � � � � � � � � � � � � �

,

2 2 2
2 2 8 4 8� � �� � � ��

� �

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

2A t
.

С учетом системы алгебраических уравнений достаточно рассмотреть следующие случаи.
1.1. Пусть � �� � 0. Тогда система дифференциальных уравнений принимает вид

dA
dt

dB
dt

B t
A t

dC
dt

C t
A t

� � �

� �
� � �� �

� �

� �
� � �� �

� �

�

�

�
�
�

�

� �

�

2
4

2

2 2

,

,

.

��

�

�
�
�
�

Отсюда получаем

A t A t

B t B
A

t

C t C
A

t

� � � � �� �

� � � �
�

� � � �

�� �
�

0

2

0

2

0

2

4

0

2

0

4

4
1

4

2

2

�

�

�

� �

�

,

,

��

�

�

�
�
�
�
��

�

�
�
�
�
�
�

�� �
�

1

2 2

4

2

2

�

�
.

1.2. Пусть � �� �2 0, . Тогда система дифференциальных уравнений сводится к виду

dA
dt

A t B t
B t

dB
dt

A t B t
A t

dC
dt

� �
� � � � �

� �

� �
� � � � �

� �

�

�

�

�
�
�

4

4

0

2

2

�

�

,

,

.

��

�

�
�
�
�
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Отсюда, разделяя переменные, имеем

A t A A
B

t

B t B B
A

t

C t C

� � � � �
�

�
�

�

�
�

� � � � �
�

�
��

�

�
��

� � �

�
0

2

0

0
0

0

2

0

4

4

�

�

,

,

.

��

�
�
�
�

�

�
�
�
�

2. Пусть V v v� � � � �1 10 0 0 0, , , , .�  Тогда уравнение потока Риччи имеет вид

B t A t v
A t

dA
dt

A t C t v A t C t v B t

� � � � �� �
� �

�

� �
� � � � � � � � � � � �

1

1 1

4

2
0

2 4

�

�

,

�� �

�

2 2

2

1

2

2 8

2

2 4

� � � � � �
� �

� � � � � � � � � � � � �

C t C t
C t

dB
dt

B t
A t C t v A t C t v

,

11 1

2 2

2

8 2 4

2

2

� � � � � � � � � � � � � �
� � � �

� �
� �

A t C t v B t C t C t
A t C t

dC
dt

A t

� � �
,

CC t v A t C t v A t C t v B t C t C t
A t

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �

1

2

1 1

2
4 8 4 8

2

� � �
..

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�

С учетом системы алгебраических уравнений получаем систему дифференциальных уравнений  
при � � 0

dA
dt

A t v

dB
dt

B t A t v A t v
A t

� � � � �� � � �

� �
� � � � �� � � � � �� �

�

� �

� �

2 4

2

1

2

1 1

,

��

� �
� � � � �� � � � � �� �

� �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

,

.
dC
dt

C t A t v A t v
A t

1 12 2�

Отсюда имеем A t
v

A
v

e v t� � � �
�
�� �

�
�
�� �

� �� ��
�

�
�

�
2

1

0

2

1

24

2

4

2

1 .

2.1. Если v1 2 0� �� � � , то решение системы дифференциальных уравнений принимает вид

A t A A e A

B t B
A
A

e e

t

t
A v

A A v e

� � � �� � �

� � � � �� �

�

�
�

�

0 1 1

0

1

0

2
1 1

1 1
0 1

1

�

�

�

�

,

�� �
�

� �

t v t

t
A v

A A

C t C
A
A

e e

�� � � �
�

�

�
�

�

�
�

�
�� � � � �� �

1 1
4

2

0

1

0

2

1

1 1
0 1

1 1

,

22
1 3

4

2
1 1v e v tt� �� � � �

�
�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�

� �
�

,

где A
v

v1

2

1

1

4

2
0 2 0�

�
�� �

� � �� � ��
�

� �; .
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2.2. Если v1 2 0� �� � � , то получаем следующее решение системы дифференциальных уравнений:

A t A A e A

B t B
A A A e

A A A

t

t

� � � � � �

� � �
� � �

� � �

�
�

0 1 1

0

0 1 1

0 1 1

 

 

 







�

�
�

,

AA v A A v e v t
e

C t C
A A

t
1 1

0 1
1

1
2

1 1
4

2

0

0 1

� �
�

�� � � �
�

�

�
�

�

�
�

� � �
� �







�
�

�
�

,

��

� � �

�
�

� �
�

�� � � �
�



 







A e

A A A
e

t A v A A v e vt
1

0 1 1

2

2
1 3

4
1 1

0 1
1

1
�

�
�

�
�

22

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�
�
��

�

�
�
�
�
�
�

t
,

где  A
v

v1

2

1

1

4

2
0 2 0� �

�
�� �

� � � �� � ��
�

� �; .

3. Пусть V v v� � � � � �0 0 0 02 2, , , , .� �  Тогда уравнение потока Риччи сводится к виду

� �

� � �

�� � �

� �
� � � � � � � � � � � � � � � �

2 0

2 4
2

2

2

2

2 2

,

dA
dt

A t B t v A t B t v A t B t B t�� � � � �
� �

� � � � �� �

� � � � � � � � � �

�

� �

2

2

2

2

B t
B t

dB
dt

B t v

dC
dt

C t
A t B t v A t

,

,

�� � � �

� �

�

�

�
�
�
��

�

�
�
�
�
�

� � �v
A t

2

2
4 4

.

С учетом системы алгебраических уравнений достаточно рассмотреть следующие случаи.
3.1. Пусть α = 0. Тогда система дифференциальных уравнений имеет вид

dA
dt

A t B t v

dB
dt

dC
dt

C t A t B t v

A t

� � � � � � �

�

� �
� � � � � � �� �

� �

�
2

2

2

2

4

0

4

,

,

.

��

�
�
��

�

�
�
�
�

Отсюда получаем

A t A
v B

e
v B

B t B

C t C
A

A

v B t� � � �
�

�
��

�

�
�� �

� � �

� � � �

�
0

2

2

0 2

2

0

0

0

0

0

4 4
2
2
0 ,

,
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2

2
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2

0
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2
0

v B
e

v B
v B t�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�

�
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�

�




�
�
�

�

�
�
�

�
.

Пусть α = 2. Тогда система дифференциальных уравнений принимает вид

dA
dt

A t B t v
B t

dB
dt

B t v

dC
dt

v C t B t

� �
� � � � �� �

� �

� � � �� �

� � � � �

2

2

2

2

2

2 2

,

,

�� �� �

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

v2 2 .
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Отсюда имеем B t v B v e v t� � � � �
2 2

2
0

2

2 2 .

3.2. Если v2 < 0, то решение системы дифференциальных уравнений сводится к виду

A t A
B v B v

e e

B t

v t v B e v tv t

� � � � �

� � �

� �� � �� � �
0

0 2 0 2

2

1

2
2 1 2

1
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2

2
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2
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2

,

vv B v e
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2
0

2

2

0

1

2
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2
2

2 0
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� �
�

�
�

�

�
�

� � �

�

�

�
�
�
�

�

�
�� � �� �

,

.

��
�
�

3.3. Если v2 > 0, то получаем следующее решение системы дифференциальных уравнений:

A t A
v e B v

v B v

e

v t
v B v e v tv t

� � �
� �

� �

�
� � �� � �

0

2

2

0
2

2
0

2

2

2
1 2

2 2
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2
2

0
2

2
2

2

,,

,

.

B t v B v e

C t C e
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v B v e v t

� � � � �

� � �

�

�

�
�
�
�
�

� � �� �
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2
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2
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0
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2
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2
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�

�

�
�
�
�
�
�
�

4. Пусть V v� � �0 0 3, , , v3 ≠ 0, α = 2, тогда уравнение потока Риччи имеет вид

1

2
0

2 0

2 8

3

2

3

2 2 2

B t v

dA
dt

A t B t C t v A t C t B t

� � �

�

� �
� � � � � � � � � � � � � �

�

�

�

,

,

�� � � � �
� � � �

� �
� � � � � � � � � � � �

2

2

2 8

2

2

3

2

B t C t
B t C t

dB
dt

A t B t C t v A t C t B

�
,

tt B t C t
A t C t

dC
dt
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� � � � � � �
� � � �

� �
� �
� �

�

�

�
�
�
�
�
�
��

�

2 2 2

2

2

2

2

� �

�

,

.
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�
�
�
�
�
�
�

С учетом системы алгебраических уравнений получаем систему дифференциальных уравнений  
при ν = 0

dA
dt

A t B t C t v A t B t
B t

dB
dt

A t B t C t v

� �
� � � � � � � � � � � �

� �

� �
� � � � � �

3

2 2
4 �

,
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4

0

� � � � � �
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�
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�
�

�

�
�
�
�

A t B t
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dC
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�
,

.
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Отсюда имеем

A t A
A B
v B C

e
A B
v B C

B t

v c t� � � �
��

�
�
�

�

�
�
�

�
��

0

0 0

2

3

2

0 0

0 0

2

3

2

0 0

4 4
3
2
0

� �
,

�� � � �
��

�
�
�

�

�
�
�

�
�

�

�B
A B
v A C

e
A B
v A C

C t

v c t
0

0 0

2

3

2

0 0

0 0

2

3

2

0 0

4 4
3
2
0

� �
,

�� �

�

�

�
�
�
��

�

�
�
�
�
�

C0.

5. Пусть V v v v v� � � � � � � �1 2 1 20 0 0 0, , , , , .� � �  Тогда уравнение потока Риччи принимает вид

A t B t v v
dA
dt

A t B t v A t

dB
dt

B t v A t v

� � � � �

� � � � � � � � � �

� � � � � �

1 2

2

2

1

0

2 4

,

,

11

2

1

2

2

2

2

2

2

4 4

�� �

� � � � � � � � � � � � � � �

� �

�

�

�
�
�

,

.
dC
dt

C t
A t v A t B t v A t v

B t

��

�

�
�
�
�

Так как v1 ≠ 0, v2 ≠ 0, система решений не имеет.
6. Пусть V v v v v� � � � � � � �0 0 0 2 02 3 2 3, , , , , , .� � �  Тогда уравнение потока Риччи сводится к виду
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Так как v2 ≠ 0, v3 ≠ 0, система решений не имеет.
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0� . Тогда уравнение по- 
тока Риччи принимает вид
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С учетом алгебраических и дифференциальных уравнений получаем β = 0, v2 ≠ 0, v3 ≠ 0. Отсюда 
имеем A t� � � 0, что является противоречием. Значит, система несовместна.
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Заключение
Проведено исследование потока Риччи на трехмерных неунимодулярных группах Ли с полусиммет

рической эквиаффинной связностью. Получено явное представление потока Риччи в системе коорди-
нат, предложенной Дж. Милнором. Найдено точное решение уравнения потока Риччи для трехмерных 
неунимодулярных групп Ли с полусимметрической эквиаффинной связностью.
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